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stufenausgaben vieler Unterrichtswerke (z.B. Reidt-
Wolff, Elemente der Mathematik, Oberstufe, Kurz-
ausgabe, Paderborn 1954) ; in der ,Arithmetik, Leit-
faden des Rechnens® (Verlag Eugen Haag, Luzern
1957) versuchten wir selber, das theoretische Riist-
zeug, dessen der Schiiler zur Losung von Aufgaben
bedarf, in einfacher Weise so darzustellen, daf3 ein
Einblick in die mathematischen Grundlagen des
Rechnens moglich ist.

Die Satze liber das rechtwinklige Dreieck

Friedrich Pfister, Altdorf

Wie oft bleiben diese Satze unverstanden! Wie gerne
werden sie verwechselt! Leider versucht man allzu-
oft, mit zu ,klassischen‘ Beweisen aufzuriicken, wenn
die Schiiler in die Satzgruppe des Pythagoras einge-
fithrt werden sollen. Ist es wirklich so, daB sich das
Komplizierte linger hilt als das Einfache, weil man
esimmer wieder zu ergriinden sucht ? Anderseits fin-
den wir heute jedoch auch eine Tendenz in das All-
zueinfache: Um den Schwierigkeiten auszuweichen,
diktiert man den Schiilern den schénen Satz und gibt
ihnen eine farbenprichtige Wandtafelzeichnung,
die ins Heft zu kopieren ist. Den Katheten- und den
Hohensatz 148t man weg, denn diese Satze konnten
den Pythagoras wieder aus dem Gedichtnis ver-
drangen.

Warum machen diese Sitze dem Schiiler oft soviel
Miihe ? Warum erschreckt man da und dort, wenn
der Satz des Pythagoras verlangt wird ? Warum ge-
traut man sich nicht, von den Schiilern die Beweise
dieser Sitze zu verlangen ? Vielleicht hingt der Leh-
rer zu sehr an Euklid. Euklid aber hat kein Schul-
buch geschrieben, sondern sich an die reiferen Kreise
gewandt.

Die Satzgruppe des Pythagoras soll nicht in einer
Schulstunde behandelt werden. Auch soll man nicht
auf vielleicht nur zum Teil verstandenen anderen
Sitzen aufbauen. — Viele Wege fithren zum Ziel. Es
ist unsere Aufgabe, den Weg einzuschlagen, den un-

sere Schiiler gehen kénnen. Es soll uns méglichst kei-
ner entgleiten.

Sorgen wir dafiir, daB das rein geometrische Pro-
blem nicht zu einem algebraischen Problem wird.
Erst spéter soll zur Darlegung der geometrischen
Gegebenheiten die Algebra herbeigezogen werden.
Die Geometrie mit der Algebra zu verkniipfen ist
sehr niitzlich. Die Verbindung der beiden Gebiete
wird spiater geradezu zu einer Notwendigkeit. Hier
aber und in all den Fillen, wo sich Geometrie auf
einfache Weise geometrisch erklaren 1aBt, soll zur
Begriffsbildung die Algebra nicht verwendet wer-
den, zumindest am Anfang nicht.

Satz des Pythagoras:

Wir bauen nicht auf den Kathetensatz auf, sondern
wir entwickeln ihn unabhingig davon. Es wird zwar
interessant sein, die Beziehung zwischen den beiden
Sitzen zu finden, aber wir kommen erst nachher da-
zu. Der Gnomonsatz schleichtsich immer wiederein.
Reden wir aber nicht vom Gnomonsatz in diesem
Zusammenhang, sondern gehen wir auf die Grund-
erkenntnis zuriick, die zum Gnomonsatz fithrt. Den
folgenden Uberlegungen kénnen die Schiiler be-
stimmt folgen:

Abb. 1: Ein Rechteck wird durch eine Diagonale in
zwel kongruente Dreiecke geteilt (Beweis: 180°-Dre-
hung um den Diagonalenmittelpunkt). Ferner gilt
ausdemgleichen Grunde: Dreieck 1 kongruent Drei-
eck 1’ und Dreieck 2 kongruent Dreieck 2. Schnei-
den wir von gleichen Flachen gleiche Flachen weg,
so haben wir gleich groBe Reststiicke. (Mit der

Schere am Modell oder mit dem Schwamm an der
Tafel ausfithren.) Da staunt der Schiiler, denn viel-
leicht scheint ihm durch optische Tduschung oder
ungeiibtes Schitzen die eine der Flachen doch gré-
Ber. Vor allem ist er iiberrascht, daf3 die Restflichen
verschieden aussehen, obwohl doch von gleichen
Stiicken gleiche Stiicke weggeschnitten wurden.
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Gleiche Flachen kénnen also verschieden aussehen:
,Gleiche Flichen® besagt ja nur, daB3 die Flachen
gleiche GroBe haben; die Form kann verschieden
sein. Der Schiiler soll messen und nachrechnen,
denn das ist zunichst seine Art, eine Erkenntnis zu
priifen. Dann aber soll er merken, daB der Beweis er-
bracht ist, und zwar auf geometrische Art.

Abb. 2: Wir nehmen nun zwei gleiche Quadrate und
schneiden aus diesen vier kongruente Dreiecke weg.

Die Dreiecke 1, 2’, 3" und
2 4sind drehsymmetrisch be-

zogen auf den Diagonalen-
schnittpunkt und deshalb
kongruent. Die Dreiecke 1,
2, 3 und 4 koénnen durch
bloBes Verschieben in die
Dreiecke 1’, 2’, 3" und 4’
iibergefiihrt

werden. Sie
sind also unter sich und zu
den Dreiecken des andern
Quadrates deckungsgleich.
Gleiches um Gleiches ver-
mindert gibt aber gleiche
Reste: Das eine Restqua-
drat mubB die gleiche Flache
haben wie die beiden Rest-

quadrate des andern Ausgangsquadrates zusammen.

Abb. 3: Wir stellen aus den Stiicken der Abb. 2 die
Abb. 3 zusammen. Die beiden kleineren Quadrate
sind zusammen gleich groB3 wie das groBte der drei
Quadrate. Die kleineren Quadrate sind diejenigen
iber den Katheten (Ka-

3 thetenquadrate), und

das groBte ist dasjenige
uber der Hypotenuse
(Hypotenusenquadrat) :
Das
drat ist gleich der Sum-

Hypotenusenqua-

meder Kathetenquadra-

te. Ausgegangen sind wir

vom Quadratund haben
rechtwinklige Teildrei-
ecke abgeschnitten. Das

Dreieck in der Figur g
ist deshalb ein recht-
winkliges. Die Begriffe
Katheten und Hypotenuse werden ja nur bei recht-
winkligen Dreiecken Anwendung finden konnen.
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Schon das Betrachten einer z.B. fast gleichseitigen
Figur zeigt, daB hier der gefundene Satz nicht gilt.
Solche Betrachtungen sind nétig, da der Schiiler all-
zugern verallgemeinert. Der Pythagorassatz gilt also
nur fiir rechtwinklige Dreiecke.

Ubungen:
1. Zweiverschiedene Quadrate in eines verwandeln.

2. Ein Quadrat konstruieren, das 2-, 3-, 4mal so grof3
ist wie ein gegebenes.

3. Die Differenz zweier Quadrate als neues Quadrat
darstellen.

4. Ein gegebenes Quadrat in zwei gleiche Quadrate
zerlegen.

5. Die Beziehungen zwischen den Quadraten in der
Formelsprache ausdriicken.

6. Die Formeln nach allen erhaltenen GrofBen auf-
l6sen.

7. Rechnerische Probleme, die sich aus geometri-
schen Figuren ergeben, besprechen und entspre-
chende Aufgaben lésen.

8. Nicht nur mit Zahlen, sondern auch mit Buch-
staben operieren.

9. Wo lassen sich bei geometrischen Flichen, Kor-
pern und Konstruktionsaufgaben rechtwinklige
Teildreiecke einzeichnen und fiir die Berechnung
nach dem Pythagorassatz verwenden ?

Kathetensatz:

Gerne geht man von einem rechtwinkligen Dreieck
aus, in das ein Kathetenquadrat eingezeichnet wird.
Letzteres wird gegen die Hypotenuse geschert, ge-
dreht und schlieBlich zu einem Rechteck geschert,
das als Breite genau das Maf} des einen Hypotenu-
senabschnittes hat. Wieso? Ach, das ist einfach so,
man sieht es doch. Wer so vorgeht, der geht am
Grundproblem vorbei. Das Grundproblem heiBt:
Konstruiere ein Quadrat, das gleiche GroBe hat wie
ein gegebenes Rechteck!

Abb. 4: Wir verwandeln zuerst noch einmal ein Qua-
drat von gegebener GréBe in ein Rechteck mit vor-
geschriebener Liange. Das kann wohl jeder, der
schon von Flichenverwandlung gehért hat. Er weil3
auch, warum die Flichen bei den Scherungen gleich
groB3 bleiben. Hier wurde zweimal geschert. Wie
kommt man nun aber zur Umkehraufgabe?



Abb. 5: Durch go°-Drehung des unteren Teildrei-
eckes erhilt man die eine Kathete des Dreieckes als
Hohe, die andere Kathete als einen Hypotenusen-
abschnitt und die Hypotenuse des Dreieckes als eine
Kathete des oben hervorgehobenen Dreieckes. Fiir
dieses hervorgehobene Dreieck ist das gegebene

5

Quadrat ein Kathetenquadrat, und das gefundene
Rechteck hat seine Hypotenuse als Lange und den
einen Hypotenusenabschnitt als Breite. DalBl das
Kathetenquadrat in der GroBe dem Rechteck, ge-
bildet aus der Hypotenuse und einem Hypotenusen-
abschnitt, entspricht, geht aus den Abbildungen 4
und 5 klar hervor.

Abb. 6: Das Quadrat
1aBt sich also auch so

6

in das Dreieck von be-

stimmter Linge ver-
wandeln: Linge wie
in Abb. 4 abtra-
gen,im entstandenen
Dreieck die Héhe zie-
hen, das so erhaltene

Teildreieck um go°
drehen und das
Rechteck ergianzen. Dem Schiiler leuchtet jedoch
diese elegantere Losung nicht so ein wie diejenige in

Abb. 4. Er sieht zwar, daB das Teildreieck ja nur ge-
dreht wird und deshalb kongruent bleibt, muB aber,
um zur Flichengleichheit zwischen Quadrat und
Rechteck zu kommen, doch den Weg iiber die
Scherungen nehmen.

Abb. 7: Nachdem wir aus Abb. 5 wissen, daB das
Quadrat iiber der Kathete gleich groB ist wie das
Rechteck ausder Hypotenuse und dem entsprechen-
den Abschnitt, kénnen wir die Umkehraufgabe so
lésen: Wir drehen die Rechteckbreite (Hypotenu-
senabschnitt) in

die Rechteckliange 7

(Hypotenuse) und

haben so den Ho-

henfuBpunkt. Die

senkrecht darauf /
errichtete Hohe \
schneidet den

Thaleskreis.  im -
Punkt C, der mit -
den Hypotenusen-

endpunkten zu-
sammen die Kathete bestimmt und somit auch die

Seite des gesuchten Quadrates.

Ubungen:

1. Rechtecke in Quadrate verwandeln. (Die Um-
kehraufgabe wird einfacher oder zweckmiBiger
auf andere Art durchgefiihrt.)

2. Die gefundenen Beziehungen in der Formelspra-
che ausdriicken.

3. Die Formeln nach den enthaltenen GréBen um-
formen.

4. Rechnerische Aufgaben losen.

Hihensatz:

Warum nicht einmal von einer Behauptung ausge-
hen? Lassen wir zunichst die Schiiler nach Bewei-
sen suchen. Einige Anregungen werden ihnen niitz-
lich sein. Wir behaupten: Im rechtwinkligen Drei-
eck ist das Quadrat tber der Héhe gleich gro3 wie
das Rechteck, das mit den Hypotenusenabschnitten
gebildet werden kann.

Abb. 8: Dasdreimalige Scheren des Quadrates ergibt
das Rechteck (oder auch umgekehrt). Wichtig ist
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jedoch, daB3 der Schiiler sieht, daf3 es sich bei der
Rechteckbreite wirklich um den zweiten Hypotenu-
senabschnitt handelt. Der weiteren Erlauterung
dient:
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Abb. g: Durch go°- Drehung des oberen Teildreieckes
entsteht ein rechtwinkliges Dreieck: das schraffierte.
Vergleichend mit Abb. 1 sehen wir, dal das Qua-

\

\

N

drat links unten dem Rechteck rechts oben in der
GroBe entspricht. Hier ist es offensichtlich, daB das
Rechteck aus den beiden Hypotenusenabschnitten
gebildet ist und das Quadrat dem Hoéhenquadrat
entspricht.

Abb. ro: Um ein gegebenes Rechteck in ein Quadrat
zu verwandeln, addiert man zeichnerisch die Lange
und die Breite (Hypotenusenabschnitte) und erhalt
die Hypotenuse und den HéhenfuBBpunkt. Die Lange
der Hohe wird vom Thaleskreis iiber der Hypote-
nuse bestimmt, da es ja ein rechtwinkliges Dreieck
ergeben muB3 (Hilfsdreieck).
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Abb. 11: Diese Verwandlung ist im Prinzip gleich
durchzufithren wie in Abb. 10. Nur 148t sich hier je-
derzeit wieder der Beweis mit den drei Scherungen
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durchfithren, wie er in Abb. 8 gezeigt ist, so dal3 der
Schiiler sofort kontrollieren kann und die Verbin-
dung zwischen dem Beweis und der praktischen
Durchfithrung hat.

Ubungen:

1. Verwandle gegebene Rechtecke in Quadrate!

2. Zu Ubungszwecken ist auch die Umkehraufgabe
brauchbar.

3. Driicke den Hohensatz in Formeln aus!
4. Forme die gefundenen Formeln um!

5. Rechnerische Aufgaben.

Anmerkung:

Bei den Verwand- 12
lungsaufgaben

wird die Aufgabe
gelost: Eingegebe-

nes Dreieck in ein
solches mit groBe-
rerGrundlinie ver-

wandeln. Die Spit-




ze wird dabei parallel zur Hilfslinie e verschoben

(Abb. 12). Verzichten wir auf das Zeichnen der Dia-
gonalen und verwandeln soein Quadratinein Recht-
eckmitvorgeschriebener Lange. Umdie Umkehrauf-
gabe zu losen, betrachten wir die 4bb. r3: Durch Dre-
hen des Teildreieckes um go° entsteht wieder das
rechtwinklige Hilfsdreieck, in welchem die Quadrat-
seite der Hohe und die Lange und Breite des Recht-

13

_4|:_| \

eckes den Hypotenusenabschnitten entsprechen.
Durch zweimaliges Drehen um go° kann die Paral-
lelitat der fur die Verwandlung des Quadrates in
das Rechteck noétigen Hilfslinien vom Héhensatz
ausgehend nachgewiesen werden.

Die Anmerkung mochte nur zeigen, daB3 die Sitze im
rechtwinkligen Dreieck aufallerlei Zusammenhinge
fiuhren kénnen. Es lassen sich dankbare Streifziige
unternehmen, wenn der Schuler mit der Sache wirk-
lich gebiihrend vertraut gemacht wurde.

Bezichungen zwischen den drei Sitzen:

Solche Beziehungen zwischen geometrischen Sitzen
geben nicht nur eine gegenseitige Bestatigung der
Satze, sie vervollstindigen vielmehr die geometrische
Denkweise, zeigen neue Aspekte auf und dienen der
besseren Einpragung des schon bekannten Stoffes.
Es kann aus diesem Grunde empfehlenswert sein,
solche Sitze getrennt herzuleiten, wie dies eben fiir
die Satzgruppe des Pythagoras gezeigt wurde.

Abb. 14: Die beiden Kathetenquadrate entsprechen
in der GroBe den beiden Rechtecken von gemeinsa-
mer Linge (Kathetensatz). Da ihre Breiten aber den
Hypotenusenabschnitten entsprechen, bilden diese
zusammen die Hypotenuse. Beide Rechtecke bilden
zusammen also das Hypotenusenquadrat. Somit bil-
den auch beide Quadrate zusammen eine Fliche,
die in der Gr6Be dem Hypotenusenquadrat ent-
spricht (Satz des Pythagoras).

14

Abb. 15: DasRechteckausden Hypotenusenabschnit-
ten ist gleich groB wie das Hohenquadrat (Héhen-
satz). Das Hohenquadrat bildet aber mit dem Qua-
drat iber dem Hypotenusenabschnitt zusammen das
Kathetenquadrat (Pythagorassatz). Folglich bildet
auch das Rechteck aus den Hypotenusenabschnit-

15

ten mit dem Quadrat iitber dem Hypotenusen-
abschnitt zusammen das Kathetenquadrat. Da das
Rechteck mit dem Hypotenusenabschnittquadrat
zusammen aber das Rechteck aus der ganzen Hypo-
tenuse und dem entsprechenden Abschnitt bildet,
haben wir hier eine Bestidtigung des Kathetensatzes.

Ubungen:

Berechne von den 6 Stiicken a, b, ¢, p, q und h die
fehlenden 4, wenn jeweils 2 davon gegeben sind!

Magliche Falle:
afb ajc a/h a/p a/q c/p hjp p/g c/h
b/c b/h bjq b/p  ¢/q h/q
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Der Schiiler wird selbst feststellen, daB er bei den
Fallen a/q, b/p und c/h nicht durchkommt. Da die
untere Reihe analog der oberen ist, bleiben 7 ver-
schiedene Aufgaben zu lésen. Die Anzahl der mog-
lichen Fille, die dabei analogen und die nicht durch-
fihrbaren findet der Schiiler leicht selbst heraus. Er
soll aber nicht nur rechnerisch die Aufgaben l6sen,
sondern sich vielmehr die Richtigkeit durch die
Konstruktionen bestitigen lassen.

Einige Bemerkungen
zum Geometrieunterricht auf der Unterstufe
der Mittelschule

Dr. M. Jeger, Luzern

Ein einfaches Gesellschaftsspiel moge als Einleitung
zu den folgenden Gedanken dienen. Zwei Spieler
Aund Blegen abwechslungsweise 10-Rappen-Stiicke
auf einen Bierteller. Ist ein Geldstiick einmal abge-
legt, so darfes nicht mehr verschoben werden. Jeder
Zehner muf3 vollstindig auf dem Bierteller auflie-
gen; er darf also kein anderes Geldstiick iiberdecken
und auch nicht iiber den Rand des Biertellers hinaus-
ragen. Dagegen ist zugelassen, daBl zwei Geldstuicke
sich berithren. Wer von den beiden Spielern das
letzte Geldstiick hinlegen kann, hat das Spiel ge-
wonnen. Es ist leicht einzusehen, daBl derjenige
Spieler, der den ersten Zehner setzen darf, das Spiel
durch eine geeignete MalBlnahme stets zu seinen
Gunsten entscheiden kann. A muf3 nur beim ersten
Zug seinen Zehner genau in die Mitte des Biertellers
legen. Hat dann der Partner Bseinen Zehner irgend-
wo placiert, so muB3 A jetzt seinen folgenden Zehner
genau zentralsymmetrisch zum Zehner des B legen.
Spielt A nach diesem Rezept weiter, so gewinnt er
sicher. Solange namlich B noch an einer Stelle einen
Zehner hinlegen kann, ist auch die zentralsymme-
trische Stelle noch frei, das heil3t A kann auch noch
einen Zug tun. Das letzte Geldstiick, das bei diesem
Vorgehen auf dem Teller noch Platz hat, ist daher
sicher eines von A.
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Hinter dem sichern Gewinn von A steckt ein geo-
metrischer Juordnungsprozefl. Jedem Zehner des B 146t
A einen Zehner entsprechen, der so liegt, daB die
Mittelpunkte P und P’ der beiden Miinzen mit dem
Zentrum Z des Biertellers auf einer Geraden liegen;

ferner ist P’Z = PZ. Man bezeichnet diese Zuord-
nung als Lentralsymmetrie (Drehung um Z mit dem
Drehwinkel 180°). Das eben beschriebene Spiel
funktioniert nicht nur auf einer Kreisfliche (Bier-
teller), sondern auf jeder Fliche mit einem Sym-
metriezentrum (dies sind Flachen, die bei einer geeig-
neten Zentralsymmetrie in sich selbst iibergehen).
Dazu gehoren z.B. alle regelmiBigen Vielecke mit
gerader Eckenzahl.

Der moderne Geometrieunterricht auf der Unter-
stufe ist durch die Tatsache gekennzeichnet, daB der
Zuordnungsbegriffimmer mehrin den Vordergrund
geriickt wird. Der axiomatische Aufbau der Geo-
metrie, wie er vor mehr als zweitausend Jahren von
Euklid in die Wege geleitet worden ist, wird dabei
verlassen und auf die Oberstufe verschoben, dies
wohlin der weisen Erkenntnis, daB3 die axiomatische
Methode den Schiilern erst dann zutriaglich ist,
wenn bei ihnen eine gewisse geometrische Substanz
vorhanden ist. Esist recht eigenartig, daB zwei Jahr-
tausende des Experimentierens notwendig waren,
bis man gemerkt hat, daBl Euklid’s Elemente nicht als
Leitfaden der Planimetrie fir Mittelschulen ge-
dacht waren. Zur Hauptsache geht dieser Sachver-
halt auf das Konto Tradition; die euklidische Un-
terrichtsmethode mit ihrer Betonung der starren
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