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Einige altere und neuere Verfahren bei der Konstruktion regelmaBiger Vielecke

P. Dr. Theodor Schwegler OSB., Einsiedeln

Beim Geometrieunterricht in den Primar-, Sekun-
dar-, Gewerbe- und Mittelschulen stellt sich fiir
die Lehrer und die Schiiler immer wieder die Auf-
gabe, irgendein rege/nifSiges Vieleck , d.h. ein Viel-
eck mit lauter gleichen Seiten und Winkeln, zu
konstruieren. Konstruieren aber besagt mehr als
ein bloBes Abzirkeln; es besagt ein Vorgehen nach
Sitzen und Grundsitzen der Geometrie. Dabei
wird gewGOhnlich vorausgesetzt, daf3 als Hilfsmit-
tel nur Zirke! und Lineal gebraucht werden, nicht
aber hdbere Kurven bzw. deren Lineale.

Unter diesen Konstruktionen gibt es solche, die
durch die innere Logik der angewandten Sitze
theoretisch gu absolut genanen Ergebnissen fihren, und
solche, die nur einen sogenannten Naherungswert
ergeben. Dieser Niherungswert kann in vielen
Fillen dem Techniker und Graphiker, der mit sei-
nen Instrumenten nur einen gewissen Grad von
Genauigkeit erreichen kann, vollauf gentigen, der
Mathematiker dagegen wird diese Konstruktions-
verfahren unbeirrbar als blo3e Annihernng bezeich-
nen.

Die Zahl der regelmifligen Vielecke, die nach der
ersten Art genau konstruierbar sind, ist verhiltnis-
malig klein. Es sind dies vor allem das Dreseck,
das [V7ereck und das Frinfeck und thre Folgen, d.h.
jene Vielecke, die durch fortschreitendes Halbie-
ren der entsprechenden Zentriwinkel bzw. der Bo-
gen des umschriebenen Kreises entstehen. Das
Flnfeck erhilt man aus dem Zehneck, dessen Zen-
triwinkelbzw. Bogenverdoppelt werden;im Zehn-
eck selber ist die Seite der gréfere Abschnitt des
stetig, d. h. im goldenen Schnitt geteilten Halbmes-
sers. — Auch das Finfzehneck ist konstruierbar,
denn sein Zentriwinkel, der 24° betrigt, ist die Dif-
ferenz der Zentriwinkel des Sechsecks und des
Zehnecks. — Vom Siebgehneck hat der groflie Ma-
thematiker Karl Friedrich Gauf (1777-1855) in
seinen 1801 erschienenen Disquisitiones arithmeticae
bewiesen, dal} es ebenfalls mit Zirkel und Lineal
allein genau konstruierbar sei; aber das Verfahren
setzt soviel Kenntnis der hohern Mathematik
voraus, daf} hier von einer Skizzierung des Ver-

fahrens abgesehen werden mul3 *. Interessenten
seien indes auf das Buch »Triumph der Mathe-
matik « von Heinrich Dérrie (Breslau 1940), Ab-
handlung 37, verwiesen.

Den Ubergang zu den nicht mehr mit Zirkel und
Lineal allein nach strengen geometrischen Sitzen
konstruierbaren Vielecken bildet etwa der Fall,
daB durch Drebung ciner einfachen Figur innerhalb
der Schenkel eines bestimmten Winkels ein regel-
miliges Vieleck entsteht. In der » Zeitschrift fur
mathematischen und naturwissenschaftlichen Un-
terricht aller Schulgattungen « Bd. 47 (19106) findet
sich S. 179 solch » Eine eintache Konstruktion des
reguliren Siebenecks « (siche Fig. 1). B sei die Mitte

der beliebigen Strecke AD, C die Mitte von BD.
In B und D werden Lote aut AD errichtet. Fin
rechter Winkel EFG wird nun so bewegt, dal5 der
Schenkel EF immer durch D geht, wihrend dic
Spitze E auf dem Mittellote von BD wandert. Um
A wirdder Kreismitdem Halbmesser AD beschrie-
ben. Der Schenkel EF treffe das Mittellot von AD
in I, wihrend der andere Schenkel, EG, den Kreis
in H schneidet. Wird der rechte Winkel nun so ge-
dreht, dal3 A, T und H 1n einer Geraden liegen, so
st der Winkel DAH = *.:2R.

Beweis: Das Dreieck 1 A D ist gleichschenklig lt. Konstruk-
tion. Ebenso ist das Dreieck HDI gleichschenklig, da
ebenfalls lt. Konstruktion IE = ED und HE _ 1D,

* Siche auch »Schweizer Schule « 1955, S. 302 (Anmer-
kung der Redaktion).
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Sei nun ¢ der Winkel bei A, so sind die Winkel DIH
=IDH = 2¢, also Winkel DHI = 2R—4¢. In dem
gleichschenkligen Dreieck ADH ist dann Winkel ADH
= Winkel AHD oder 3¢ = 2R—4¢ oder 7¢ = 2R.

Vondiesem singulidren Falle abgesehen, gibt es fiir
die Konstruktion weiterer regelmiBiger Vielecke
Anniherungsverfahren. Von diesen seien im folgen-
den einige genannt und ausgefiihrt.

Fiir die Konstruktion des Siebenecks pflegen Prak-
tiker, auf dem Kreisumfange die sa/be Seite des ein-
beschriebenen gleichseitigen Dreiecks abzutragen
(siehe Fig. 2). Diese Siebenecksseite hat den Wert

. 4/3 = 0,8660254 im Kreise mit dem Radius

2

1,und ihr entspricht der Zentriwinkel 51° 19’ 4,12",
wihrend der Zentriwinkel des regelmiBigen Sie-
benecks 51° 25" 42,86"" und demgemil3 die Seite
0,8677676.. miit. Der Unterschied der beiden
Werte macht 2 Promille aus: eine Genauigkeit, die
in der Regel dem Techniker geniigt.

Um das Neuneck zu konstruieren, wird in der vor-
hin genannten Zeitschrift, Bd. 68 (1937), S. 226/
227 ein sehr einfaches Verfahren gezeigt, das eben-
falls einen recht guten Wert liefert (siche Fig. 3).
Von dem einen Ende des Kreisdurchmessers A
(der Kreisradius sei wieder 1) wird ein Kreisbogen
mit demselben Halbmesser geschlagen, ebenso
vom Kreispunkte C aus. Der Schnittpunkt der
beiden Hilfskreise sei D. Von Punkt E aus, der den
Kreisbogen AC halbiert, wird abermals mit dem-
selben Halbmesser ein Kreis geschlagen, der den
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ersten Hilfskreis in F schneidet; F wird mit dem
Gegenpunkte von A, mit B, verbunden, und die

Fig. 3

Gerade BF schneide den ersten Kreis in G. Die
Sehne CG ist die angendberte Neunecksseite. Fur den,

der sich in der analytischen Geometrie auskennt, hat
C die Koordinaten (X, L -4/3), und fiir den

Punkt G errechnet man unschwer die Koordinaten

(21 + (j\/3, 4 _63 \/3) Der Horizontalabstand der
\ 2 2

beiden Punkte ist demnach ii'}i;, und der Verti-
13

kalabstand 8 V3 —7 .Nach dem LehrsatzdesPytha-

13 _
goras istdann der Abstand CG = '\/260 — 1043

. ————  8,03682...
— /7RGy = B

ser Kreissehne entspricht der Zentriwinkel 40°
12" 27,95, wihrend dem Zentriwinkel 40° des
regelmiBigen Neunecks die Sehne bzw. die Seite
0,6840403 entspricht. Der Fehler betrigt rund 5
Promille.

Ein neues, ebenfalls einfaches und sehr gutes Ni-
herungsverfahren fiir die Konstruktion von Viel-
ecken, deren nichstvorangehendes und nichstfol-
gendes genau konstruierbar sind, fand vor drei
Jahren Bildhauer Got#/. Kreiliger, Willisau, bei der
Ausfithrung des Auftrages, den untersten, ein re-
gulires Siebeneck bildenden Brunneninder Haupt-
gasse seines Heimatstidtchens neu zu erstellen.
Kreiliger ging von dem Gedanken aus, das Sieben-
eck liege mit seinen MaBlen irgendwie zwischen
dem regelmiBigen Sechseck und dem Achteck.
Das Verfahren, das er anwandte und das auch auf
das Neun- und Elfeck anwendbar ist, nannte er
nicht unpassend » Diagonalisieren « (siehe Fig. 4),
und es lieferte ihm einen so guten Wert, dal3 es ihm
schwerfiel, es als bloBe Anniherung zu betrach-
ten.

= 0,687447. Die-



Aus den trigonometrischen Koordinaten der
Punkte B und C auf dem Einheitskreise findet man

D

leicht die Koordinaten der Punkte D und E und
des Diagonalpunktes S:

cos 3 cos @1 cos ¥3 - sin ¢
2 2

D —— — |
0 2P0 2o — s

C C

2 2 /
P . P P1+ ¢
COs 2 cos P3 COSs N Sin @3 ). COS — > —
2 — @1’ 21— @3 |? = —
cOS &_‘P cos L__i S cos P @3
2 2 / 2

Wendet man auf die Dreiecke BDE und CDE die
Flachenformeln der analytischen Geometrie an, so
findet man unschwer:

BF : CF = ABDE: ACDE sin ¢, : sin ¢,.
Daraus ergibt sich fiir den Schnittpunkt der Dia-
gonalen BC und DE:

cos P1t ®s
F 2
cos o1 — @3
2

Gn LT 3 P9
2 2

sin @: - sin @; \
C )

Daraus folgt, daB3 F und S auf derselben Vertikalen
liegen und es auf dasselbe hinauskommt, ob das
Viereck BDCE oder das Trapez BPQC » diagona-
lisiert « wird. — Fiir den Graphiker und Techniker
ist nun die Strecke AF = Sehne AF’

zsing;-I . sin(—‘v—;3
T e+ —¢
sin PLT B3 oD
2 2

+ l/z sin? ﬂ‘l_‘_f_s + 4coszfpz—l - cos?

die gesuchte, dem » mittlern « Zentriwinkel ¢, ent

sprechende Vieleckseite s,; fiir den Mathematiker
180°

.
2

¥s

aber ist diese s'n = 2sin

Wie nahe aber einander die nach diesen Formeln
errechneten Werte kommen, zeigt die folgende
kleine Tabelle:

285
s, = 0,868 9594

, st
s, = 0,867 7676 7
@, = 5130 18"

s! = 1,001 387;

e

7-Eck: 6o°, 45°:

¢ =s51725 42, 86
s, = 0,684 3843

-Eck: 45°, 36°: S_ 1S = 1,000503;
? el 59:0,6840403 99 Sk
p,=40°1"16"
¢;:4oc
$,, = 0,503 5921
11-Eck: 36° 30°: , s,, = 1,000 2206

S 1
s, = 0,563 4643 "
P 327440 574
¢, =32°43'38, 2

Die Uberschiisse von s, iiber s, sindalso’/_,, bzw.
. L 0. .
/\o80 DZW. " [, 05 somit liegen die Fehler unterhalb

der mit Zirkel und Lineal, bzw. Malstab, noch
feststellbaren Grenzen.

Unsere heutige Weltschan, das ist jener Teil der na-
tirlichen Schapfung, in die wir Einblick gewannen, ist
gegen die frithere Zeit nach Tiefe und Weite mehr als
vertausendfacht. Zugleich ist uns Gewifheit gewordosz,
dafS einer im eigentlichen Sinmne hingebenden selbstlos-
demiitigen Geisteshaltung die Gedanken des Schipfers
sich offenbaren. Wir nennen diese Offenbarung Natnr-
gesetze, und finden sie in selbstvergichtender Frage.
Sie sind, einmal erkannt und soweit sie erkannt sind,
als untriiglich befunden worden. Newton sagte: » Der
Schipfer achtet seine Geserze. «

FRIEDRICH DESSAUER,
Seele im Bannkreis der Technilke
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