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Als Zahlungsmittel beniitzen wir entwe-
der Spielgeld oder lassen selbst Geldscheine
anfertigen.

Die Einzahlungsscheine aber sollen echt
sein.

Es 146t sich nun ein reger Geschiftsver-
kehr durchfithren. Die Rollentrdger der
Schuldner machen bei Konto-Inhabern Be-
stellungen aller Art. Diese stellen ihnen
Rechnungen aus (Transport, Porto, Ver-
packung, Wust usw. mitberechnen!).

Die Schuldner zahlen an der Post mit E.-

Scheinen. Der Posthalter nimmt sie nur an,
wenn sie richtig ausgefiillt sind. Er leitet sie
an die Checkidmter weiter, diese an die
Konto-Inhaber. Die Konto-Inhaber fertigen
Zahlungsanweisungen, Riickziige, Selbst-
Einlagen, die Checkimter melden die Gut-
schriften an die Konto-Inhaber.

Auf diese Weise erhalten wir eine gerade-
zu verwirrende Fiille von Ubungsmaoglich-
keiten. Selbst Bar-Quittung, Schuldschein,
Mahnung, Biirgschaft, Postanweisung usw.
lassen sich einbeziehen,

EIN ANDERER WEG ZUR VOLUMENBERECHNUNG

Zur Geometrie fiir die 3. Klasse Sekundarschule
Von Friedrich Pfister

Im Geometrieunterricht der Sekundar-
schule wird der Schiiler mit den geometri-
schen Korpern vertraut gemacht. Er muf}
diese nicht nur kennenlernen, sondern sie
auch konstruieren, berechnen, flichenhaft
und kérperlich darstellen kénnen.

Hier sei nur einmal die Kérperberechnung
herausgegriffen, und zwar nur die Berech-
nung des Volumens eines geometrischen
Kérpers.

Verschiedene Wege konnen da zum Ziele
fiihren. Damit, dal dem Schiiler Formeln
vorgelegt werden, die zu verwenden er ver-
stehen lernen soll, ist es aber nicht getan.
Natiirlich mul} der Schiiler auch nach vor-
gelegten Formeln Berechnungen ausfithren
kénnen. Der Berufsmann rechnet ja vielfach
nur nach Formeln, deren Anwendung er sich
in vielen Ubungen zu eigen macht. Bildend
aber ist diese Art von Unterricht aber ge-
wiBl nicht, denn sie ist zu oberflichlich, ob-
wohl sie bestimmt einen Zweck erfiillt: Sie
befihigt den Schiiler tatsichlich, Korper be-
rechnen zu kénnen. Extrem wire es ander-
seits, wollte man von jedem Schiiler ver-
langen, daf} er jede Volumformel selbst ab-
leite. Bestimmt ist aber auf die Formel-
ableitung Wert zu legen. Formelableiten ist
Denkschulung, Formeleinsetzen Praxis; das
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erste miissen wir pflegen, auf das zweite
miissen wir hinarbeiten.

Voraussetzung fiir die Volumenberechnung '
geometrischer Kérper ist, daBl der Schiiler
weil}: Die Korper sind dreidimensional. Drei
Ausdehnungen ergeben drei MaBle fiir die
Berechnung. Wirwiederholen und ergénzen:

1. Der Punkt hat keine Ausdehnung und
kann deshalb auch nicht berechnet wer-
den.

2. Die Linie hat eine Ausdehnung, die
Linge. Diese kann man messen.

3. Die Flache hat zwei Ausdehnungen,
Linge und Breite. Man kann sie berech-
nen nach der Grundformel F' = [-b.

4. Der Korper hat drei Ausdehnungen,
Linge, Breite und Héhe. Die Grundfor-
mel zur Berechnung mufl lauten V =
l1-b-h.

Hier konnen wir nun anschlieBen und
dann versuchen, in mehr oder weniger gliick-
licher Reihenfolge die nicht prismatischen
Kérper anzuschlieBen.

Hier sei nun einmal ein anderer Weg vor-
geschlagen, der fruchtbarer zu sein scheint,
obwohl sich letzterer durchaus bewiihrt hat.
Wir wollen von einer Formel ausgehen, de-
ren Richtigkeit der Schiiler erst allmdhlich zu
erfassen hat. Wir nehmen die Prismatoid-



formel als Grundformel fiir alle Volumen-
berechnungen.

:aG+D+4M)

G sei die Grundfliche, D die Deckfliche,
M die Mittelfliche und h die Hiohe des ge-
gebenen Korpers.

Der Wiirfel:

Durch Betrachten erkennen wir:

G und D und M sind gleich grof.
Alles sind Quadrate mit der Seite s.
h ist auch gleich s.

also V="(C+ D+ 4M)

5-6s2

8
oder V= - 6s* = —
V = s (s hoch 3, also s-5-5)

Dabei konnen wir algebraische Gesetze

= s-s2 =353

repetieren, wenn schon Algebra unterrichtet
worden ist, oder wir kénnen hier in un-
mittelbarer Weise einige algebraische Ge-
setze vermitteln:

Addition gleicher Ausdriicke.

Multiplikation eines Bruches mit einem
Ausdruck.

Kiirzen der Briiche.

Multiplikation von Potenzen.

Vielleicht vermutet jemand, dal3 dies alles
viel zu weit gehe. Dem ist aber durchaus
nicht so. Wir werden spater wesentlich Zeit
gewinnen, wenn wir hier etwas in die Breite
gehen. Ubrigens wird die hier unmittelbar
vermittelte Algebra viel besser aufgenom-
men als die in der Algebrastunde mittelbar
vermittelte.

Das Quadratprisma:

Der Schiiler kann selbst feststellen:
G und D und M sind gleich groB.

Wieder sind es Quadrate mit der Seite s.

also V = % (s 4 s+ 45%) = g +6s2=h-s2
oder s2-h

Wir repetieren:

2 2-6 2-6-5

5-6-527-5 =—g—= 20

3:5:7=3-75="17-3-5= 537 etc.

Und erweitern:

a a-"c a
c——b—undi)- b-d =

b
x2z=2%x2=2x3

a-b-d

7 = a-d

Das Rechteckprisma:
G = D = M alles sind Rechtecke [-b.
also V=" (1b +- 164+ 4-16) =261

_ h6-1b

g =h-1-b

V=1b-h

Wieder kénnen wir repetieren und erwei-
tern oder z. B. hinweisen auf:
s24 52+ 4s2=6s2 Ib-+1b+4-1b=06-1b
a+2a-t+3a=6a 2x-5x-1x=8x

Der Schritt zur allgemeinen Prismaformel
ist nur noch ein kleiner, denn der Schiiler
stellt fest, dall beiallen Prismen G =D=M
also immer (G +~ D + 4M) = 6 Grund-

flichen.
V:%ﬁG:hﬂo&rGh

Hinweisen méchte ich hier nur auf einige
wenige Dinge, die mir wichtig erscheinen:
Algebra und Geometrie sollen stiirker ver-
koppelt werden. Alles, was zum Beobachten
und Denken anregt, soll man verwerten.
Die entsprechenden Méoglichkeiten gehen
viel weiter, als hier erwihnt wird.

Im weiteren sei nur noch auf einige andere
Vorteile dieser Methode hingewiesen.

Die Quadratpyramide:

1s
2

G:ﬁD:aM:(fzg
(G- D+ 4M) = 2¢°
h-s? s2-h

_h o ks
V—-625— T = 3

.
\

4 M = s?

Die Rechteckpyramide:

G=1bD=0o M=t 2=l apm—1b
(G4+D+4M)=2-1-b
h h-1-b I-b-h
=g 2lb="5" ="
Aus diesen und weiteren Ableitungen stel-
len wir fest:

1. DieMittelfliche ist bei Pyramiden immer
Y4 der Grundfliche.

45



2. Die Rauminhalte der Pyramiden sind 14
derjenigen von Prismen gleicher Grund-

fliche und gleicher Héhe.

Die allgemeine Pyramidenformel:

G=G D=o M_—_;}G AM = G
(G + D+ 4M) =26

h h-G G-h
V=¢26=75=7%

Es ist noch darauf hinzuweisen, dafy auch
schiefe Korper nach den hier gefundenen
Formeln berechnet werden kénnen, wobei
die Hohe immer senkrecht zur Grundfliche
genommen werden muf. '

Der Kreiszylinder:

G=rPa=D=M
(G- D+4M)—6r g

h
V=6'6r275= her2g=r2nah

Der Kreiskegel: 13 des entsprechenden
Kreiszylinders!

Die Kugel:
G=0o D=0 M=rlng 4dM=14rnxn
=2r (G+D4+4M)=4r*x

4
V:%r-4r2n:4r37r:3=§r3n

So leicht lid6t sich die Formel fir das Vo-
lumen der Kugel finden. Man kann den
Schiilern mit Hilfe des Satzes von Pythago-
ras aber auch zeigen, daf} ein Restkorper
aus Zylinder und Kegel gleiche Querschnitte
aufweist wie die Kugel, wenn man in glei-
cher Hohe schneidet. Nach dem Satz von
Cavalieri haben Korper mit gleichen Héhen
und gleichen Querschnitten auf gleichen
Héhen gleiche Volumen. Ob dies wohl bes-
ser erfalit wird ?

Nichtuninteressantist die Ableitung einer
Formel fiir das Kugelsegment. Weitere Ku-
gelteile braucht man nicht unbedingt nach
dieser Art zu behandeln, denn der Schiiler
soll da und dort auch einmal in gegebene
Formeln einsetzen und ohne weitere Erkli-
rungen berechnen kénnen.
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Wesentlich scheint mir, dal man ver-
suche, mit den Schiilern eine Formel fiir die
genaue Berechnung von Stumpfen abzulei-
ten.

Der Pyramidenstumpf: z. B. Quadrat-
pyramide:

G=.5‘2 D:tZ M:(szt)2252+245t+t2

A4M = s+ 2st + 12

(G +D 4 4M) =24 12 4 s 4 2st + 12
= 2(s% 4 st + ?)

-2(s% 4 st + t?) zg(sz-}-‘St—l—tZ)

V =

N

Der Kegelstumpf: z. B. Kreiskegel:
G=Rax D=rx M= (R+r)2yz

2
4M = R27 + 2Rrn + r*n
(G + D+ 4M)
=a(R*+r2+ R?+ 2Rr +r?)

V=_27(R*+ Rr+4 r}
=7 (R - Rr 4 1)

Eine allgemeine Formel fiir Stumpfe fin-
den wir, wenn wir darauf hinweisen, dal} in

N =

der ersten Formel :

2= G =D und st = /522 =4/G-D

oder in der zweiten Formel

Rin =G r*n =D und
Rra=+Riartzg= '\/ﬁ

V="2(+D+ v D)

Wir haben da Gelegenheit zu zeigen, daf
Berechnungen aus der Mittelfliche heraus,
falls diese als arithmetisches Mittel zwischen
Grund- und Deckfliche genommen wird,
ungenau sind.

G+ D
v="12.

Ich habe diesen andern Weg zur Kéorper-
berechnung hier mit einigen Beispielen und
Hinweisen vorgezeichnet. Es bleibt dem
Lehrer iiberlassen, da und dort vielleicht
Versuch zu unternehmen.

h nur fiir annihernde Werte!

einmal einen
Wenn der eine oder andere meiner Kollegen
einen besseren Erfolg verspiirt, ist der Zweck
meiner Arbeit erreicht.
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