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Verfassers selber verneigte: an der entscheiden-  wahrten Alten zu bleiben. Sieg und Niederlage
den Sitzung beschloss man grossmehrheitlich —  waren also eindeutig.
mit 12V gegen 2'% Stimmen —, beim be- L. R.

Mittelschule

Kleine Beitrage zur Kombinatorik

|. Die Formeln, die in der Kombinatorik zumeist gebraucht werden, werden aus der
lexikographischen Art, nach der die Permutationen, Variationen und Kombinationen ge-
bildet werden, verhaltnismassig leicht und durchsichtig abgeleitet. Nur die Zahl der
Kombinationen mit Wiederholung scheint mit grosserer Schwierigkeit ge-
wonnen werden zu kénnen. In dem interessanten Buche «Vom Einmaleins bis zum
Integral» (Deutsche Buchgemeinschaft, Berlin, 1934), in dem der Verfasser, Egm.
Colerus, es im allg. glucklich versteht, dem Nichtmathematiker den Schrecken vor
gewissen mathematischen Rechenverfahren, Algorithmen genannt, zu nehmen, steht
S. 62 der Safs: «Die Ableitung der Formel, die uns die Zahl solcher Kombinations-
madglichkeiten (mit Wiederholung) angibt, ist schwierig und langwierig; wir wollen bloss
das Ergebnis anfihren». Sieht man die iblichen Lehrbiicher der Algebra ein, z. B.
Senn-Wildhaber-Gyr (Einsiedeln, 1916; S.133) oder Stohler, 3. Teil (Unter-
richtswerk des Vereins schweiz. Mathematiklehrer; S. 78), so scheint jener Colerus recht
zu haben.

Gleichwohl gibt es einen leicht gangbaren Weg, zur genannten Formel zu kommen,
besonders wenn die Summenformeln fiir die ersten, zweiten und dritten Potenzen, wie
Stohler (S. 39) tut, ebenfalls behandelt werden. Die Summenzahlen, die sich bei den
Kombinationen mit Wiederholung ergeben, sind namlich sog. figurierte Zahlen:
Dreiecks-, Pyramiden- und Pyramiden-Reihen-Zahlen, die aus der natirlichen Zahlen-
folge unmittelbar gewonnen werden konnen.

Die nachfolgende Ableitung umfasst drei Stufen.

1. Aus der natiirlichen Zahlenreihe bilden wir vorerst die aufeinanderfolgenden
héhern Reihen.

1.Rethe: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10... [7]
2. Reihe: 1 3 6 10 15 21 28 36 45 54... [5]
3. Reihe: 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 ... [7]
4. Reihe: 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715... [1]

usw.

Zu diesen Reihen bemerken wir:

a) lhr Bildungsgesety zeigt, dass etwa das 5. Glied der 2. Reihe gleich der Summe
der 5 ersten Glieder der 1. Reihe ist, das 5. Glied der 3. Reihe die Summe der 5 ersten
Glieder der 2. Reihe usw. ist; allgemein: Das r'®* Glied der pfen Reihe ist
die Summe der r ersten Glieder der (p—1)'°" Reihe.
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b) Fir das allgemeine Glied, von der Form der von n an steigenden getfeilten
Faktoriellen von der p™" Klasse brauchen wir, statt des bisher iblichen Symbols
("*E~"), das Symbol [5], und lesen «n tief p», indem wir den Ausdruck «n iiber p» fiir
die fa Ilende, geteilte Faktorielle, also fiir (p), vorbehalten.

c) Fur die 1. und 2. Reihe leuchtet die Richtigkeit dieser Formel ohne weiteres ein,

Um deren Richtigkeit auch fir die 3., 4. und weitern Reihen nachzuweisen, benut man
die Summenformeln fiir die Quadratzahlen, Kuben usw.

Fur die 3. Reihe gil’r offenbar:
MREED_ 1 S = n D@t )+ a1
112n(n+1)(2n—]—1—{—3——z n(n4+1)(n42) E[ }
Entsprechend erhalt man fur die 4. Reihe:

SR Sty -

1

:2 . n(n2—|—1)) —}—%-n(n—}—1)(2n~|—1)—|—n(n+1)}
=55 0+ (01 50O =gp (D2 (3= [ ]

Aus der Summenformel fiir die Biquadrate, die man analog den Summenformeln fiir
die Quadrate und Kuben erhilt, wirde man fiir die 5. Reihe das allgemeine Glied

[2] bekommen.

2. Dass die 2. Reihe die sog. Dreieckszahlen liefert, ist ohne weiteres ersichtlich.
Betrachten wir eine Seite des Dreiecks als 1. Zeile mit n Gliedern (Elementen, z. B.
Kugeln), so enthalt die 2. Zeile noch (n — 1) Glieder, die 3. Zeile (n — 2) Glieder, die
lekste Zeile noch 1 Glied.

Die 3. Reihe liefert dann die Summe der Dreiecke, von denen jedes folgende
eine Zeile weniger hat als das vorangehende; werden die Dreiecke als Schichten tiber-
einander gelegt, so bilden sie eine dreiseitige Pyramide oderein Tetraeder.

Die 4. Reihe endlich liefert eine Reihe solcher Pyramiden, von denen jede folgende
eine Schicht weniger hat als die vorangehende. — Geometrisch gesehen, lasst sich
dieses Verfahren weitersefsen, nur werden die Gebilde immer uniibersichtlicher.

3. Dass diese Verhaltnisse bei der Kombination mit Wiederholung vor-
liegen, lasst sich leicht zeigen. Der Einfachheit halber wahlen wir die 5 Elemente a, b,
¢, d, e und bilden die Amben und Ternen.

Die Amben sind offenbar:

aa Das Ergebnis ist: 5 Zeilen, von denen jede folgende
ab bb ein Glied weniger hat als die vorangehende. Diese Zei-
ac bc cc len geben ein Dreieck; es liegt die 2. Reihe vor; die
ad bd cd dd Zahl der Amben ist also die entsprechende Dreiecks-
ae be ce de ee zahl,[n]
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Die Ternen sind dann:

aaa
aab abb bbb
aac abc acc bbc bcc
aad abd acd add bbd bcd bdd
aae abe ace ade aee bbe bce bde bee
(Ein Dreieck, unterste vollzahlige Schicht)  (Ein Dreieck, aber mit 1 Zeile weniger,
2. Schicht)
ccc
ccd cdd ddd
cce cde cee dde dee eee -
(Ein Dreieck, wieder eine Zeile (Ein Dreieck, wieder eine Zeile (Oberste Schichj)
weniger) weniger)

Die als Schichten tbereinander gelegten Dreiecke geben nun offenbar als figurierte
Zahl die Pyramidenzahl: Die Anzahl der Ter n en die entsprechende Zahl der 3. Reihe

oder die entsprechende Pyramidenzahl, also [g]

Die mit a beginnenden Quaternen wirden dann die erste Pyramide einer Reihe
liefern; die Pyramide der b-Quaternen enthielte eine Schicht weniger als die vorige,
die Pyramide der c-Quaternen wieder eine Schicht weniger als die zweite Pyramide

usw. Die Summe ist dann, wie oben gezeigt wurde, gleich der 4. Reihe oder [2 ] Die

Fortsehung dieses Verfahrens wiirde die Summenformeln fir die héhern Klassen
der Kombinationen mit Wiederholung liefern.

Werden bei den (arithmetischen) Reihen auch die héhern Reihen, wenigstens jene,
die sich aus der natirlichen Zahlenreihe ohne weiteres ergeben, behandelt und werden
die erhaltenen Summenformeln geometrisch gedeutet oder, w. d. ., als figurierte Zahlen
definiert, so bleibt vom obigen Ableitungs- und Beweisverfahren nur die dritte Stufe.

4. Anhangsweise sei noch darauf aufmerksam gemacht, dass aus der 3. Reihe oder
aus den sog. Pyramidenzahlen unmittelbar die Summenformel fir die Qua-
dratzahlen gewonnen werden kann.

Eine n-Dreieckzahl (d.h. eine mit n Gliedern in der 1. Zeile) wird durch die voran-
gehende Dreieckszahl zur n-Quadratzahl! ergénzt, denn die beiden Dreiecke geben zu-
sammen einen dem Quadrat gleichwertigen Rhombus. Werden die beiden Dreiecke
als unterste Schicht je einer Pyramide betrachtet, so ergénzen sich die gleich hoch ge-
legenen Schichtdreiecke ebenfalls zu je einem Quadrate. Die beiden dreiseitigen Pyra-
miden, zur Doppelpyramide zusammengeseht, geben dann die gleichwertige einfache
Pyramide der n ersten Quadratzahlen. Also

[n]+[n—1 ]____n(n—|—1)(n+2)—i—(n—-1)n(n—]—l):n(n—{— 1)(2n4-1)
3 3 1.2-3 6

Lasst sich fir die 3. und die hohern Potenzzahlen nur das sonst auch fiir die Quadrat-
zahlen ubliche Verfahren anwenden (Stohler, 3. Teil, S. 39), so hat die vorige Ableitung
wenigstens den Vorteil, dass sie unmittelbar eine geometrische und damit leicht ver-
standliche Deutung zulasst.

In einer weitern Anwendung der Summenbildung der Kombinationen mit Wieder-
holung besteht auch die Antwort auf die Frage: wie oft ein gegebenes Wort oder eine
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- Wortverbindung in der folgenden quadratischen Anordnung, im sog. Hexenquadrat,
gelesen werden kénne?

Die erste Zeile und die lekte Kolonne er-
geben eine Moglichkeit. Die Elemente
11—17 der ersten Zeile, verbunden mit
tltjofwflalplit/|e den zwei leten Kolonnen (27—87 und
—~ 28—88) ergeben 7 Maglichkeiten. Die Ele-
tjo|Wjla]l]t|e]|T mente 11—16 der ersten Zeile verbunden

2 132 B 1 1B 11 ] mit den drei lekten Kolonnen (26—86,

o|lWJal|]l|t]|le]|]Tr|O 27—87 und 28 —88) ergeben

41 £ | a3 a4 45 46 47 48 7+6+5+4+3+2+1:[;] Még-

Wla|l t e r | 0|1 . . . )

gl ss o |lsals | wlals lichkeiten. Aehnlich ergeben die Elemente
11—15 der ersten Zeile mit den Kolonnen

a 612 6’53 e|r 2 1 :; 2585, 26—86, 27—87, 28—88 die fol-

= = genden Mdaglichkeiten :

1 t | e T O 1 t e . 7

7| 2| 73 74 75 76 | 7 | 78 28+21+15+10+6+3 1 = [3]

tlelrlol1lt]leln Das Gesefs der Summenbildung ist damit
84 88 aufgehellt. Die Anzahl aller méglichen
Lesungen ist:

2 [ B B B+ 2]+ 2] = (8] =542

Il. Bekanntlich lasst sich jedes Wort als eine bestimmte Variation (mit Wieder-
holung) der Zahl der Elemente oder Buchstaben des Alphabetes der betreffenden
Sprache auffassen. Die unter Umstanden praktische Frage ist also: Wie kann durch
eine bestimmte Zahl ein gegebenes Wort als Variation eines
bestimmten Alphabetes eindeutig wiedergegeben werden?

Wie da vorzugehen ist, zeigt der Aufbau unseres dekadischen Zahlensystems, worin
die einzelne Ziffer einen sog. Stellenwert hat nach den steigenden Potenzen der Grund-
zahl 10. Die Elemente, die (mit Wiederholung) variiert werden, sind die Ziffern von
0—9. Werden, abweichend von der Praxis des Alltags, die fehlenden héhern Rang-
zahlen ebenfalls durch vorangesetzte Nullen bezeichnet, so liefern diese 10 Ziffern
als Unionen 10 einziffrige Zahlen, als Amben 100 (= 10% zweiziffrige Zahlen, als
Ternen 1000 (= 10°) dreiziffrige Zahlen, usw. Greifen wir eine beliebige Terne her-
aus: z.B. 837=28-10"+3-10"}7-10°, so zeigt dieses Beispiel handgreiflich,
dass

1. die Potenzen immer um 1 niedriger sind als die betreffende Stelle der
hinten beginnenden Reihenfolge, und

2. die Koeffizienten (ausgenommen der lekte) ebenfalls um 1 kleiner sind,
als der Stelle in der Ziffernfolge 0—9 entspricht.

Diese zwei Beobachtungen weisen den Weg, irgend eine Lautverbindung als Varia-
tion (mit Wiederholung) eines bestimmten Alphabetes durch eine Zahl darzustellen.
Der Einfachheit halber sei ein Alphabet mit 25 Buchstaben gewahlt; im Deutschen
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werde also «I» von «J» nicht unterschieden. Der «Ziffern»-wert der einzelnen Buchstaben
ist somit:

abcdefghik! mnopgrstuvwxyz
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17181920 21 22 23 24 25
Die Stellen-Werte dagegen:

252 =625 25" =6103515625

25% =—= 15625 25°— 152587890625

25" —=1390625 257 =13""814697 " 265625

25°=—9765625 25" = 95367431 640625

25° =244"140625 25" =12384°° 185791015625 usw.
Als Variation mit Wiederholung ware demnach z. B.
«Uri»  =19.25 }+16-25}+9= 12284
«Schwyz» =—17-25°4-2.25*+7.254-21.25424.25 25— 166" 920000

Diese Art der Umschreibung ist gewiss umstandlich, und langern Wértern wiirden
wahre Zahlenungeheuer entsprechen. Immerhin wéare dies ein mathematisch sicherer
Weg zu einer Art Geheimschrift.

Das hier eingeschlagene Verfahren, eine bestimmte Variation aus einer gegebenen
Anzahl von Elementen zahlenmassig auszudriicken, lasst sich natirlich auch auf das
Permutieren und Kombinieren mit oder ohne Wiederholungen umgestalten und anwen-
den. So wird z.B. «<Heidelberg» in folgender Weise in «Geld herbei» tbergefiihrt:

|
g=—19: %: 544320 Uebe4rf'rag 564720
8i e =1 ?: 12
e=137= 6720 r=8-31= 48
7! b=6-21= 12
|—5-T!— 12600 ol 1 o1 | — 1
d=3.5— 1080 564793
2!
51
h-——0°2!= 0
Uebertrag 564720

Dr.P.Theodor Schwegler O.S.B.

Einsiedeln.

Umschau

Unsere Toten

1t Lehrer Hans Fiirer, Gossau

So, mitten aus dem Leben heraus gerissen werden,
wie es bei Lehrer Hans Firer geschah, lasst alle die
Nichtigkeit des Irdischen bewusst werden. Am Morgen
des 13. Mai besuchte er noch wohlgemut die Schule,
ging abends frilher als sonst zu Bette, weil die Frau an

einer Hochzeitsfeier auswarts war, und die Tochter die
neue Wohnung fertig einrichten wollte, die sie am
Als diese
heimkehrte, fiel ihr das Lichtlein im Zimmer des Vaters

Samstag als Braut zu beziehen gedachfe.

auf. Sie eille ihm Guinacht zu sagen, und traf ihn

liegend, noch lber ein Buch geneigt: «Dem bitteren

87



	Kleine Beiträge zur Kombinatorik

