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des Schiilers, leitet ihn auf das Vergessene
hin und erspart die lange Frage: ,,Wie stellt
sich Ruben zum Verkauf des Bruders?"'

Ich erzahle. Da sehe ich, wie dem einen
Kerlchen die Augen aufleuchten; es weiss
schon, was ich sagen will. Warum soll ich da
nicht abbrechen, auch mitten im Satze, und

am Schlusse eines Satzes, selbst wenn es
kein Fragesatz ist, um die Kinder zum Fort-
fahren, zum Antworten zu bringen, ohne
dass noch eine Frage darangekniipft zu wer-
den braucht.

Es ist eine alte p&ddagogische Weisheit:
Die Schule ist die beste, wo die Schiiler viel

ihn ohne weiteres von dem Kleinen voll-
enden lassen, ohne erst noch eine Frage zu
drechseln! Wie oft geniigt ein Stimmeheben

sprechen, der Lehrer aber wenig. Die Ein-
schrankung der Frage muss das ihre dazu
beitragen. A. B.

Mittelschule

Beitrag zur Kegelschnittlehre

Gegeben sei die vollstindige quadratische Gleichung in x und y:
f(x,y)=aux*+4 2aizxy+azy*+2a1ex+2a1my+as—0. l.
Schon durch blosse Lésung von | auf y
y:a{;[—(alzx + a2s)t+y(a%: —at1az)x*+ 2(aeas —asan)x+ (s —-ae a33)]
gewinnt man die Bedingungen, unter denen f(x,y)=0 einen reellen oder entarteten
oder imaginaren Kegelschnitt darstellt. Der Ausdruck 6 =a11a:2 —a%: entscheidet iber
die Art der (reellen) Kegelschnitte. Mit einfachsten Mitteln ist es ferner moglich, bei
Ellipse und Hyperbel die Mittelpunkiskoordinaten (m, n), den Winkel a der
Achsendrehung und die Grosse der (Halb-) Achsen darzustellen. Zieht man ausserdem
noch die Determinanten in dem Umfang heran, wie es in der von Erwin
Voellmy (Basel) im Auftrag des Vereins schweiz. Mathematiklehrer herausgegebenen
Logarithmen- und Zahlentafel geschieht (S. 156—158), so gestalten sich die Formeln
ausserordentlich einfach.*) Die Schwierigkeiten kommen erst bei der Parabel. Da
hier 0=0,; gibt es keine Mittelpunktsgleichung mehr; auch ist es nicht ohne
weiteres ersichtlich, welcher der beiden Werte zu wéhlen ist, die sich aus der Gleichung

2a12
tg2a= —
E air—ase
*) Wenn an a2 as | an a 2 & .
. _ _ 11 12 . o 2 22 . 1 2
A= |ai a:x as N 0= Ax-: aizaz|' """ |lauanl’ Axn= an anz|’
‘313 aos ass
so ist o E d n— A
T A T Ay
In der Normallage der Kurve lautet deren Gleichung:
" . A
S1§2+Sq ?}'—’—BZO,
wobei S1 und S: die Wurzeln der Gleichung
S*—(an+an)S+0=0
sind. Von selbst kommt weiter:
A 4 52—51 A
a?——; b?  s; & =2"_—_""". Flache der Ellipse — ——
oS 0Ss Se S T
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ergeben. Im folgenden seien nun zwei leicht und sicher zu handhabende Verfahren ge-
zeigt, um von der allgemeinen Form | zur Scheitelgleichung und zu den Koordina-
ten des Scheitelpunktes zu gelangen.

1. Nach Einfiihrung der Determinanten-Schreibweise lautet die auf y geléste Glei-
chung | nunmehr

" [— (a12x +-ass) +y2A1sx —Au].

a

Wird in diesem Ausdruck az: >0 angenommen {nétigen Falles durch Multiplikation der
Gl I mit (—1) leicht zu bewerkstelligen), so lassen sich zwei wichtige Folgerungen ziehen.

a) le nachdem a1:=0, verlauft die (Haupt-) Achse der Kurve von ||nks{ 'l:ien} nach

rechts { ;Ef: } Dies gilt auch von Ellipse und Hyperbel.
b) Je nachdem A13=0, erstreckt sich die Kurve nach
f rechts \
\links
Diese zwei Folgerungen dienen dazu, den Drehungswinkel @ eindeutig zu bestimmen.
Es ist demnach

\ ;'eiﬂs} ins Unendliche, — ist

also offen nach

0°<a < 90° wenn aiz <0 und A1:> 0
90°<a <180° wenn a12> 0 und A13 <0
180° < <270° wenn a1z <0 und A13 <0
270%<a <360 wenn ai2> 0 und Ais> 0

2. Durch die bekannte Transformation
x=¢&cosa—1sina
y=_sina-4ncosa
geht Gl. | Gber in
f(&, n)=a'uf>+2a'125n+ateen*+2a'1s§+2a'eantatsa=0, 1]
wobei a'ii=—ancos?a-}2azcosasina+}aszsin®a
a':2==ausin®a— 2aizcosasina-}as2cos’a
altz=2a1zcos2a— (a1 —asz)sin2a
aliz==a1scosa-|asssina
a’zaz—alasina+azscosa
alss=asa.
Soll nun Gl. lll eine Parabel vonder Normalform
(n—b)*=2p(E—a)
darstellen, so miissen die Koeffizienten a'11 und a'iz Null werden. Aus a'i2 =0 folgt
die fir alle Kegelschnitte gliltige Formel

a'u=20 aber fihrt (unter Beriicksichtigung der fiir die Parabel charakteristischen Glei-
chung 6=0) auf die Ausdriicke

tga=—=——"=—".
9 aze aie v
Hieraus kommt
_ o aie poar aie
Slna:_i_r“'—_———_——, cosa— — .
vaiii+ate va’ 11+a 29
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Berlicksichtigt man die Vorzeichen von aiz, sina und cosa (lektere je nach den ver-
schiedenen Quadranten), so erhalt man leicht die Formeln™):
alss=au +a22
aisage—a3a12
als=+= e

Vatiztate I + im 1. und 4. Vv

aizaiz—+asase — im 2. und 3. Quadranten.

Aus Gl. lll erhalten wir nach einigen einfachen Umformungen

(n+"’?3)"’+2$ (-§+—f‘l’—‘):o. la

als al's: 2a'iza's:
Der Parameter p ist somit — a'13: a's2, und die Koordinaten des Scheitelpunktes S sind
Aty a'es
2a'izalas’  ale

Statt von der vollstandigen quadratischen Gleichung f(x,y)=0 kann man auch von
der Normalform (5—b)*=2p(é—a) ausgehen, die durch Drehung des Achsenkreuzes
um den Winkel (— a) in f(x,y)=0 Gberzufiihren ist. Der oben angegebenen Transfor-
mation entspricht in diesem Fall die neue

3 XCOS(L—*—ysma-——SX_i_ry
t
—rxls \2
n= —XSina—I—ycosaE_f:& y
wenn r=tsina, s=tcosa, i=\-‘ﬁ+52 (die Wurzel — wie bisher immer! — positiv

genommen).

Durch diese Transformation geht die Normalform in folgende Gleichungen uber (Vor-
zeichen bereits berlicksichtigh, so dass nur die absoluten Werte fir r und s einzusetzen
sind):
r2x>—2rsxy—+s’y?+2xt(rb—sp)F2yt(sb4rp)+(b>*+42ap)t*=0

oberes Vorzeichen im 1., unteres im 3. Quadranten;
f(x,y)= | rx*+2rsxy+sty2+2xt(rb+sp)t+2yt(sb—rp)t(b*+4-2ap)t*=0 VIl

oberes Vorzeichen im 2., unteres im 4. Quadranten;

anx®42aiexytazy:+2aisx+2asyfas=0.

Da sich nach den aufgestellten Regeln aus a1, a1z und a:: die Grdssen r, s und 1 be-

R

stimmen lassen (sowohl| nach dem Wert wie nach dem Vorzeichen), so haben wir zur
Berechnung von b und p (je nach dem Quadranten) die Bestimmungsgleichungen

R = Gf . tirb—sp)bzw. H(rb+sp)=-as

= i:. H(sb—+rp) bzw. t(sb—rp)=+1ass.
Die Abszisse a des Scheitelpunkies ergibt sich aus der Identitat

W e (b2+28p)fzwaaa

Diese zwei Verfahren sollen an zwei Beispielen erprobt und erlautert werden.

*) Die erste der drei Formeln ergébe sich Gibrigens auch aus der sogen. S-Gleichung.
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Beispiel 1.
f1(x,y)=25x -} 120xy-}- 144y 2+ 676 x—1014y—}-5746=0.
322_1.3;"——36 133<0, so gilt nach Formelgruppe |i:
90°<a<180° Ferner ist {nach Gl. V)
tg a=——60/144——5/12,
also r=5,s=—12,t=13.
Erstes Verfahren. Nach den Formeln V ist
alee=—169=132,
338-1444-507-60  169-12(2-12-4-3-5)

Da a1e=—60>0 und A1s—

I _ 3 . N ETT 2T 303
ans v 601 144 12y 5°F12¢
1 338.60— 507144 169-122:5—3-12) .
a 2 _— P————— - R— — mC—— j— L] _.
’ V 60} 1442 12y 52-12°
Ausserdem ist (nach den Gleichungen IlI)
169 2413% | 1 2
1 _— = 4 | = 4. .
A= 5432 s7ag | =13 2 34 1330

Die gesuchte Normalform der Parabel ist also
2.13% §°® 3.13° 30-13¢
("Jr 13° ) 2 e ( T 2.3.(139)° ) .
oder vereinfacht

(n+2)*=6(¢—5).

Sip

Daraus wird

S(5,—2); p=3.
Zweites Verfahren. Nach Gl. VIl ist
5b+12p=% —26
507
Durch Verwendung der Determinantenmethode kommt
26 12 5 26
—39 — 5 _ 12 —39,
b=— 5 ,,,_1;27‘__ 2undp=—- 5 2= 3.
12 — 5 12 — 5
Aus ass=(b?+2ap)t? (sieche am Schluss der allgemeinen Ableitung) folgt
_3,?,3,—1?,?,*,%_34'132 4-132_5
4T T 2ptr T 2.3.43T 7
alles in Uebereinstimmung mit den oben gefundenen Werten.

Beispiel 2.
f2(x,y)=16x>—24xy-+9y*—115x—70y—+4275=0.

Der Gang der auszufihrenden Rechnungen entspricht genau dem des ersten Beispiels.
Es werden darum nur noch die notwendigsten Zahlen mitgeteilt.

. Erstes Verfahren.
3
als2=—25; 3113————%; alesz=—52 Al1n=—=2.5%

Die Parabel hat also die Normalform
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25N\ 5'/., 2:5% \
(113) =5 (=) 0

oder vereinfacht

m-+1)*=5(E—2).
Daraus kommt: S(2,—1); p=21:.

Zweites Verfahren.

Aus 4b—3p=—11,5
3b+t4p=7
findet sich i——11,5 —3 4 —115
' 7 4 3 7
b=y 3 i — 3 T28
3 4 '3 4
Schliesslich ist
— zljfzs —3
5.25 '

In Linien-Koordinaten, d. h. in der Form
Fluv)=Anu?+4+2A1zuv4Avi42Aisu+2Assv+A=0
geschrieben, lauten, nach Weghebung gemeinsamer Faktoren, die Kurvengleichungen
Fi(uv)=1125u>—2036uv—+58v>—312u-}130v==0,
Fe(u,v)=8u®}-68uv+}7vi4+12ut16v=0.

Fir die zur x-Achse parallele Tangente ist u=0, also

130 65
H . 2 — — § = =
im Falle F1: 58v?+130v=0, oder vi=0, v: c8 2"
Daraus kommt yo=—1/v==2"/s5=—0,446;
im Falle Fe: 7v:}16v=0, oder vi=0, ve= 176.

Mithin ist yo =="/16=0,4375.

Die diesen Tiefstwerten (Minima) entsprechenden Abszissen sind x=-—14,59 in der
ersten und x=3,94 in der zweiten Kurve. Zu den gleichen Ergebnissen wéren wir auch
gekommen, wenn wir die Gleichungen f(x,y)=0 auf x geldst hatten. Da As;—0, wird.
XZ}LL_@ww+mg+vﬂ@;_Aﬂ1

Aus einer Skizze erkennt man sofort, dass der tiefste Punkt dort liegt, wo sich nur e in
y-Wert fiir die zur x-Achse parallele Gerade errechnet. Der Wurzelausdruck muss also
Null werden. Der Grenzwert der Auswertung liegt somit bei y—=~Az2: 2Ass.
2.3.29.13t 29
2-3.5.13% 65’
ie5t 7
2:2:5¢ 16

Ganz gleich ware die zur y-Achse parallele Tangente zu behandeln.

Dem Wertpaar u=0, v=0 entspricht die Tangente im unendlich fernen Punkt, d. h.
im andern ,Scheitelpunkt”,

Fir f1 ergibt sich y=

fir t2 analog y=

Einsiedeln. Dr. P. Theodor Schwegler.
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