Zeitschrift: Schweizer Schule
Herausgeber: Christlicher Lehrer- und Erzieherverein der Schweiz

Band: 25 (1939)

Heft: 5

Artikel: Mathematische Musseibungen
Autor: Schwegler, Theodor

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-541935

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 25.07.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-541935
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

pflege gebildet unter dem Vorsitz von Al-
bert Peter, Lehrer, Hirslanderstr.
38, Zirich 7. Sie richtet an die Kolleginnen
und Kollegen unserer ganzen Heimat die freund-
liche und eindringliche Einladung, recht zahlreich
sich fir eine oder zwei Lehrstunden zur Verfi-
gung zu stellen und die Anmeldung so bald als
moglich an das Biro des Lehrervereins Ziirich,
Beckenhofstr. 31, Zirich 6, zu richten. (Angabe
des Unterrichtsfaches, Klasse, Schulerzahl und
gewlnschte Unterrichtszeit.) Es ist auch denkbar,
dass in verschiedenen Kantonen die von den Er-
ziehungsbehdrden und der Lehrerschaft bestell-
ten Vertrauensleute auch die Beteiligung an den
Lehrproben organisieren und die Anmeldvngen
dann gesamthaft einsenden. So kann beizeiten
ein Stundenplan fir den Unterricht im Schulzim-
mer der LA aufgestellt werden. Der Besuch
der LA ist nicht vom Wetter ab-
hangig. Der Massenandrang verlangt auch
die bestimmte Anmeldung beim Quartierbiiro
mindestens 3 Wochen vorher, Bewerber erhalten
eine Bestiatigung ihrer Anmeldung mit allen né-
tigen Angaben, und spéatestens ein paar Tage vor
der Ankunft in Zirich einen datierten Ausweis
fir den Gratisbesuch der Ausstellung zugestellt.
(Der ubliche Eintrittspreis fir die Schiller — 80
Rappen — muss sonst mit dem Bezug des Fahr-
scheines entrichtet werden.) Mdge durch die
freudige Zusammenarbeit der schweizerischen
Lehrerschaft aller Gaue die ,,lebendige Schule
der LA ein getreues Bild schweizerischer Viel-
gestaltigkeit werden! (Mitget.)

Schulfunksendunrgen im Marz

1. Marz. Mi. Wer rastet, der rostet. Prof. Dr. K.
Schmid, Zurich, fihrt ein in die Bedeutung der Sprich-

worter, die einst ein wichtiges Erziehungsmittel wa-
ren und es verdienten, dass ihnen auch in der Schule
vermehrte Beachtung geschenkt wird. Eine willkom-
mene Vorbereitung der Schiiler auf ‘diese Darbietung
wére die ausgiebige Behandlung eines Sprichwortes.

6. Marz. Mo, Humor im Volkslied. Aus dem tber-
reichen Volksgut humoristischer Volkslieder soll ein
bunter Strauss dargeboten werden. Dem Autor, Musi-
ker Ernst Miiller aus Basel, liegt es daran, den Schii-
lern einen Begriff zu geben von gesundem, urwiichsi-
gem Humor, wie er besonders auch aus den Réseli-
gartenliedern hervorstrahlt.

10. Mérz. Fr. Rot-Gelb-Griin. Polizeikorporal Hugi
aus Bern erklért den Landkindern den Verkehr in der
Stadt und macht damit die Schulunkhorer bekannt
mit den wichtigsten Verkehrsregeln und Verkehrs-
ordnern, also auch mit den Verkehrsampeln mit dem
roten, gelben und griinen Licht. Zur Vorbereitung
bietet die Schulfunkzeitschrift wertvolle Wegleitung
und Hilfe. ‘

14. Marz. Di. Die Schweiz in Ziirichl Arthur Welti
und Hans Binninger geben eine Vorschau auf die
schweizerische Landesausstellung, um damit unsern
Schilern die Bedeutung dieses grossen, nationalen
Werkes vor Augen zu fithren. Nebenbei soll diese
Darbietung in den Schillern den Wunsch erwecken,
die Landesausstellung selber zu besuchen.

16. Marz. Do. Tragédien im Walde. Dr. S. Bru-
nies, Basel, erzdhlt erschiitternde Erlebnisse mit Wald-
tieren. , Wir wollen die Not der Tiere nicht auch
noch vermehren.” Dass dieser Entschluss bei den
Schillern das Ergebnis der Sendung werde, ist der
Wunsch des Autors.

22. Marz. Mi. Us miiner Buebezyt. Joseph Rein-
hart erzshlt aus seiner Jugendzeit. Zur Vorbereitung
wird man die Schiiler bekannt machen mit dem Le-
ben und dem Werk des Dichters. Naheres iiber den
Dichter sie¢he Schulfunkzeitschrift (Verlag Ringier).

E. Grauwiller.

Mittelschule

Mathematische Musselibungen

1. Tangensformel fir zusammengesetzte
Winkel.

Schon mit den Anfangsgriinden der Differen-
zialrechnung lasst sich die Reihenformel ablei-
ten, die gestattet, zu jedem gegebenen trigono-

194

metrischen Tangens den entsprechenden Bogen
sowohl| im absoluten wie im gewdhnlichen Bo-
genmass zu berechnen. Diese Berechnung wird
besonders einfach, wenn der trigonometrische
Tangens irgend ein Stammbruch ist. Sei
beispielsweise



gy = —:\-, dann ist

und p=206264",8 [+ — 315 ...]

Je grosser n, um so eher kann die Reihe ab-
gebrochen werden; bei n = 60, spielt bei der
Berechnung tatsdchlich nur noch das 1. Glied
der Reihe eine Rolle; m. a. W. bis rund 1° sind
Bogen, Tangens und Sinus (praktisch) einander
‘gleich. Ist n dagegen klein, so empfiehlt es sich,
den entsprechenden Winkel soinzweiTeil-
winkel zu zerlegen, dass deren trigo-
nometrischeTangentenwiederum
Stammbriiche sind.

1

Sei also p—jx-+v; tgr=1=, gy = e
x und y ganze Zahlen wie n.

Nun ist tgg = 1*_(::%;;*9,‘:1}’ '
also %: 112"-/1:/'7y T :ytyi i

oder xy — 1 =n(x-+y),
alsoy(x—n)=nx-+1=n(x—n)+n%4-1
mithin y= H+TT+,,1

Fir den Nenner des Bruches kommen nur
Teilervon (n® -+ 1) in Frage; sei m ein solcher

Teiler, dann ist x = m -+ n.

Beispiel:

n{1|2|3| 4| 5| 6|1 7| 8| 9| 10
x|2|3(5| 5] 7| 7{12[13|11] 11 :usw.
y|3(7]|8]|21]18[43[17(21|50]111

1 Yt ____ 25
PrObe —5-_1—1]1-'fu_ 1.5.:%
1 1 1 1 1 1 10
also arc-tg+ [7 5 7,—{—5 77

+[1s 3 1a=+5 1a= —-%,...]

Mit einigen vorberelfenden Rechnungen lasst
sich dieses Verfahren auch anwenden, wenn n
bzw. /n eine beliebige (reelle) Zahl ist.

a) Liegt der Tangens n des Winkels ¢ in der
Néhe von 1, so empfiehlt es sich, den Ergan-
zungswinkel % zu suchen, so dass

@1y =45° oder arcptarcy="7"/4 ist.

tg45°—1tg@ et

Alsot ) = s eeoson = T
o toesSigdsl o .
bz 492 =1 Tigase-igy nF ¢

(je nachdem n1),
also arcy=k— Vs + k34 /5 « k®—

in infinit.

Beispiel: n=20; bzw. %s (allg."/s);
dann ist k—= ::_: 117(3”9 :;:)

b) Liegt n als rationaler oder irrationaler Bruch
in der Nihe eines der oben behandelten Stamm-
briiche, so sucht man ebenfalls den Erganzungs-
winkel 7 zum Winkel ¢, der jenem Stammbruch
entspricht, also 4 + % =9; dadurch fillt tg %
so klein aus, dass in der Formel fiir arc % hoch-
stens 2 oder 3 Glieder zu beriicksichtigen sind.

Beispiel: n — /74 = 0,7071063 . . . Als
nachsten, leichtzuermittelnden Bruch
(s. voriges Beispiel) kénnen wir %/s oder auch 34
wahlen.

lgp—tgy _ Via—"h
1+igg-tgy 1—}—»“2— %3

00404401
= e =0,02748401,

also arcy=—0,027484 — !/s - (0,027484)3
={0 02~y =0,027483

oder y=206264",8 - 0,027483
—5668",8—=1°34"28",8.

Durch Vérwertung der unter a) gefundenen
Formel (n = %, k = '/s) kommt:

7T 1 1 1 1 1
arcy=F—[r—3-5+5'5 -]
=2 _0,1973956

40715",8=—=45°—11°18'35"8
=33%41'24",2

also schliesslich ¢ =y} y=35°15"53"

" c) Ebenso wie unter b) verfshrt man, wenn n =

tg ¢ > 1; ist n eine ganze Zahl > 1, so geht

man am besten vom Complementwinkel ¢ aus,

Also tgy=

u):450__

ot
dessen Tangens — — ist.

Beispiel: tg@ =m=3,14159265;
ig1p=3' tg (90° — )= "1/s.

—3 _ 0,14159%...
tgr=tg(p — Y)= 1+3 “7U 10,424778

=0,01358235
%=0,0135823 . 206 264",8
=2801",6=

46'41",6
arctg (90°—vy)
=Ya— s+ (Ys)+ Y5+ (Ya)’—
==["fs — s (/s> s (*fs)°. . ]
+[fo—"se (Ys)>+s=("fs)*. . .]
=0,1973956 4 0,1243550=0,3217506,
oder y =—90°—0,321 7506206 264",8
=90° — 66365",8
d. h.y=90°—-18°26'5"8=171°33"'54",2
folglich p—=vy 4 » = 72°20'35",8
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d) Dieses Verfahren liefert auch ein sehr leich-
tes Mittel, die Zahl @, um deren Berechnung die
friiheren Mathematiker sich so viele Mithe gaben,
beliebig genau zu bestimmen.

Seiige — 5, alsotg2¢ = il o
= =1 12"
alsotg 4 ¢ = %———‘I’g(éﬁo—i—x).

e naTs e
Nach a) ist tgz — 120119 239

Es wird also
2.'3 = 4.arctg /s —arctg Y23

——4[‘/5—*‘/3(’/5) s (M) — 5 (Ms)’
—[Y/230 —3(1/239)_?_ 5
Das ist die Clausensche Formel. Sie kann be-
kanntlich fiir die Rechnung noch bequemer ge-
staltet werden. Dazu setzt man:

tgyP=1g, also g2y =0
wird 2 ¥ um x verkleinert, so dass tg (2 $-x)
— % — tg ¢ wird. Es ist dann tg x = /515, und
man hat
2arctg /10 — arctg /s15 =arctg '/s.
Indem man-diesen Wert oben einsetzt, kommt
die Meiselsche Formel

'42= 8arctg 1o —4arctg '/s15 —arctg /23
Aehnlich findet man
771 =16 arctg !/20 — 8 arcitg/ss0
— 4 arctg /515 —arctg Vzse.

2. Aus der austronomischen Geographie.

Am 2. Mai 1938, 6P 32m 305 MEZ, stand,
nach der Verteilung des Schattens zu schliessen,
die Sonne gerade iiber der Langsachse der Klo-
sterkirche Einsiedeln (p — 47° 7' 37", A =
8° 45'). Welches ist das Azimut der Kirchen-
achse, d. h. um welchen Winkel weicht sie von
der Siidrichtung ab?

Wie man durch Inferpolieren in den astrono-
mischen Jahrbiichern oder auch aus den fir die
Berechnung iiblichen Formeln finden kann, be-
trug um die genannte Zeit die Deklination & der
Sonne 15° 10' 36 "', wogegen die Zeitgleichung
— 2™ 595 ausmachte. Um die wahre Oriszeit

(WOZ) zu erhalten, ist

zur MEZ : 6h 32m 30
die Zeitgleichung (Vorzeichen!)
zu addieren M50

und die dem Langenunierschled
(15°—8° 45') entsprechende
Zeit abzuziehen . FE e

Es ist also die WOZ
196

25m 00 s
6h10m 295

Zu dieser WOZ gehért der direkte aussere
Stundenwinkel T = 92° 37 ' 15", In dem sog.
nautischen Dreieck Pol-Zenit-Sonne (Dreieck PZS
in der Figur) sind also zwei Seiten und der von

A

<7
S 7

ihnen gebildete Aussenwinkel bekannt: PZ —
90— ¢, PS = 90°— 3 und der Aussenwmkel
bei P (= Stundenwinkel 7). Um den Aussenwin-
kel bei Z (d. h. das Azimut der Kirchenachse) zu
finden, bedienen wir uns der sog. Napierschen
Analogien, aber in ihrer streng dualistischen
Form, in der statt der Innenwinkel die Aussen-
winkel verwendet werden. Sei S der dritte Aus-
senwinkel des Dreiecks, so kommt

¢—3
plkSia e it
2 2 o 180—§cp+5)
e T Sin@;B
und tg=—5—=—1g - B0—(93)
sin 3

Die Rechnung ergibt:

ZE5 R —62047'37"

g2—5=2R—18°36'15"

Also gesuchtes
Azimut Z—4R —81°23'52"
bzw. 2R —81°23'52"—98°36"'8"

Das ostliche Azimut der Kirche betragt also
98° 36' 8",

3. Aus der Logarithmenlehre,

Wird fiir ein Logarithmensystem irgend eine
positive Zahl als Basis gewahlt (ausser 0, 1
und © ), so erhalt jede positive reelle Zahl (Nu-
merus oder Logarithmand) einen, und nur
einenreellen Logarithmus. Alle negativen
und komplexen Zahlen dagegen erhalten kom-
plexe Logarithmen. Wird dagegen eine negative
oder gar komplexe Basis gewahlt, so bilden die



reellen Logarithmen die seltenen Ausnahmen.
Die Gauss'sche Zahlenebene nebst einer Erwei-
terung des Potenzbegriffes gestaiten, die Ver-
héltnisse naher zu verfolgen.

Die komplexe Zahl a 4 bi lasst sich nach
Gauss auch in den folgenden Formen darstellen:

a-+bi=r(cosp-}isin )
—=elnr+(P+4-2m7)i wobei

r=-+ Va4 b3 ig (pz-g. Denn nach dem

binomischen Lehrsaty ist

e=(1-+"'/n)", wobei n—

S

Nach dem gleichen Verfahren findet man auch
e =(14"/n)"?=(1+2Z) "
) 3 1 5
i et o e eny

Werden auch imaginare Exponenten, et-
wa @i, zugelassen, so erhalt man nach Scheidung
des reellen und imaginaren Teiles

e (1 +<p_¢_|_ )
| e

Nun sind, wie mit den Anfangen der Differen-
zial-Rechnung gezeigt werden kann, diese Rei-
hen nichts anderes als die Ausdriicke fiir cos ¢
und sin . Wirsetzen also

e¥i—cos @+ isin@. Dann ist
el g2m—)i__ 4.

ell— MM _—1, m=1,23,...
e3!2ni S e(4m—1)/2 .7ﬁ — —

e ‘zf'tl S e(4m+i)/2 « 7T =+|

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen be-
handeln wir die einzelnen Falle. Im folgenden
bezeichne n die Basis, N den Logarithmanden,
x den Logarithmus bzw. den Exponenten.

a) n sei eine beliebige positive Zahl, N
habe einen negativen Wert, also n* —
— N = — 1. N (N also positiv genommen).
Wir bringen alles auf die Basis e, wobei In =
lognat, und erhalten:

InN+(2m--1)7'l5i;

ex*Inn_g

also x:="2NEEO DT (15 Wert
nn
und x InT+1l Hauptwert.
nn

Da In n konstant und reell ist, liegen die kom-

plexen Logarithmen x in der Gaufj'schen Zahlen-
ebene aut einer Geraden, die zur Achse der

imaginaren Zahlen parallel ist und davon einen
Abstand 'm N/ | hat; die Punkte selber haben
einen gegenseitigen Abstand von 2/, .

b) Die Basis sei eine beliebige (rationale
oder irrationale) negative Zah! (-n). Wir un-
terscheiden zwei Aufgaben.

@) Der Exp onent ¢ durchlaufe die Gerade
der reellen Zahlen: dann ist N = { (9) =

(-n)¥ = e(lnn+7)p — ¢ 7pi
bzw.— ellnn—+(2m-1) 7i]

— n®.e(2m-1) Tpi
n? ist der eine geometrische Reihe darstellende
Fahrstrahl (radius vector), = ebezw. (2 m—I1)n @
das stetig wachsende Argument. Die im all-
gemeinen komplexen Werte oder Wertpunkte

N als f (¢) bilden also in der Gauf'schen Zah-
lenebene eine logarithmischeSpirale

(von der Art r=n%¥, um eine Formel der ana-

lytischen Geometrie der Ebene zu gebrauchen)
oder enftsprechend den verschiedenen Werten
des Parameters m eine Schar solcher Spiralen;
denganzzahligenWerten von ¢ entspricht
jeweils ein reelles N, gelegen aut der (horizon-
talen) Achse der reellen Zahlen.

B) Der Logarithmand N sei eine belie-
bige (rationale oder irrationale) positive
odernegative Zahl; also(-n)*=+N.

also e(ln n+‘n’.|)x——e‘n N+{2m—1}
X= In N+{2m“1} :n

also

Inn-Fmi
= [N -fa™ 7] [ G o) 0 — W] 7
0y

Einen Einblick darin, wie der Parameter m zu
wiahlen ist, gewshrt ein konkretes Beispiel; die-
ses gibt uns zugleich eine Vorstellung bzw. ein
Bild von der durch x gebildeten Punktreihe.

Den Potenzgleichungen (-2)X=4 und (-2) X
= 16 entsprechen offenbar die Exponential-
gleichungen:

elln2+4-ni)x — gIn4--27i yg
elln2+mix __oIn164-4ai

Daraus gewinnt man ohne weiteres

e W s s
~ In2+4+ ni_z'm_1'
und x=4|n2+4wf=4; m=2.

2+ ai

Wabhlen wir fir die zwischen 4 und 16 liegen-
den Numeri vorerst m — 1. Dann wird etwa fiir
(-2)* =5 nach der vorhin abgeleiteten Formel
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_In5+427i
" In24+ i
_ [In5- In2-+} 272 —[In5 — 2In 2] i
[In 2]+ =2

Der reelle wie der imaginédre Teil haben also fir

4 < N < 16 ihren Mindestwert bei 4 + */n,
ihren Héchstwert bei 16 —*/n (n —> ). Die
Logarithmen x bilden hiemit ein vom Punkt (2:0)
abwarts laufendes Kurvenstick, das seinen
Endwert erreicht im Punkt

4(In2)*+42n%  2In2-mi
(in2)24a2 '  (In2)4n?

oder (2,093; —0,4211)
Nehmen wir nun m = 2, so erhalten wir im
obigen Beispiel (-2)X — 5
__In5 4 4mi

" In24 @
__[In5- -In2-+442°]+[4ln2—In5]ai

(In2)*+ =
el /" Wt allne o,

16—
derreelle Teil seinen !Tlré?efﬁ

Also fur N :{

}werf, derima-

ginire Teil dagegen, der positiv ist, sei-

ren a?;zﬂsf}werf. Das Kurvenstiick beginnt mit

dem Punkt
2(In2)*4 42 2In 2«

Eln 2;21 7 (Ip)ieas oosS902;
0,4211i) und endet im Punkt (4; 0).

Da die Basis (-n) sich darstellen lasst als
e|n n+(2m'—1 )ﬂii' so erhalten wir auch hier fir
denselben Numerus beliebig viele komplexe

Logarithmen, die je in einem der eben beschrie-
benen Kurvenstiicke liegen.

Nach dem‘. eben eingeschlagenen Verfahren
fassen wir also im positiven Bereich die

Numeri in Gruppen von n2M bis n2(m+1) zu-
sammen, im negativen in Gruppen von

n2m—1 b n2m+1, und erhalten fir jede
Gruppe zwei (Scharen von) Kurvenstiicken.
c) Die Basis seieinekomplexe Zah| von

der Form (a-+bi) =

c-e¥ wobei c=ya*+b? und tgp =3.

Sowohl der Fall, dass der Exponent x wie der
Numerus N re el seien, fithrt offenbar auf die
unter b) behandelten zwei Falle zurlick; aber
auch der Fall, dass Exponent oder Numerus

komplex sind.
Sei z.B N=(a—}bi)y +2
_ olinc—+gi) (y+ i)
_ oly-Inc—29) +(z-Inc+yg)i

Das Ergebnis ist reell, so oft (z«In ¢ 4+ y¢)
null wird. Da sowohl y wie z beliebig verénder-
lich sind, so erhalten wir hier .02 logarith-
mische Spiralen.

Sei endlich (a-bi)X =u-vi= elnw—i.

Darin sei w=y/u?4-v? und tgy=1.
_Inwwpi

Dann ist nach dem vorigen x — —————
) Inc+ gi

__[nwelncHo- Y]4+[y+Inc—g@- |nw]
[Inc]*+9?
So oft also w © = ¢% wird, wird der Exponent x
reell. Bei konstantem u (bzw. v) bilden die den
stetig wachsenden v (bzw. u) entsprechenden
Werte von x wieder Kurvenstiicke analog denen

von b B).

Einsiedeln.  P. Theodor Schwegler O. §. B.

Lehrerin und weibliche Erziehung

Der Pavillon der Schweizerfrau an der Landesausstellung”®

Am 5. November waren die Vertreterinnen
aller grossen Schweizerischen Frauenverbande
und Frauenzentralen und &hnlicher Institutionen
zu einer Sitzung in Zirich versammelt, um
Uber das vorliegende Projekt der Mitarbeit der
Frau an der Landesausstellung {LA) orientiert zu

* Eingesandt von der Redaktion des ,Schweizer
Frauenblatt'.

198

werden und um Stellung zu nehmen zu seiner
Durchfihrung.

Erfreulich war die grosse Beteiligung aus allen
Landesteilen: gemeinniitzige, berufliche und
weltanschaulich orientierte Organisationen, groke
Verbande und kleinere Gruppen waren vertre-
ten. Nach kurzer Begriissung durch Frau Dr.
Henrici (Zirich) ergritf Herr Chefarchitekt
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