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WISSENSCHAFT UND BAUKUNST

01 Periodische Flachenteilung mit vier Ele-
menten (RP = Rapport, SZ = Stammzelle). Das
Pattern ist aus einem Motiv eines rémischen
Bodenmosaiks aus Buchs ZH entwickelt

(Bild: Autor, Museum Bellerive Zirich, 2008)
02 Aperiodische Flachenteilung mit zwei Ele-
menten. Prinzip der fortlaufenden Selbstéhn-
lichkeit, Teile der ersten bis vierten Generation
(Bild aus: Roger Penrose: Darts & Kites. 1973)
03 Quasichaotische Flachenteilung mit vier
Elementen. Hintergrundstruktur: periodische
Flachenteilung aus einem lateralsymmetrischen
Drachenviereck. Das Grundmodul ist nach dem
Zufallsprinzip in R- oder L-Version eingesetzt.
Pattern: QCP 4, 2007 (Bild: Autor)

In der morgenlandischen Baukunst haben geometrische Muster eine reiche
Tradition, in der Schweizer Architekturszene schwinden seit einigen Jahren
die Beruhrungséngste gegenuber dem Ornament. Ein «Geometrie-Ingenieur»
pladiert fur kunstvolle Variation statt monotone Wiederholung.

Geometrie als Kunstform hat es im europdischen Kontext schwer. Zwar schwarmen Tausen-
de von Touristen jéhrlich nach Andalusien, bewundern die Mosaike der Alhambra und die
raffinierten Gewolbe der Moschee von Cordoba; doch das neu erwachte Interesse am
Ornament steht in einem offensichtlichen Missverhéltnis zum bescheidenen Wissen tber
den Aufbau dieser Werke. Geometrische Muster sind und bleiben eine fremde Welt, und so
erstaunt es nicht, dass ein bescheidenes additives Dreieckmuster an der Eingangshalle
eines Museums fur aussereuropéische Kunst in unseren Breitengraden schon zum Medien-
ereignis wird. Die Meister aus Granada und Isfahan hatten fur diese Simplizitat nur ein
mudes Lacheln Ubrig.

Nach dem endgultigen Verschwinden des Loos'schen Ornamentsverbots scheint in der
Architektur geradezu ein Durst auf Muster aufzukommen. Und so wird fleissig — und
gedankenlos — appliziert: Moderne digitale Techniken machen die Sache relativ einfach.
Leider aber sind Werke, in denen geometrische Ordnungen nicht nur als oberflachlicher
Dekor eingesetzt werden, sondern integraler Bestandteil des Bauwerks sind, bis anhin eher
rar. Zwei solche Projekte, die in Zusammenarbeit mit Herzog & de Meuron entstanden sind,
sollen im Folgenden vorgestellt werden.

MATHEMATISCHER HINTERGRUND

Hinter jedem Ornament mit Wiederholungen steckt mathematisch gesprochen eine kon-
gruente Abbildung: Ein Bestandteil des Crnaments wird durch Parallelverschiebung,
Drehung, Spiegelung oder Gleitspiegelung mit seinem Gegenstlck zur Deckung gebracht.
Grunbaum und Shepard haben die mathematischen Grundlagen dieses Gebietes umfas-
send dargestellt. Alle hier gezeigten Studien behandeln das Thema des «tiling» der Ebene,
das heisst: der gesetzmadssigen und ltckenlosen Aufteilung der Ebene mittels weniger
standardisierter Grundelemente. Diese Grundelemente sind zumeist sehr einfach geformte
Polygone. Die Komplexitat steckt also nicht in den Teilen selbst, sondern in deren Anordnung.
In diesem Gebiet ist die Mathematik noch langst nicht zu Ende geschrieben; es gibt immer
wieder Raum flr neue, unerwartet komplexe Strukturen. Eine soll am Ende des Artikels
vorgestellt werden. Vorweg sollen jedoch drei wichtige Kategorien von ebenen Flachentei-
lungen erldutert werden.

1. Die periodische Flédchenteilung: Die Uberwiegende Zahl aller repetitiven Ornamente —
darunter auch samtliche Stoffdrucke — fallen in diese Kategorie (Bild 1). Ihr Kennzeichen ist
der Rapport (RP), jener kleinste Abschnitt im Rechteck, der durch Parallelverschiebung das
gesamte Muster erzeugt. Enthalt der Rapport seinerseits Symmetrien, so gibt es eine noch
kleinere Einheit, eine Art Stammzelle (SZ) des Musters. Sie enthalt die gesamte Information
des Musters; es sind aber weitere kongruente Abbildungen notwendig, um es daraus zu
generieren. Das Beispiel zeigt eine erste Abwandlung eines Motivs des rémischen Boden-
musters, das im 18. Jahrhundert bei Buchs ZH gefunden wurde.

2. Die aperiodische Fldchenteilung generiert ein Muster, das nie durch eine Parallelverschie-
bung mit sich selbst zur Deckung gebracht werden kann. Die Lage jedes Teils ist bis zur
Unendlichkeit festgelegt. Das Muster beruht auf dem Prinzip der Selbstéhnlichkeit: Jedes
Teil kann fortlaufend in kleinere Bestandteile seiner selbst unterteilt werden. Bild 2 zeigt das
wohl berihmteste aperiodische Muster: «Darts &Kites» von Roger Penrose (1973). Gelb
markiert sind entsprechende Teile der 1. und der 4. Generation. 2007 haben Peter J. Lu und



KUNST UND INGENIEUR | 27

ROV

o
K

\VZ
=l
T
AN gl N
A A B
b'(q
Y Y

7 | S LSl 7 I S L7 |1 S L1 7
2

I s 2




28 | KUNST UND INGENIEUR TEC21 16/2008

i
DQ<
s

@ >
Do

TIPSR S
ARSI
S

g
| 2

O
2
e

(AL
2
e
avs
(S0
»
s
L
2
9

Q)
ap
&Y
oL}
v
»
A
P

@)
a9,

)
e
O

Q(?
e(7)

S

aY

15%

2

QQ

g

]

]
'S
5

Paul J. Steinhardt solche komplexen Geometrien an mittelalterlichen Bauwerken des
Vorderen Crients nachgewiesen.?

3. Die quasichaotische Fldchenteilung: Es handelt sich um eine eigene Schdpfung des
Schreibenden (Bild 3). Auch dieses Muster ist nichtperiodisch: Es besteht aus wenigen
Grundbestandteilen, deren Anordnung nicht von vornherein festgelegt ist und lokal veran-
dert werden kann. Das quasichaotische Pattern beruht auf einer versteckten periodischen
Ordnung eines lateralsymmetrischen Grundteils, das wahlweise rechts- oder linkshandig
eingesetzt werden kann. Im gezeigten Beispiel ist diese Stammzelle ein mit einem recht-
winkligen Muster belegtes Drachenviereck. Dem sichtbaren Muster aus drei Quadraten und

04 Wohl organisiertes Chaos: quasichaotische einem Rechteck liegt also eine vollig anders geartete unsichtbare Geometrie zugrunde.®
Flachenteilung mit sechs Elementen. Ein Loch im
Gefilige kann auf unterschiedliche Art mit den «ASTOR PLACE» FUR IAN SCHRAGER HOTELS, NEW YORK

Grundelementen gefiillt werden, das Grundmo- s . gt . .
dulist ein Fiinfeck. Pattern: QCP 1, UBR 2001, Herzog & de Meuron beschéftigte 2001 ein kniffliges Geometrieproblem. In Zusammenarbeit

fiir Herzog & de Meuraon (Bild: Autor) mit Rem Koolhaas/OMA entwickelten sie einen kleineren Hotelturm in Manhattan. In der

05 «Astor Place» fiir Ian Schrager Hotels, New  Vision der Architekten war das Geb&ude eine Art pordser Stein, der keine Regelmassigkeit

peskiEntgefbohlHeEr 0 &de MeunchlmitRem erkennen lassen sollte. Aus Kostengrtinden war aber Klar, dass die tragende Fassade aus

Koolhaas/ OMA, 2001. Die Fassadenstudie des o . . X

Autars beruht auf der Flachenteilung:in Bild 4 standardisierten Betonelementen aufgebaut werden sollte — anscheinend ein Widerspruch.

(Bild: Autor / Herzog & de Meuron) Die Frage lautete nun: Gibt es geometrische Ordnungen aus Standardelementen, die

06 «Shaikh Zayed Bin Sultan Al Nahyan»- trotzdem den Eindruck von Zufall und Chaos hinterlassen? Die Suche nach diesem «wohl-

Moschee in Abu Dhabi: Visualisi d . o : . y .
B0 LIS ARREIRSI AT (s organisierten Chaos» — Chaos nattrlich nicht im mathematischen Sinne —flhrte zu einer

Gebetsraumes mit einer neuen, regularen . . ) ) o .

Stiitzenstellung, Entwurf von Herzag&de Struktur aus sechs verschiedenen Teilen (Bild 4). Auch hier wurde das Prinzip der quasichao-

Meuron, 2002 (Bild: Herzog & de Meuron) tischen Flachenteilung angewandt.* Im Gegensatz zur aperiodischen Flachenteilung kann

07 «Shaikh Zayed Bin Sultan Al Nahyan»- dieses Pattern lokal angepasst werden: Derselbe Umriss kann auf verschiedene Arten mit

Moschee in Abu Dhabi: Grundriss des Gehets- : . . . . - .
. - " . den Standardteilen gefullt werden. Das Geb&ude wurde leider nicht realisiert (Bild 5).
raumes, die bestehenden Stiitzenbiindel sind rot

dargestellt. Variante mit dem Pattern «Poly-
gons»: Flachenteilung mit zwei gleichschenkligen «SHAIKH ZAYED BIN SULTAN AL NAHYAN»-MOSCHEE IN ABU DHABI
Dreiecken und sechseckigen Lochern, UBR 2002 Bgj dieser zweiten Aufgabe aus dem Buiro Herzog & de Meuron war das Objekt der Studie
(Bitd: Autor) ine riesi i tsansassigen Architekt lante Moschee. Als der Rohb
08 «Shaikh Zayed Bin Sultan Al Nahyan»- eine riesige, vgn elngm ortsanséssigen Arc .| el .en geplante osp ee. Als er. ohbau
Moschee, Variante mit dem Pattern «Lines»: schon sehr weit gediehen war, wurde offensichtlich, dass das Projekt schwerwiegende
Uberlagerung zweier aperiodischer kongruenter  funktionale und gestalterische Mangel aufwies. Herzog & de Meuron erhielten daraufhin den
Rechtwinkelnetze, UBR 2002 (Bild: Autor) Auftrag, Massnahmen fur die Rettung des Baus vorzuschlagen. Ein Problem stellte ausge-
09 Hintergrundstruktur zum Pattern «Lines» ; . i . ;

oo - . . rechnet der Hauptraum dar: eine Gebetshalle fur 6000 Glaubige. Er ist durch 24 massive
aus Bild 8: aperiodische und fraktale Flachentei-
lung aus vier Elementen (Quadrat, Drachen, Stutzenblndel gepragt, die drei leicht verschieden grosse Kuppeln tragen. Diese Stitzen
Sechseck und Achteck). Die Selbstdhnlichkeitist  stehen beliebig im Raum und kommen auch der Forderung nach regelméssigen Gebetspléat-
an den Grundelementen der 1. und der 3. Gene- ;o iy gje Quere. Herzog & de Meuron schlugen eine radikale Lésung vor: Kénnte man die
ration dargestellt. Das rote Achteck ist das K | & bt o Ei — St Id | M h .
Symimetrinzsira. Eabiarm whperodin 2, uppeln nicht neu abfangen? Ein regelméssiger Stutzenwald — analog zur Moschee in

UBR 2002 (Bild: Autor) Cordoba — gébe dem Gebetsraum die nétige Regularitat und Ruhe. In der H6he wirden sich
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Anmerkungen

1 Branko Grinbaum, G. C. Shepard: Tilings and
Patterns. W. H. Freeman and Company, New York
1987 Dies ist das Standardwerk zur Geometrie
der reguléren Flachenteilungen

2 Peter J. Lu und Paul J. Steinhardt: Decagonal
and Quasi-Crystalline Tilings in Medieval Islamic
Architecture, in: Science 315, 2007 An mittelal-
terlichen Bauwerken aus Iran, Irak, Indien und
der Tlrkei analysieren die Autoren Patterns mit
pentagonalen und dekagonalen aperiodischen
Strukturen. Das Geometrieversténdnis der orien-
talischen Meister des 12. bis 16. Jahrhunderts ist
hdchst beeindruckend

3 Die Elemente des Patterns sind Quadrate mit
den Seitenl&ngen 1, 2 und 3 und ein Rechteck mit
den Seitenlangen 2x 3. Der dargestellte kleine
Ausschnitt des Patterns umfasst 36 Drachen-
vierecke. Es gébe demnach 2% (= ca 7x 10%7)
verschiedene Anordnungen der Rechtecke in
diesem Feld

4 Grundmodul ist hier ein lateralsymmetrisches
Flnfeck. Jedes Einzelteil kann im Pattern in acht
verschiedenen Lagen erscheinen. Das ist der
Grund, weshalb die versteckte (periodische) Ord-
nung kaum zu erkennen ist

5 Fir mathematisch Interessierte: Eine Uber-
lagerung zweier um 45° gedrehter kongruenter
Strukturen zu einer Gesamtstruktur mit repeti-
tiven Elementen muss zwangsl&aufig zu einer ape-
riodischen Struktur fihren. Grund ist der Winkel
von 22.5° des Symmetrieteils, dessen Kotangens
eine irrationale Zahlist. Dieser Wert, f = V2+1, ist
auch der Skalierungsfaktor der Selbstahnlichkeit.
Interessant ist die Anordnung der Sechsecke.
Sie bilden geschlossene fraktale Ringe von 8, 16,
56, 160, 488, 1456 etc. Elementen. Analog zu
«Darts & Kites» von Roger Penrose hat die Struk-
tur ein Symmetriezentrum. Es ist der Schnittpunkt
von 8 Symmetrieachsen. Die Struktur entwickelt
sich alternierend in 2 Varianten: mit Achteck oder
8 Drachenvierecken im Zentrum

die Stutzen verzweigen und die Last der schon gebauten Kuppeln tbernehmen (Bild 6). Der
Bauherr lehnte jedoch ab: Die Stutzen sollten da bleiben, wo sie sind. Die neue Fragestel-
lung bezog sich auf die Geomerie: Gabe es eine geometrische Ordnung, die im Nachhinein
die seltsame Stutzenstellung sinnvoll einbinden kénnte? Mit Herzog & de Meuron wurde eine
klare Arbeitsteilung vereinbart: Ich Ubernahm die Aufgabe des «Geometrie-Ingenieurs», sie
Ubersetzten die entstandenen geometrischen Ordnungen in architektonische Elemente. Zwei
unterschiedliche Losungsansatze sollen im Folgenden vorgestellt werden:

1. Polygons: Es handelt sich um ein Puzzle aus zwei gleichschenkligen Dreiecken. Die
Kombinationen dieser zwei Elemente ergeben eine riesige Vielfalt an Unterformen; die Teile
sind aber auch dazu geeignet, eine gerade Raumbegrenzung zu bilden. Interessant ist das
lateralsymmetrische Sechseck als Basis der Viererstitzen: Es ist ein echtes Loch im Gewebe,
das sich nicht mit Standardteilen fullen liesse. Insgesamt handelt es sich hier nicht um eine
systematische, sondern um eine Art Ad-hoc-Lésung — das Resultat endlosen Probierens
(Bild 7).

2. Lines: Der systematische Ansatz: Kénnten die 24 Stttzenbundel in eine regulére, un-
endlich fortsetzbare Struktur eingebunden werden? In eine Art weltumspannendes Gewebe,
wie es in der Idee der «Umma der Glaubigen» repréasentiert ist? Der Ansatz ist dusserst
anspruchsvoll. Entstanden ist die symmetrische Uberlagerung zweier kongruenter, um 45°
gedrehter rechtwinkliger Gitter. FUr den Mathematiker ist sofort klar, dass eine solche
Uberlagerung zu einer aperiodischen Struktur fiihren muss.# In diesem Gitter sind rhyth-
mische Abfolgen zweier Abstande abzulesen: auch hier ein Rhythmus ohne Wiederho-
lungen. Die Integration der Stutzenblndel in dieses symmetrische Geflecht ist allerdings nur
teilweise geglickt (Bild 8). Eine nachtragliche Analyse der Studie brachte Erstaunliches
zutage: Zerlegt man dieses unendlich fortsetzbare Linienmuster in seine Elementarteile, so
findet man ein Hintergrundpattern aus 4 Elementen: Quadrat, Drachenviereck, Sechseck
und reguléres Achteck. Wieder kommt das Prinzip der Selbstahnlichkeit zum Zuge (Bild 9).
Interessant ist die Anordnung der Sechsecke: Sie bilden geschlossene fraktale Ringe. Diese
Struktur ist nicht eine Erfindung des Schreibenden, sondern ein mathematisches Gebilde,
das per se existiert.®

Leider ist auch dieses spannende Projekt schon friih abgebrochen worden. Ungewiss bleibt,
was Herzog & de Meuron aus diesen geometrischen Ordnungen entwickelt hatten. Sicher ist,
dass Abu Dhabi das geeignete kulturelle Umfeld fur die Kunst der Geometrie gewesen ware!

AUSBLICK

Alle hier vorgestellten geometrischen Ordnungen gehen vom Prinzip des Standardelements
aus. Ist dieses Denken Uberhaupt noch zeitgemass? Neue, digital gesteuerte Herstellungs-
verfahren ermdéglichen die Produktion individuell geformter Teile zu durchaus vertretbaren
Kosten; so ist das berlihmte «Vogelnest»-Stadion von Herzog & de Meuron in Peking aus
nicht standardisierten Teilen zusammengesetzt worden. Diese Debatte sollte jedoch nicht
nur nach technischen und wirtschaftlichen Kriterien geftihrt werden. Die herrlichen Bauten
des Orients kénnten vielleicht die Augen 6ffnen fUr das riesige Potenzial, das in komplexen
Anordnungen von ganz einfachen Grundelementen steckt. Was dort beeindruckt, ist die
vollstandige und selbstversténdliche Verschrankung von Wissenschaft und Baukunst. In
unserem kulturellen Kontext ist die Situation eine ganz andere: Mathematiker und Gestalter
leben offenbar auf verschiedenen Planeten. Sollte das Interesse an komplexen geomet-
rischen Strukturen im Bauen anhalten, ware es jedoch wichtig, dass wieder neue Bricken
geschlagen wirden. Es ware winschenswert, dass in Zukunft der Mathematiker in der
Funktion des «Geometrie-Ingenieurs» ganz selbstverstandlich zum Bauteam gehéren
konnte.

Urs B. Roth, dipl. Architekt ETH / SIA, Atelier fir Konkrete Kunst in Zirich, ubroth@bluewin.ch
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