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Die erweiterte und verallgemeinerte Nusseltsche
Theorie der Wdarmestrome in einer Rippe

Die vorliegende Arbeit griindet auf der Dissertation
des Verfassers. Die Berechnungsmethode, gestiitzt
auf das gewdhlte Berechnungsmodell, bezieht sich
auf die Nusseltsche Theorie der Wérmestrome in
einer dinnen Flachrippe mit unendlicher Ldnge ai s
einem Material von niedrigem Warmewiderstan: |.

Die Berechnungsmethode der Warmestréme
in drei Typen von flachen, geraden Rippen

1. Die allgemeine Konzeption des
Berechnungsmodells

Unter dem Begriff des komplexen Heizelementes wird ein
Heizelement verstanden, bestehend aus Pfosten und Riegel
der integrierten Fassade, das gleichzeitig ein Teil der leichten

VON ANDRE Z. WASOWSKI,
SOLOTHURN

Aussenwand inklusive aller Konstruktionselemente ist und
durch das das Heizmedium zirkuliert, wobei es fast die totale
Wiirmeenergie direkt an den Raum abgibt. Es ist hier gleich-
zeitig zu vermerken, dass zu den Deckenriegeln auch ein Teil
der Deckenfliche zugerechnet werden muss, da diese zufolge
des Kontaktes mit den Riegeln einen Teil der Wiirme durch die
Wiirmeleitung iibernimmt und anschliessend an den Raum
abgibt.

Das vereinfachte Schema der Konstruktionslésung des inte-
grierten Heizelementes der Aussenwand ist in Bild 1 darge-
stellt.

Gemiiss Bild 1 sind die Pfosten und Riegel aus Stahl-Vierkant-
Hohlprofilen gebildet, wobei im ganzen Querschnitt des Pro-
fils das Heizmedium zirkuliert.

Das Profil bildet mit dem angrenzenden, ausgefiillten Teil der
Aussenwand, im weiteren Deck-Aussenwand genannt, eine
komplette Einheit. Zu dieser Einheit gehoren auch die Teile
der Deckenkonstruktionen, die mit den Deckenriegeln in
Tuchfiihlung stehen.

Die Teile der Deck-Aussenwand sind

— das Distanzprofil, das gleichzeitig als Isolierprofil gegen
die Wirmeleitung vom Pfosten an die innere Oberfliche der
integrierten Aussenwand und der Deckleiste wirkt (Bild 2)

— das Material des nicht homogenen Teiles der Deck-Aussen-
wand von der Breite eines Pfostens (Bild 2).

Die Bestimmung der Warmestrome, die vom Heizmedium an
die Fliche der Deck-Aussenwand, als Teil des Heizelementes,
geleitet werden und die sich mit der Raumluft und Aussenluft
im Wirmetausch befinden, kann mittels mehrerer Methoden
erfolgen, und zwar

— durch Losung der Fourierschen Differentialgleichung

— durch Verwendung der Methode der Differenzenrechnung

— durch die Ausniitzung der entsprechend erweiterten und
erginzten Theorie der Flachrippe in allgemeiner Form.

Diese Theorie wurde in der Dissertation verallgemei-
nert und ergdnzt durch die Einfihrung von neuen
Begriffen und erstmaligen Gleichungen. Die Berech-
nungsmethode kann auch fir die Bestimmung des
Warmeaustausches in  komplizierten Baukon-
struktionen verwendet werden.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir ein fla-
ches Temperaturfeld ist angesichts der komplizierten Geome-
trie und des differentiellen Materialaufbaues sowie der kom-
plizierten Randbedingungen (Strahlungswirmeaustausch)
praktisch unmoglich.

Die Methode der Differenzenrechnung, die die Losung von
einigen hundert impliziten algebraischen Gleichungen erfor-
dert, ist sehr zeitraubend und kann kaum Verwendung in
technischen Ingenieurberechnungen finden.

Die Verallgemeinerung und Ergénzung der Theorie umfasst:

— die Losung von Gleichungen zur Bestimmung der Wirme-
leistung, die durch die Strecken der flachen geraden Rippen
von unbedeutender Stirke und kleinem Wirmeleitwider-
stand, deren Fldchen sich in verschiedenen Umgebungs-
konditionen befinden, abgegeben wird (verschiedene Tem-
peraturen der Heizmedien und verschiedene Werte der
Wirmeiibergangs-Koeffizienten, die evtl. noch um die
Wirmewiderstdnde der zusitzlichen Materialschichten, die
die Rippenflichen vom Heizmedium trenne, vergrossert
sein miissen)

— die Losung von Gleichungen zur Bestimmung der Wirme-
leistung, fiir die Umgebungs-Konditionen wie vorher, der
dicken schlanken Rippe (hoher Verhiltniswert zwischen
der Rippenhthe und der Rippenstirke). Die Rippe mit
relativ grosser Stdrke und mit grossem Wirmeleitungswi-
derstand wird in Absatz 3 genau behandelt.

— die Losung von Gleichungen zur Bestimmung von Wirme-
leistung durch die kurze, dicke Rippe, deren Seitenflichen
sich in denselben Umgebungskonditionen befinden, ver-
schieden von denen der Rippenstirn.

PFOSTEN UND BRUSTUNGSRIEGEL

Heiz - oder
Kuhlmedium),

Deck=
Aussenwand

Distanz
Profil_-1

?

Paneel-Aussenwand’ J
oder Verglasung___

A\

Bild 1. Schema der Konstruktionslésung des integrierten Heiz-
elementes der Aussenwand
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Bild 2. Pfostenquerschnittim Bereich des
Paneels

Alle drei Losungen betreffen gerade Rippen von unendlicher
Linge. In den integrierten Aussenwinden treten Rippen von
bestimmter Linge auf, die als Bestandteile einer ausgebauten
Aussenwand ein Heizelement bilden. Die Rippen sind be-
grenzt durch die rechtwinkeligen Pfosten und Riegel des Heiz-
elementes.

Die Bestimmung der Wirmestrome, die durch diese Rip-
penstrecken geleitet werden, konnen als unabhiingige Strek-
ken einer unendlich langen Rippe mit einer Linge / betrachtet
werden. Die Linge / ist gleich der Entfernung zwischen den
Seitenflichen der sie begrenzenden beheizten Konstruk-
tionsprofile weniger eine bestimmte Rippenhohe (Bild 3), was
in Absatz 2 begriindet wurde. In Anbetracht eines kleinen
Wirmewiderstandes einer der Materialschichten des Paneels,
das durch beheizte Stiitzen und Riegel begrenzt ist, ist es
notwendig, die Fliche als flache Rippe zu betrachten.

Der totale Wirmestrom des Heizmediums wird fiir den Bedarf
der technischen Berechnungen, dhnlich wie fiir die konventio-
nellen Heizkdrper (Radiatoren), auf die Berechnungsfliche
des komplexen Heizelementes bezogen.

Als Berechnungsfliche wird die Aussenfliche der Metall-
konstruktionsprofile, die mit der Raumluft in Beriihrung ste-
hen, angenommen.

Der totale Wirmestrom wird mit der nachstehenden Glei-
chung zugrunde gelegt:

(1) Q=kp- Ag- At(W)
wobei
kg - Berechnungs-

Wirmedurchgangskoeffizient W/m? K
Ap - Berechnungs-Fliache des komplexen Heizelementes m?
At - mittlere arithmetische Temperatur-

differenz zwischen dem Heizmedium

und der Raumluft K
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Bild 3. Prinzip des Berechnungsmodells fir eine gerade, flache Rippe

Beim Zugrundelegen von
Temperatur der Rippen-Basis Toyi

Temperatur der beiden Medien t;undts ;
Wirmelibergangs-Koeffizient oy undo, ;
Rippenstirke b;
Rippenhdhe hi
Wirmeleit-Koeffizient

fiir den Rippen-Stoff Ai

wird der Wirmestrom, geleitet durch den Rippenquerschnitt
in Entfernung von x; von der Rippen-Basis, bei einer Rippen-
linge von [ = 1, gemiss der Fourier-Formel wie folgt ge-
schrieben

Die Zahlenwerte des Wirmedurchgangskoeffizienten kj sind
fiir dieselben Konstruktionsprofile von Materialart und Stirke
der Seitenrippen, die zum komplexen Heizelement gehoren,
sowie vom Ar-Wert abhéngig.

Ein Teil des totalen Wirmestromes, der vom Heizmedium
abgeleitet wird, deckt die zusitzlichen Wirmeverluste des
Raumes zufolge einer erhdhten Oberflichentemperatur der
Deck-Aussenwand gegeniiber der Raumtemperatur. Die Be-
darfswirmeleistung ist kleiner als die totale Wirmeleistung
des komplexen Heizelementes. Das hat zur Folge, dass auch
der Berechnungswirmedurchgangskoeffizient kleiner ist als
derselbe fiir die totale Wirmeleistung.

Es ist zu bemerken, dass bei der Verwendung von konventio-
nellen Heizkorpern (Radiatoren) ein dhnlicher Vorgang statt-
findet. Dies wird jedoch in den technischen Berechnungen
nicht beriicksichtigt.

2. Der Warmestrom durch die Strecke
einergeraden, flachen Rippe mit kleinem
Wéarmewiderstand

Die in den technisch-wissenschaftlichen Biichern aufgefiihr-
ten Gleichungen, die das Verfahren des Wirmeaustausches
beschreiben, sind ein besonderer Fall eines mehr allgemeinen
Vorganges fiir den Wirmeiibergang in den flachen, geraden
Rippen mit kleinem Wirmewiderstand. Diese Art der Rippe
tritt in dem komplexen Heizelement der integrierten Fassade
auf.

Das Prinzip des Berechnungsmodells fiir diesen allgemeinen
Fall ist das Element einer flachen, geraden Rippe (Bild 3).

Die Oberflichen stehen mit den verschiedenen Medien mit
den Temperaturen 7, ; und 7, ; in Kontakt. Sie iibernehmen mit
verschiedener Intensitiit die Wirme; die Wirmelibergangs-
koeffizienten sind o, ; und o, ;. Die Stirnfliche dieses Rip-
penabschnittes leitet den Wirmestrom an den nachfolgenden
Abschnitt dieser Rippe (Bild 4).
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rer Temperatur der Rippe in der Strecke i und
C hig h; hiuy ' den Medien (fiir die Streckenbasis x, 1 = 0und A, ; =
Aco)
I ax &y | Qi I mp = Hilfswg:rt . . .
Mi' ¥ g = v EZ Somit kann die Wirme-Bilanz-Gleichung (6) der Rippen-
: oy ta;l B strecke wie folgt umgestaltet werden:
dsz» .
X dx 2L =mrA.
(9 gt =miAg
Lo m . s o ;
— X Bei Beriicksichtigung aus der Gleichung (7), dass
= . \“'\\ Aty =dA
<16 ; %_ = 3 erhalten wir fiir die Gleichung (6), die einer Gleichung fiir
AT J g . die Rippe, deren beide Flichen in dergleichen Bedingungen
i sind, entsprechend
hi  ® d2A,
o (10) dx?l =miA, ;
Als Losungsergebnis fiir die Gleichung (10) kann eine Bezie-

Bild 4. Element einer geraden, flachen Rippe

m

@ 0i=-1 4y,
wobei
Tt - die mittlere Temperatur des Rippenquerschnittes in
Entfernung x, i von der Rippenbasis bedeutet.
Der Wirmestrom, geleitet durch den Rippenquerschnitt in
einer Entfernung von dx von dem urspriinglichen Quer-
schnitt, betrédgt

® 0=~ o (v L2 ax |b-
Xi Xi
& et i T R g o -y S
= — A . bi- A o dx; - b

Die Differenz der beiden Wirmestréme Q% und Q% ist die
Wirmemenge, die von der oberen und unteren Rippenfli-
che, begrenzt durch die Strecke mit der Rippenhdhe dx;, Rip-
penstdrke b;und Rippenlinge /= | iibernommen wird.

(4) Q,(~— Q/_(_:}w %l"_’ d_\".. b=
=—o0y,; (T’.’\’-‘i— Iu) d.\‘i+a2,f(T’7\‘.f— ’li)d-\'i

Die Temperaturdifferenz zwischen den Medien beiderseits
der Rippe wird geschrieben

(5) dti=ni— b,
und so erhilt die Gleichung (4) folgende Form:

2t _
L o

Aib;

O, i F Oy T S o
it e it d

Es wird bezeichnet:
) 102, i

{( I i 0 = .
(7) Tx,i 0, i QL g0 A.\.l
und

o, i+ i -
(8) "i 5 2=} omy=

iDi

wobei
Ay, i = dquivalente Temperatur-Differenz zwischen mittle-

hung gefunden werden, die den Warmestrom durch die Rip-
penbasis der i -Strecke bestimmt

Qh.i

RE. s pn i Ko ™ L
RE = mihibiA, i tan h(m;h)) + TR ORED

(11)
Unter Beriicksichtigung der Gleichung (8)

und bei Beziehung
tan h(mih) _ _ zp
(12} mih L

wobei

n 8P ist der Wirkungsgrad der geraden, flachen Rippe mit
der Null-Leistung der Rippenstirn, kann die Gleichung
(11) so dargestellt werden:

Qh.i

RP. — . 8Nk Al BP
(13) Q o, i (al. i + 2, l) hle. :n 1 i cos h(’"ihi)
Die Wirmeleistung Q %7; der i-Strecke der geraden, flachen
Rippe an die Medien, die mit der Oberfliche im Kontakt
bleiben, ist um die Wirmeleistung der Rippenstirn Q) ; klei-

ner

(14) Q%P =QRFi— O
Aufgrund der Gleichungen (11) und (13) kann die Wirmelei-
stung der i-Strecke wie folgt dargestellt werden:

(15)

|
RP — y1.% . b : o AV e ) [
% miki bi\o, i tan h(m;h)) — Qy, ,[ 1 oS AR ]

oder

1
RP — Ao N oA o RP e
(16) ORF=(ou,i+ 0z, ) hilAe, MBP— Oy [1 o Tt ]

Obige zwei Gleichungen (15) und (16), die die Wirmeleistung
der i-Strecke der geraden, flachen Rippe bestimmen, setzen
die Kenntnis der dquivalenten Temperaturdifferenz an der
Rippenbasis A, ; voraus.

0. 1

Wenn die dquivalente Temperaturdifferenz am Ende der i-
Strecke A, ; wiire, so konnte man die Gleichungen iiber die
Wiirmeleistung der Rippe Q" entsprechend umgestalten, in-
dem der Wert von A, ; in der Funktion A, ; bestimmt wird.

Die Gleichung, die diese Abhéngigkeit darstellt, hat folgende
Form:

1025
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A o, i Qh. i

(17) A= cosh(mih) ~— m; \ib;

tan h(m;h;)

Erweitert man das letzte Glied der obigen Gleichung (17) mit
h; und verwendet man die Gleichung (12) so erhilt man fol-
gende Form:

Ao. i

(18) Api= cosh(mih)

h ili
QAI-'b»1 m

Aus den vorherigen Verbindungen kann A, ; bestimmt wer-
den:

(19) Ao i=Ay icosh(m;hy)+ ,7?)1'1["7_ sin h(m; hy)
oder
(20) Aqi=|Ap:t }?’[')l nRP | cos h(m; hy)

In die Gleichung (15) setzt man die Gleichung (20) ein und
erhalt

(21) QORP=mdib; [AILI__{_Q)»h%[;ﬁi T]R:P]°

. 1
Sin h(m,—h,-) - le.i [ 1 — m ]

und beim Einsetzen von Gleichung (20) in die Gleichung
(16) erhélt man

@) Q=i+ o dh | Anit Gty |.
L)

1
RP, B _
n&Peos h(m;ih)-Qy. ;i [ 1 cos i (i) ]

Durch Ausniitzung der Losungen fiir eine gerade, flache Rip-
penstrecke ist der Aufbau einer allgemeinen Gleichung mog-
lich, die die totale Wirmeleistung einer geraden, flachen Rip-
pe, deren einzelne Strecken sich in verschiedenen Umge-
bungskonditionen befinden, ermitteln ldsst.

Die Bestimmung der Wirmeleistung der einzelnen Rip-
penstrecken aus dieser allgemeinen Gleichung kann zufolge
ihrer impliziten Form nur mit der Methode der schrittweisen
Approximation erfolgen. Das Suchen nach der allgemeinen
Losung zur Bestimmung der gesuchten Unbekannten ist aus
diesem Grund nicht zweckmissig.

Der richtige Weg ist anfinglich die Zugrundelegung der Unbe-
kannten, die Durchfiihrung von Berechnungen der Wiirmelei-
stungen der nacheinander folgenden Rippenstrecken und
schliesslich die Uberpriifung, ob die erhaltene Losung die
Randbedingungen erfiillt.

Die Voranalyse der Moglichkeiten zur Wahl und Zugrundele-
gung der unbekannten Grosse zeigt, dass der giinstigste Weg
die Festlegung der dquivalenten Endtemperaturdifferenz fiir
die erste vom Rippenende beginnende Rippenstrecke ist.

1026

3. Der Warmestrom durch die Strecke
einer geraden, flachen Rippe mit grossem
Warmewiderstand

Die in Absatz 2 abgeleiteten Gleichungen, die den Vorgang
des Wirmeaustausches in einer geraden, flachen Rippe cha-
rakterisieren, stiitzen sich auf die Zugrundelegung eines klei-
nen, vernachlidssigbaren Wirmewiderstandes fiir den Wirme-
strom in einer ausgewihlten Rippenstrecke von der Stirke b,
Hohe dx und Linge [ = 1, auf dem Wege von der Fliche b -/
zu den beiden dusseren Flichen dx - [, von denen der Wiir-
mestrom an die angrenzenden Medien und an die Umgebung
(Wirmestrahlungsaustausch) tibergeben wird.

Die Korrektheit der obigen Zugrundelegung ist richtig bei
kleinem Wirmewiderstand innerhalb einer ausgewihlten
Strecke, d.h. bei einem hohen Wert des Wirmeleitkoeffizien-
ten des Rippenmaterials und bei kleiner Stirke der Rippe. Das
ist der Fall, wenn die Rippe aus Metall besteht. Wenn die
Rippe aus Baumaterialien bzw. aus einer rdaumlichen Mi-
schung von Baumaterialien und Metall besteht, ist eine dhnli-
che Zugrundelegung des Weglassens des Wiarmewiderstandes
nicht zulissig, weil sie zu einem bedeutenden Fehler in der
Bestimmung der Wirmeleistung der Rippe fiihren wird.

Fiir Rippen mit bedeutendem Wiarmewiderstand ist es not-
wendig, zu dem Wirmewiderstand bei der Wirmelibertra-
gung noch den Wirmewiderstand bei der Wiarmeleitung im
Bereich der ausgewiihlten Strecke mit der Hohe dx hinzu-
rechnen. Bei gleichen Temperaturen der Medien an der Ober-
fliche der Rippe wird, fiir die Wirmebilanz der Rippe und bei
Beriicksichtigung des zusitzlichen Wirmewiderstandes fiir
die Wirmeleitung, die Anderung der Konstanten m in der
Differentialrechnung fiir den Wirmeaustausch im Bereich der
Rippe bewirkt.

Die Konstante ist mit der Gleichung (8) festgelegt, wobei die
Teilwirmedurchgangskoeffizienten k, und x,, bei Festlegung
der Rippenstirke mit b, wie folgt bestimmt werden:

1K=1
P =

o) +47\J_ o +4)\L

(23)

K =

wobel

AL Wirmeleit-Koeffizient fiir die rechtwinklige Wiarme-
strom-Richtung zu den, die Rippen begrenzenden,
Flichen.

In der Gleichung (8) soll der Wirmeleitkoeffizient fiir das
Rippenmaterial paralle! zu den die Rippe begrenzenden Fli-
chen (Rippen-Lingsrichtung) angenommen werden. Die ver-
schiedenen Werte der Wirmeleitkoeffizienten A, und A, kon-
nen auftreten bei zugrundegelegtem Materialaufbau der
Rippe.

Fiir die gerade, flache Rippe mit Null-Wirmeleistung der

Rippenstirnseite sind die bekannten Gleichungen massge-

bend, die den Wirkungsgrad und den Temperaturverlauf cha-

rakterisieren.

Falls die beiden Seitenflichen der Rippenstrecke, von gros-

sem Wiirmeleitwiderstand, die Wirme mit den Medien mit

verschiedenen Temperaturen t, ; und t, ; und verschiedenen

Wiirmeiibertragungskoeffizienten o, ; und o, ; austauschen,

konnen zwei Fille fiir den Temperaturverlauf eintreten.

— beide Rippenoberflichen-Temperaturen an der Rippenba-
sis T, yund T, sind hoher als die Temperaturen der Medien,
mit denen sie in Kontakt stehen, siche Bild 5,

— die Temperatur der einen Rippenoberfliche an ihrer Basis
ist niedriger als die Temperatur des kontaktierenden Medi-
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Qi Qp i
ti | tai ti t2i
d) '&f| oy Ay i dy
o | ‘ "
dQl,x = = 1 = dQ,, 3 y = = dQ,,
l IL
x | T
| Do 20
X Go O — Tio ——
A
b
b
hn
| \\ To
TW————EQ\\,T T G0
b / I 2,0 (£ \\\\.\ '
, S \\ t2 3
’[’2 2,1
=y =y
—_— Wadrmestrom- und ——— Wdrmestrom- und

Temperatur-Verlauf
in der Rippen-Basis

wenn T > %
1 70

Temperatur-Verlauf
beim Ausbleiben des
Wadrmestromes wvon
der Rippen-Basis

Temperatur-Verlauf
in der Rippen-Basis

wenn 151

Temperatur-Verlauf
beim Ausbleiben des
Warmestromes von
der Rippen-Basis

Bild 5. Wérmestrom und Temperaturverlauf in der Rippe, links

ums, und die Temperatur der anderen Rippenoberfliche ist
hoher als die Temperatur des kontaktierenden Mediums

(Bild 6).

Im ersten Fall fliesst der Wiarmestrom von der Rippenbasis
(entlang der Rippe) und die Wirme wird an die beiden Medien
und auch evtl. an die Rippenstirn geleitet. Die mittlere Tempe-

ratur der Rippenbasis ist hoher als die mittlere Temperatur der

Rippe weit von der Basis entfernt. Ein Teil der Rippenstiirke y,
von der der Wirmestrom zu der Rippenoberfliche die mit dem
Medium in Kontakt steht fliesst, kann annihrend von folgen-
der Gleichung bestimmt werden:

(24)

y=b

Bild 6. Warmestrom und Temperaturverlaufin der Rippe, rechts

Toi=— i §

fl.l_ rl.i

Im zweiten Fall, wenn die Temperatur eines der beiden Me-
dien, z.B. ¢, , hoher ist als die Temperatur der Rippenbasis T, .
fliesst der ganze Wirmestrom von der Rippenbasis parallel zur
Rippe und gibt seine Wiirme an das Medium mit einer niedri-
geren Temperatur ¢, ;und evtl. auch an die Rippenstirn (wenn
Q,..# 0) ab (Bild 6).
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81,‘](2

Die Wirmebilanz der ausgesuchten Rippenstrecke mit der (32)
Kl + K2

Breite b und der Hohe dx und der Linge [ = 1 kann fiir den
ersten Fall wie in Bild 5 wie folgt geschrieben werden:

= AT 0 i—

Die dquivalente mittlere Temperaturdifferenz kann bestimmt

d’t, werden als Quotient des totalen Wirmestromes, geleitet

25) M 42 b-dx=rKi ( T-\ui—’1~i> dx+ 1o ( Tv\:i—’li)dx durch eine Rippenstrecke gemiss Gleichung (15) und (16),

und des Produktes der Oberfliche mal die Summe der Teil-
vighei Wirmedurchgangs-Koeffizienten (x, + ) /..

Tx i ist die Temperatur im Abstand x von der Rippenbasis ~ Der totale durch die Rippe geleitete Wirmestrom wird durch
und im Abstand y von der Rippenoberfliche mit der  die Gleichung (16) beschrieben. Somit wird die Gleichung fiir
Temperatur 1, ; gemiss Gleichung (24) die dquivalente mittlere Temperatur-Differenz folgende Form

erhalten:

ki und k» sind Teil-Warmedurchgangskoeffizienten, be- N Q. 1
stimmt nach den Formeln (33)  AV=Aoimi— (k1 + Kk2) : _m]

B 1 _ 1 Bei Verwendung der Gleichung (22), die die Abhéngigkeit

@6) «= y 1 =% -y 1 des totalen Warmestromes von der Rippenstirn - Tempera-

2 | * o 2M) * s turdifferenz angibt, erhalten wir auch die Gleichung fiir die

aquivalente mittlere Temperatur-Differenz:
Bei der Einfiihrung der Bezeichnungen

(34) Am= | Apicosh(m hy)+ 17%3;31' sin h(m; h;) ]n,»-—

27) d&=t,i— by

Ll Qh.i _ 1
(k1 + K2) Iy cos h(m; h;)

(28) m; =

An das Medium mit Temperatur ¢, ; ibergebener Warme-
strom wird mit folgender Gleichung bestimmt:

_ ) ) K> ) it
(29) Ax.i = Tui— bt K+ K o
(35)  Ofi=wh | Ay— DR ]
erhilt die Bilanz-Gleichung (25) einer Strecke fiir die Rippe Kpvike

mit grossem Warmewiderstand dieselbe Form wie die Glei-  und an das Medium mit der Temperat 1. ;
chung (10) fiir die Rippe mit kleinem Warmewiderstand:

Bi=nh |A7—01 - e
(36) OFi=rh [A St (1 K1+Kg)

(30)
In beiden obigen Gleichungen (35) und (36) konnen die A"
aus den Gleichungen (33) oder (34) bestimmt werden.

Die Wirmebilanz der ausgesuchten Strecke mit der Breite b
und Héhe dx tiber eine Linge von / = 1 kann fiir den zweiten
Fall (Bild 6), wenn die Temperatur eines der beiden Medien 7,
;hoher ist als die Temperatur der Rippenbasis T, ;, d.h. dass der
von der Rippenbasis fliessende totale Wirmestrom durch das
Medium mit der niedrigen Temperatur £, ; ibernommen wird,
wobei evtl. ein Teil der Wiarme durch die Rippenstirn weiter-
geleitet wird, wie folgt geschrieben werden:

Die Warmestrome, geleitet an die Medien mit Temperatur
und Temperatur 5, ;, kdnnen bezeichnet werden als Produkt
der Teil-Wéarmedurchgangskoeffizienten « und «», der Fla-
che hjund der Temperaturen der Medien 1 ; und £, ; sowie der
mittleren Temperatur t’7.

Die mittlere Temperatur t/% kann ermittelt werden in Bezug
auf die mittlere dquivalente Temperatur-Differenz gemdiss
der Gleichung (29) (37)

dZ Tx,i

Bei derselben Zugrundelegung wie vorher und bei Kenntnis A b - dx=x ( IL,'—‘E_\-_,-) dx+ K ( Ty i—toi ) dx

g L . dx?
der dquivalenten Temperaturdifferenz A, ; fiir x = 0 sowie des
Wirmestromes der Rippenstirnfliche Q, . erhalten wir die- .
selben Gleichungen, und zwar fiir wobei ; ) ,
Ty, i ist die Temperatur in der Achse der Rippe in der Ent-

— die Anderung der dquivalenten Temperaturdifferenz ent-

. . - fernung x von der Rippenbasis
lang der Rippenflidche in Entfernung y von der Fliche = BE

— die Wirmeleistung, iibertragen durch die Rippenbasis, & und «» sind dhnlich wie vorher, die Teil-Warmedurch-
Gleichungen (11) oder (13) gangs-Koeffizienten stammen jedoch aus folgenden
— die Wirmeleistung, iibertragen durch eine untersuchte Rip- Gleichungen:
penstrecke, Gleichungen (15) oder (16) sowie (21) oder
(22) _ 1 o 1
— die dquivalente End-Temperaturdifferenz A, ; in Abhin- (B S b o A b o 1
gigkeit von A, ,und Q, ;, Gleichungen (17) und (18). PN 2N o

In diesen Gleichungen sind die o-Werte durch k-Werte wie

folgt zu ersetzen Bei Einfiihrung von Bezeichnungen fiir 8 1; gemiss den Glei-

chungen (27) und fiir m; geméss der Gleichung (28) sowie fiir
61; K>

K+ K 39 A o I K|
5 L= e Ll
und Somll_ ( ) Xsd t\.l oy | Kl + K:

SL) AP=al— iyt
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kann die Wirmebilanzgleichung (37) auf dhnliche Art wie
Gleichung (25) geschrieben werden, d.h. in Form der Glei-
chung (10) fiir den Wéarmestrom in der Rippe mit kleinem
Widerstand:

dZA.\'.i S )

a2 meAy i

(40)

mit dem Hinweis, dass sowohl der Hilfswert m; wie die varia-
ble Grosse der dquivalenten Temperatur-Differenz A  ;jmit
anderen Abhingigkeiten bestimmt werden. Unter Annahme
derselben Randbedingungen wie fiir die Gleichung (10) d.i.
fiir x = 0 ist AR_ y = AfRsowie unter der Voraussetzung, dass
der Wérmestrom Q,, ; libertragen durch die Stirnfliche der
ausgewihlten Strecke bekannt ist, erhalten wir dieselben
Gleichungen wie vorher fiir

— durch die Rippenbasis abgegebene Wirmeleistung, (Glei-
chungen (11) oder (13)

= /von der Rippenbasis empfangene und durch die untersuchte

/ Rippenstrecke geleitete Wirmeleistung, (Gleichungen (15)
und (16) oder (17)

/- die dquivalente Endtemperatur-Differenz A ; in Abhén-

; gigkeit von A, ;und Qp, i, Gleichungen (17) oder (18)

' - die dquivalente Anfangstemperatur-Differenz A, ;in Ab-

» héngigkeit von Ay jund Q) ;, Gleichungen (19) und (20).
Der vom Medium mit hoherer Temperatur 7 ; an das Medi-
um mit niedrigerer Temperatur 1, ; durch die Rippe auf dem
Wege des Wirmedurchganges iibertragene Wérmestrom
kann bestimmt werden als Produkt des Teil-Wéarmedurch-
gangs-Koeffizienten ki geméiss Gleichung (38) mal der Rip-
penfliche h und der Temperatur-Differenz, und zwar: Tem-
peratur des Mediums 7, ; und der mittleren Temperatur in der
Rippenachse t7.
Die mittlere Temperatur in der Rippenachse 1% kann be-
stimmt werden in Anlehung an die Gleichung (39) in Abhén-
gigkeit von der dquivalenten Temperatur-Differenz A":

81; K

41) r=A"+0p i+ s

Die dquivalente mittlere Temperatur-Differenz ist durch die
Gleichungen (33) oder (34), wie bereits vorher, bestimmt, je-
doch unter Beriicksichtigung, dass in diesen Gleichungen so-
wie auch in der Gleichung (41) die Teil-Wirmedurchgangs-
Koeffizienten durch die Gleichung (38) bestimmt sind.
Schliesslich wird der Warmestrom vom Medium t; ; zum Me-
dium t;, ;durch die folgende Gleichung festgelegt:

@) otimnh [ar—suf1- 2]

Vom Medium 1, ; von der Rippenfliche iibernommener Wiir-
mestrom ist die Summe der Wiirmestrome

a) vom Medium ¢, , nach Gleichung (42)

b) vom Wirmestrom geleitet von der Basis der Rippenstrecke
gemdss Gleichungen (16) und (22) mit der entsprechenden
Korrektur, und zwar durch Ersetzen von o durch x, bestimmt
aus der Gleichung (38).

So resultiert

RPr == Ve m M
(43) Qfh =1 /7,[A,+K1+K2

wobei

QAP ermittelt werden kann als Summe der Wiirmestrome,
gegeben durch die Gleichungen (16) oder (21) und
(42)

Die oben und in Absatz 2 dargestellten Abhingigkeiten sind
auf Rippen mit unbegrenzten Lingen bezogen. Die als Rippen
betrachteten Teile der Verglasung oder Paneele, die sich zwi-
schen den beheizten Pfosten und Riegeln befinden, sind als
Abschnitte einer Rippe mit unbegrenzter Linge zu betrachten,
wobei diese in den Ecken iibereinander liegen (Bild 10).

Fiir die Bestimmung der Wirmestrome, die durch die liberein-
ander liegenden Rippenflichen abgegeben werden, wird an-
genommen, dass die mittlere Temperaturdifferenz derselben
gleich der mittleren arithmetischen Temperatur aus der mittle-
ren Temperatur fiir die Rippe mit unbegrenzeter Linge und
mittleren Temperatur fiir die Ecksymetrale ist.

Diese Grosse kann mittels einer Warmebilanz fiir ein Element
mit der Seitengrosse dx, das an der Symetrale ausgewihlt
werden kann, ermittelt werden. Die Losung der erhaltenen
Differenzialgleichung bei Einsetzen des Wertes.

K+ K

(44) m= b

gibt schliesslich dieselbe Form der Gleichung fiir die Tempe-
raturdifferenz entlang der Symetrale, wie auch fir die Tem-
peraturdifferenz fiir eine Rippe mit unbegrenzter Linge.

Die mittlere dquivalente Temperaturdifferenz fiir die Syme-
trale der Paneelecke wird grosser als fiir die Rippe mit unbe-
grenzter Linge, weil der Wert der Hilfsgrosse m

1
72 fach kleiner ist.

Das Verhiltnis dieser mittleren Temperaturdifferenzen ist
gleich dem Verhiltnis der Rippenwirkungsgrade, die mit der
Gleichung (12) bestimmt werden, wobei die Gleichung (44)
fiir den Hilfswert m der Symetrale und die Gleichung (8) fiir
die gerade Rippe zu verwenden sind.

Fiir die zu erwartenden Werte des Quotienten m - hkann das
Verhiltnis a der mittleren Temperaturdifferenz entlang der
Symetrale zu der mittleren Temperaturdifferenz fiir die Ver-
tikale zu der Rippenbasis entsprechend dem Verhiltnis

p mh
h —\/—2
und th (mh) mit folgender Abhingigkeit geschrieben werden

(45)  a=1,25(mh) 02

Anstatt den hoheren Wert der mittleren Temperaturdiffe-
renz flir die libereinander liegenden Rippenflichen in der
Ecke zu berticksichtigen, kdnnen zwecks Vereinfachung der
Berechnungen diese als Abschnitte der unbegrenzten Rip-
penldnge mit der Hohe h betrachtet werden, wobei die Rip-
penlinge | —h oder h - h, korrigiert werden muss auf die
Grosse

(46) lig=1-h(2-a)
indem

[ = loderl,
h - die Rippenhdhe
a - das Verhiltnis gemiss Gleichung (45)

Und das ganze Trapez kann als ein Ausschnitt einer Zy-
linderwand mit dem Radiusverhiltnis

¥y, =y b
[ 4f b- 2I7|

begrenzt durch den Winkel
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4, Wéarmestrom durch eine kurze Strecke einer
geraden, flachen Rippe mit grossem Widerstand

Das Berechnungsmodell fiir den Warmestrom durch eine gera-
de, flache Rippe mit einem grossen Widerstand, wie in Absatz
3 angenommen wurde, ist fiir die relativ schlanken Rippen,
d.h. fiir Rippen, fiir die das Verhiltnis zwischen Rippenhche
und Rippenstirke grossere Werte hat, giiltig.

Bei kurzen Rippen wird die Zugrundelegung des parallelen
Flusses des Wirmestromes zu der Rippenfliche und seine
rechtwinkelige Brechung zum Fldchen-Ausschnitt eine erheb-
liche Differenz zwischen dem Modell und dem Realzustand
zur Folge haben.

Eine dem Realzustand nihere Annahme iiber die Wege der
elementaren geraden Wirmestrome von der Rippenbasis zum
Flichenelement (inkl. Stirnfliche) wird in Bild 7 gezeigt.

Bei so angenommenen Wegen der Wirmestrome konnen in
der kurzen Rippe zwei gleiche geometrische Elemente in
Form von Dreiecken und ein Element in Form eines Trapezes
ausgesondert werden.

Der Ausschnitt der Rippenfliche als Trapez (Bild 8), durch das
der elementare Wirmestrom fliesst, kann als Ausschnitt einer
zylindrischen Wand mit dem Winkel d¢@ angenommen wer-
den.

47) 2@ =2arctan %

Der Wirmewiderstand der ganzen Zylinderwand tber die
Linge (I = 1 m), begrenzt mit dem Winkel 27, bestimmt die
Gleichung

n

7L — L7
(48) R4}, ) In -

Durch den Winkel 2 ¢ der begrenzten Zylinderwand wird der
Wirmewiderstand des Elementes gefunden, indem der totale
Wirmewiderstand R, mit 2 multipliziert und durch 2 ¢ divi-
diert wird:

b

(49) In -2h

2 A arctan b
h

Die Winkel d¢ der begrenzten Dreiecksflichen, durch die
die elementaren Wirmestrome fliessen, konnen als Aus-
schnitte der Zylinderwand, die mit verschiedenen Radiusver-
hédltnissen begrenzt sind, angenommen werden. Als mittleres
Radiusverhiltnis fiir alle diese Ausschnitte kann

h
. angenommen werden.
1

Der dquivalente Wirmewiderstand eines der beiden Dreiecke,
die die Elemente der kurzen Rippe bilden, kann, bei den
festgelegten Wirmestromwegen, als der dquivalente Wiirme-
widerstand eines Ausschnittes der Zylinderwand betrachtet
werden (Bild 9).

Die Differenz der Radien, die bei den Bogenlingen hund b,
die Dreiecksfliche als dquivalenten Zylinderwand-Aus-
schnitt begrenzen, wird so festgehalten

h [7]

O i = A iy = h+ b

Der Wirmewiderstand dieses édquivalenten Zylinderwand-
Ausschnittes, begrenzt durch den Winkel
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Bild 7. Die Richtung der elementaren Wérmestrsme in der
Kurzrippe N\

Bild 8. Das Element der Kurzrippe in Form eines Trapezes

Bild 9. Dem Dreieck dquivalenter Ausschnitt der Zylinderwand

- h-b _ - bt
(51) 2¢=arctan 2 arctan—y b,
betrigt
h
(52) In By
R1= I b%
e —
2\ arctan Tb]

Die aus der Rippenbasis ausgewihlten zwei Abschnitte b,
sowie auch der iibrige Abschnitt (b — 2b,) kann in Anlehnung
an die Proportionalitit zu den Wirmestromen erfolgen, die
von den angrenzenden Elementen der Rippenfliche iibertra-
gen werden.

Die Aufstellung einer allgemeinen Gleichung bei obigen An-
nahmen fiir die Strecke b, ist nicht moglich wegen der impli-
ziten Form der Gleichung bei diesen Annahmen.
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Bild 10.  Die Aufteilung des Heizelementes in die integrierten
Teile. 1 beheizter Pfosten, 2 beheizter Riegel; 3 Rippenabschnitte
mit Ynbegrenzter Linge; 4 Paneel Ecke

/

Démzufolge dringt sich die Notwendigkeit der Anwendung
der Methode der schrittweisen Anniherung auf. Sie hat den
}/Jorteil. dass sie die Berticksichtigung von verschiedenen
(Temperaturen fiir jede Strecke der Rippenbasis sowie ver-
g" schiedenen Temperaturen und Warmeiibertragungskoeffizien-

, ten an die Medien fiir beide Seitenflichen und die Stirnfliche

i der Rippe ermoglicht.

.

Die durch die einzelnen Elemente der Kurzrippe geleiteten
Wiirmestrome sind durch folgende Gleichungen bestimmit:

At Aty
G X= 11 Q= 1
R]+ ha. R_7_+ —b(lz

Der Wiarmewiderstand R; (ev. R{ und R{) soll bestimmt
werden mittels anfanglich zugrunde gelegtem Wert b, (oder
b4 und b{) und dem Wirmewiderstand R, fiir den Wert
b-1-b-2b (oder b-b’-b).

Nach der Ermittlung der Werte fiir die Warmewiderstdnde
der Wiarmestrome geméiss Gleichung (53), wird die Korrekt-
heit der Annahmen fiir b (oder b{ und b{) geméss den Ver-
bindungen

- 0
54 bi=b O+ 0
oder

P 01 s of
®) Y=t oo e M borr o o

Wenn die aus obigen Gleichungen (54) und (55) berechneten
Grossen nicht mit den anfidnglich angenommenen {iberein-
stimmen, dann ist es notwendig, die Berechnungen zu wieder-
holen und die Annahmen zu korrigieren, bis die Ubereinstim-
mung der angenommenen Werte mit den errechneten Werten
gemiss Gleichungen (54) und (55) erfolgt.
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Verzeichnis der Symbole Verwendete Indices
/i Linge m B Berechnungsgrosse
Z lS;:lt.enlzg_gek m WD Wand
reite, Dicke m "
7 Héhe i OF Oberfliche
A Fliche m? UG Umgebung
T E}bsolule Temperatur i( HA Heizfliche
t emperatur C : ;
: ; 7 HM zmediur
At arithmetische Temperaturdifferenz K Heizn d um
A™  mittlere arithmetische Temperaturdifferenz zwischen dem Heiz- RL Raumluft
medium und der Raumluft K AL Aussenluft
At dquivalente Temperaturdifferenz K .
g . . . R Rippe
At dquivalente Temperaturdifferenz zwischen der mittleren Temperatur
der Rippe in der Strecke i und dem Heizmedium K P Paneel
ot Temperaturdifferenz zwischen den Heizmedien bzw. zwischen dem G Glasscheibe
Heizmedium und .der Raun_ﬂull K PF Pfosten
T,,  Temperatur der Rippenbasis -G RI Riceel
[ mittlere Temperatur des Rippenquerschnittes 26 185
[0 Wirmestrom W DL Deckleiste
dg elementarer Wirmestrom in der Rippe W ST Stirn
Q.. Wirmestrom geleitet durch den Rippenquerschnitt in Enfernung x W : ; S
T - ! Ny . ) L s i innen (raumseitig)
Q! Wirmestrom geleitet durch den Rippenquerschnitt in Entfernung x + dx W =
A Wiirmeleitkoeffizient W/mK a aussen (aussenseitig)
Ada dquivalenter Einheits-Wirmeleitkoeffizient W/mK k Konvektion
a Wgrmcubelgungskoclh_{le.nl W/m;K dq iiquivalent
k Wiirmedurchgangskoeffizient W/m’K sl
K Teil-Wiirmedurchgangskoeffizient W/m?K & einheitlich
R Wiirmedurchgangswiderstand m’K/W m Mittelwert
g'f ) ?(Iuwalgnlq"hlnhctlswzu‘mcwndcrslund m°K/W X, i Enfernung der Strecke von
G nlcgmlmps@nstgnlcn der Rippenbasis
¢ Exponentialfunktion ; .
n Wirkungsgrad 1 Medium 1, Korper 1, Ort 1
m Hilfswert siche Gl. (8) 2 Medium 2, Korper 2, Ort 2

1031




	Die erweiterte und verallgemeinerte Nusseltsche Theorie der Wärmeströme in einer Rippe

