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Der Druckstab mit Querbelastung

Theorie des geraden, unverschieblich gelagerten, elastisch eingespannten Druck-

stabes mit Querbelastung

Von Giunther Valtinat

Es werden Hilfsmittel erarbeitet, die es gestatten, die bei einem einfeldrigen Stab mit definierten Belastungs- und Verformungszustinden nach
Theorie I. Ordnung infolge zusitzlichen Aufbringens einer Druckkraft an den elastisch eingespannten Stabenden auftretenden Zusatzmomente
einfach und schnell zu errechnen. Auf diese Weise konnte der Effekt aus Theorie I1. Ordnung bei Rahmentragwerken niherungsweise iiber die

clastische Einspannung der Stiele in die Riegel erfalit werden.

Ableitung aus Grundbelastungs- und Verformungs-
zustanden

Die Theorie des geraden, unverschieblich gelagerten, elastisch
eingespannten Druckstabes unter Querbelastung (Bild 1) wird
fiir folgende Grundbelastungs- und Verformungszustdnde ab-
geleitet:

Querbelastung ¢,

Belastungsmoment M,; am linken Auflager, Stabende i,
Belastungsmoment M, am rechten Auflager, Stabende k,
Ungewollte Imperfektion (mit Parabelform), Mittenaus-
lenkung u,,

5. Konstante Drucknormalkraft.

. b b0 =

Die Widerstinde sind gegeben durch:

1. eine konstant durchlaufende Biegesteifigkeit £7,
2. elastische Einspannungen an den Stabenden mit linearen
Federn, Kennwerte k; und k.

Dieser Stab konnte als ein aus einem seitlich unverschiebli-
chen Rahmen geschnittener Stiel gedacht sein, der die obenge-
nannten Belastungen erfihrt, der aber auch durch seine biege-
steife Verbindung mit den angrenzenden Riegeln von hier aus
Reserven mobilisieren kann.

Fiir ¢, M;, und M,, werden im ersten Teil der Ableitungen die
Durchbiegungen ohne federnde Einspannung berechnet und
um die Vorauslenkung u vergrofert. Fiir den zweiten Teil wird
die Normalkraft N aufgebracht, gleichzeitig hiermit, aber erst
jetzt, werden die elastischen Federeinspannungen als wirksam
angesetzt. Es ergeben sich aus den Verdrehungen dieser Fe-
dern infolge N zusitzliche Endmomente AM, und AM,. Mit
Aufbringen der Normalkraft verindern sich die Verfor-
mungs- und SchnittgréBenzustinde y,, v}, M,, Q,und ¢, nach
der Theorie I. Ordnung (ohne Normalkrafteinflufl) sowie u,
!, Nu, Nu' und Nu’® mit den Zuwiichsen Ay, Ay', AM, AQ und
Aqg zu denjenigen nach Theorie 11. Ordnung vy, i, M,, QI
und ¢, (Bild 3) wie folgt:

Yu =y +u+ Ay =y + Ay
vy =y + Ay =y + Ay
(la—c) My, = —Ely! + Nu—EIAY" =M+ AM
Qn = —Ely]" + Nu— EIAy"™ =0+ AQ
qu = +ELy)"—Nu" + EIAY" =q+ Ag.
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Die Verformungen und Schnittgroen nach I. Ordnung ohne
NormalkrafteinfluB konnen in allgemeiner Form
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angesetzt werden, bei Belastung des Stabes durch eine Gleich-
streckenlast ¢ = konst ist n hochstens gleich 4, bei Endmo-
menten ist n hochstens gleich 3. Teilt man die Durchbie-
gung — wie im rechten Teil der Gleichung (2a) geschehen —
auf die einzelnen Einfliisse auf und zieht ferner den Faktor
/2 )(m? EI) = 1/N;» heraus, so ergibt sich fiir

q/* n? xY
q'. _“I q = . ‘/’/ g\
Np 24 /
(3a—d) ’
k)
M, ® XN
A"Iylf Yimi = —— -‘l, |~
Ny 6 /
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M, n? xY
My Yo = N—:? ZA,_ Mk (;)

Die Vorverformung lautet analog zu (2a)

2 54
U, u =£AZA,<£.
Ng /

Dic GroBen M., A, und die dimensionslosen Vorzahlen A, aus (2 a)
rechts sind in der Tabelle 1 zusammengestellt. Es bedeutet keine
Schwierigkeit, Querlasten ¢ allgemein anzusetzen.

Anstelle der Gleichung (3d) kann die Gleichung (3a) verwen-
det werden, die Vorauslenkung u, wird dann durch eine dqui-
valente Gleichstreckenlast ¢ = ¢, mit gleicher Mittendurch-
biegung ersetzt

4

L f2 g2 BN
Go o =wlE A/_q(i
N 24 /
mit
384 ETu
(30 9. =—"7"
4 5/4

Der EinfluB der dann vorliegenden Durchbiegung als Parabel
4. Ordnung gegeniiber derjenigen 2. Ordnung ist vernachlis-
sigbar.

Es ist auch moglich, die Gleichung (3d) durch ein konstantes
Moment, d. h. eine Kombination der Gleichungen (3b, c) zu
ersetzen; dann bleibt die Durchbiegung in Form einer Parabel
2. Ordnung erhalten. Es ergibe sich

M, ©? xY
(g u = Y. & Vi M = [V—L“ZEZAI Mi (;) -+
5
M, T x\
= —= n_' A; l
Np 6 Z
mit
8
(3 h) M, = —M, = u, Nm—’
2
Losungen

Fiir die Zuwichse bei den Verformungen und Schnittgréfen
ist neben der Stablinge, der Biegesteifigkeit, den Einspann-
graden und der Normalkraft nur noch der Biegeverlauf
y = y, + u maBgebend, deshalb wird am verformten System
nach Bild 3 das Zusatzmoment

) AM(x) = —(AM, + AMQ(E) +AM, + Ny + Ay)

ermittelt, und aus -£/ Ay" = AM folgt die Differentialglei-

chung fiir Zusatzbiegelinie
AM, [ x N
= =)
EI \/) EI

Ll Ll /

Bild 1. Unverschieblich gelagerter elastisch eingespannter Druckstab mit den
Grundiastzustéinden: 1. Querbelastung q; 2. Belastungsmoment M am linken
Auflager, Stabende i; 3. Belastungsmoment My am rechten Auflager, Stabende
k; 4. Ungewollte Vorverformung in Parabelform, Mittelauslenkung u,,; 5. kon-
stante Drucknormallast

Bild 2. Schnittgrofien und Biegelinien-Verlauf nach Theorie I. Ordnung ohne
Normalkrafteinflufs. Positive Drehrichtung fiir M und y* im Uhrzeigersinn

NENERNEREREN I

2 /Mix MiNE
?Vu l ?Vk[

Mr (x) Mk

MiC—

Q (x)

Vn[\

Vi1

L her

kkj

AMy N

AV

-]
1

Bild 3. Aufbringen der Last N auf den Ausgangsverformungszustand (= Biege-
zustand I. Ordnung nach Bild 2 und Imperfektion) und gleichzeitiges Anbringen
der Federeinspannungen. Resultierende Zusatzschnitigrofien A M,, A M, AV,
AV, Zusatzverformung Ay (X)

Tabelle 1

\ 2 3 0 5 6 7 8 9
X X | Xy2 (X3 X\
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Ao Ay A; Az Al
Emﬁij 2EI 2
i _i k ' nte ™
1 ‘.&@H qi? = 2% 0 1 0 -2 1
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Die allgemeine Losung

n

N
(6) Ay = B,sing— + B, cose— + ZC, ) omit e =
/ / &

o

N
/ i

EI
fithrt nach Differentiation und Einsetzen in die Differential-

gleichungen iiber den Koeffizientenvergleich zu den GréBen
¢; bzw. d;

n=2

=d,

AM

Cn

AM,

(6a—c) ¢ + d,

— + d,

mit

1
7 d, = —|:(1,, + =+ 2)(n + 1) d,,,:}
c2
bzw. getrennt nach den ersten vier Grundbelastungszustan-
den mit den dimensionslosen GroBen 4, nach (2a) bzw. Ta-
belle 1 und

NEL

d,

n

(8) AD,

zu den dimensionslosen Koeffizienten

—|:A,, —+ L’(n +2)(n+1)D, ,3:|.
)

Damit lautet die Losung der Differentialgleichung (5)

) D,

x AM,
_Bsms—+ Bzcoss——l—
/ /

(25 Yl

Die noch offenen Konstanten B, und B, kénnen mit Hilfe der
Randbedingungen bestimmt werden. Es folgen aus

(10) Ay

AM,
N

AM,
N

d

7

(11 a) A}'(,\‘=o):o:82—éﬂ—l
N
1
(11b) AJ'(.\':/)=0:81=—f—|:<ﬂ—(l>coss+
sin € N

{

AA’/A 2 }
F d
N

und damit die vollstindige Losung und ihre Ableitungen:

Bei der Lésung und ihren Ableitungen handelt es sich aus-
schlieBlich um die jeweiligen Zuwichse, die, zu den Verldufen
aus I. Ordnung und der Vorverformung addiert, die Verldufe
II. Ordnung ergeben.

Die Biegemomente AM, und AM, in den Gleichungen
(12 a—e) entstehen dadurch, daf3 gleichzeitig mit dem Auf-
bringen der Druckkraft N auf das System Federgelenke in i
und k angebracht werden, die die den zusitzlichen Verfor-
mungen entgegenwirkenden Momente erzeugen. Ihre Grofe
ist Uiber die Federwerte k; und k, mit den Stabendverdrehun-
gen A@; und A verkniipft. Beriicksichtigt man die in den
Bildern 2 und 3 festgelegten positiven Richtungen, so ergeben
sich folgende Bedingungen zwischen AM,; und Ag; bzw. AM
und A@x«

AM, =
AM, =

—k; Api = —k; Ay’ (x = 0)

—k A = —k, Ay' (x = 7)

Die Momente kénnen jeweils durch die zweite Ableitung Ay”
ausgedriickt werden, hierbei ist zu beachten, daB3 zur Einhal-
tung der festgelegten Vorzeichen AM, = +EIAy" ist. Es
ergibt sich nach Umformung

(13a, b)

!
C — AM,

|

7=

EIANV (x = 0) = + Kk, Ai(x = 0)

(14 a, b)

EIA'(x = /) = —k, AY'(x = + AM,

Nebeniiberlegungen unter Berticksichtigung der Gleichung
(2a) fihren zu

EIAY"(x = 0) =

(1Sa—d) '
EIANY(x = /) = AM,— Nz dhz _

Nach Umformung ergibt sich aus den Gleichungen (14 a, b)
das Gleichungssystem zur Bestimmung von AM; und AM,

7l

El
—d,ectge —d, + L z/,> -+ [({nN +2— dzil.
sin € Pt
— BV v am | B —cctg ey + 1| =
sin € N/
€ ;
<—(/‘ — + eclg SZ({, — Z/d):l + [—A’Zzl, —

—AM,; — a,.d. h. al.z

k
(16a) AM,| — (1 —ectge) + 1 +AMk[—( —
N/

= /\n[l(
&

(16 b) AM[

sin g

ki
N/

|

= ki [/

0
Sin €

n

/(/—l)(/jl

El

. X
" sin & — "
AM, AM / 1 X AN Vi VAVES x\
(12 a) Ay = — (——d)coss + Ay Z(I/ - + A ' —d, |cos al—Ajl' + (M AML) (% + 2(/, e
N sin ¢ N / N N N 7 /
X
AM AV, \ N\ Tam, S oAM AM, I\ o\
(12b) Ay = —||——=d, |cos e + —ta d, <E - —| ——d, <—> sing + — + & 4 —Z,/ d, ("—
N N |\7/ sine | N 4 4 N N/ Z, 4
o 1
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Wegen der Gleichungen (15¢, d) sind die jeweils zweiten
Klammern auf der rechten Seite Null, sie wurden hier nur der
Vollstindigkeit halber angegeben.

Mit Einfiihrung folgender Abkiirzungen

N
% —y B s
Np
€ =n~l/;
k; k.
(17a—e¢) B = —— P = ——,
Nt T N7
Bk Bk
x N/ w N/
Am; = % Amy = AM,
M

ferner unter Berticksichtigung der KenngroBBe 4 und der Be-
zugsgrofle M (Tabelle 1) fir Am; und Am, sowie unter Einfiih-
rung der Schreibweise mit den Koeffizienten 4; nach (2 a) und
D, nach (9) kann das Gleichungssystem getrennt nach den
Einzelbelastungen ¢, M,, M,, bzw. der Vorverformung u,
allgemein geschrieben werden:
(=52))-
sin €

Azn,{ﬁi(l—g ctge) + ]:| + Amy |:B
% %
_B A[ D}
Am; |:&<1 __°t )J + Amy |:ﬁ—(] —ectge) + lj|

% sin g
BkA|:— + sctgaZD,—ZjD}
o |

oder mit
1
—(l—ectge)
%

D,ectge—D, + —
sin €

(18 a, b)

sin €

Gi= Gy =
(19a, b)

Gy = Gy —(1——)

X sin €

und

n

G,= —D,ectge—D, +— D;
sin €
(19¢, d)
£ .
G, = —D,— +ZD,-sctgs—ZJD,
sSin €

o 1

in der abgekiirzten Form

Bi Gy + 1) Am, + Bi G Am, = Bi A G,
(20 a, b) '
BiGr Am; + Br G + 1) Amy, = Br A G,

Die Losung ist

Am; = AP G (Bx G + 1)—PBr G4 Gy
BiGi + 1) (Br Gy + 1)—Pi Br

G/k Gki
(21 a, b)
_B' Gt Gki + GJ.- (B‘Gir‘ ar ])

Amy, =
BiGii + 1) (Bx G + 1)— B2 B G G

APr

Die iiber M auf die einzelnen Belastungen bezogenen Zusatz-
stabendmomente Am, und Amy sind von A4, iber die G-Werte
von den D;- und diese wieder von den 4;-Werten sowie liber
die B- Werte von den elastischen Federkonstanten k;, k; und
schlieBlich Gber x von der Druckkraft abhingig, deshalb ist
im Gegensatz zu dem Gleichungssystem (16 a, b) die Losung
nach den Gleichungen (21 a, b) fiir jeden Belastungszustand
einzeln auszuwerten und zu superponieren. Von den ersten
vier Grundbelastungszustinden ¢, M, M, bzw. der Voraus-
lenkung u brauchen nur zwei weiterhin betrachtet zu werden:
nidmlich ¢ und M,; die Lésungen fiir M, ergeben sich natiir-
lich aus denjenigen fiir M, die Loésungen fiir u, kénnen
entweder aus denen fiir ¢ nach den Gleichungen (3 ¢, f) oder
aus denen fir M; nach den Gleichungen (3 g, h) abgeleitet
werden.

Eine Auswertung von Losungen fiir Am; und Amy, fir die
beiden Grundbelastungszustinde ¢ und M, wurde mit folgen-
den Varianten

(12¢) AM

AM
—EIN" = — AM, _ (lk,> cos € + *
N N

+ Zd,:| N

x
sin & —
4
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|:AM —(/}N ow———Z/(/— l)d< >
N

n
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cos € +
N
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N
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e (/)
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(12¢)  Ag = EIAY" =

o

AM AM :\ / A x  EI\
- —'~(L,) cos & + AM, + d |N (i — 4 ﬂ—d., N(Z) cosel + == =1
N N /) sing N 7 g
r

s X
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107 < B = < < 106,
Nlﬁ
(22a—c) vy > By = ki = 0 und 1
B ki
O.le=i= =% 39
Ng

durchgefiihrt und in den Kurventafeln Bild 4 fir Am; ,, Am,_,

Stabendfedermomente errechnen sich durch Uberlagerung
der Einzelzustinde unter konstant gehaltener Druckkraft

AM, = q/* Am; , + My Amy \ + My Amy y + g% Am,,
(23 a, b)
AM, = g2 Amy , + My Amy y + My Amy oy + g7 Ay

Sie sind dann entweder in die Gleichungen (12 a—e) einzu-
bringen, und diese ergeben mit den Gleichungen (1 a—e) die

und Bild 5 fir Am; ,, Am, ,, dargestellt. Die endgiiltigen endgiiltigen  Verformungs- und  SchnittgroBenverldufe
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II. Ordnung, oder sie konnen, zu den Stabendmomenten M
und M,, addiert, direkt in den Gleichungen (3 b, c¢) benutzt
werden und entfallen dann in den Gleichungen (12 a—e).

Bel statisch unbestimmt gelagerten Einfeldstiben — und das

nicht gleich den Auflagerkriften, sondern sie kénnen erheb-
lich davon abweichen; die Auflagerkrifte selbst errechnen
sich entweder aus (2 d) unter Benutzung von

M, = M, + AM;und M, = M, + AM,

sind praktisch alle mit einem oder zwei Federgelenken — sind Qda.b) V= q/ My + My, g q/ N My + My,
X L .. A e e T 7/t e B —
die aus (12 d) fiir x = 0 bzw. x = | errechneten Querkrifte ’ g VA 2 /
200
ki k=K
= -
FN M (El N Ami
: % =N/Ng2 ——Amg
ISO-NEZ =n2El/12
Bild 5a. Zusitzliche Stabendmo- B =kl (Ne2l) Kurven-Parameter x
mente fiir den mit Mj] belasteten Bal- [ Be  =ki/(Nead) x=37
ken bei Aufbringen von N und elasti- i k"k“a:iian"'ﬁde" R ]
scher Stabeinspannung [ AM, =AmiM
L S =Amk-M}"“M=M"
100 ‘
L
I |
50 |
2 F w
17} ‘ i
s
P
SE oL | 1 | ‘ ! | B
]
2% oo o) 1 10" 102 10 0% 0 108
5 E
g9 % \ T
IREAN
2 RN
P | N 3
= NN
15 S - N =L
AN -
WAL ™k
RN e
\ x ]
S AN L[ iy
i N - | ="
i \\ — _ e 17
i N N e s
o -
1 S —_— —_— —13
gl S _ __ o I —0s
3 // — =07 qq
B = ‘ =01 g9
S| — —07-0s
I ==t T L o
i i == T e 5
0 e e e s e e e —_— —_——— —_— =0
001 0) 1 10' 02 103 10¢ 0% 108
Bi =Bk
20,0 [ -
L | T‘ [ kic=0 Ki=0 kis0
L \ Py e I o e Y ‘
| e —
| ®* =N/Ng2 % =N/Ne2 “
l h Nez = 2EL/12 Nez = T2 El/ 2
Bild S§b. Zusitzliche Stabendmo- 15,0 — T B =ki/(Nez-1) Bk =ki/(Ng2:l) ‘
mente fir den mit Mjj belasteten Bz\lf + ki =Einspann-Federwert ki = Einspann-Federwert
ken bei Aufbringen von N und elasti- 3 AM; = Am;-M mit M =M AMy= Amy-M mit M=Myj
scher Stabeinspannung + —_— [_\‘9
100 |
Y
E —4m
g i Kurven - Parameter x
©
E x
2 <E] 50 - — ——W
g " 1" LY
n E =15
o Y
S <4 =t = =13
o — 11
o | ( }
s 0 _ 1 A
@ 0,01 o) 1 10! 102 103 104 10° 08
[T — — e — —
|
——0s
=07
— =05
—— =03
\ \
Y ;- ﬁ——m
103 104 105 108




Pierre Dubas zum 60. Geburtstag

Schweizer Ingenieur und Architekt  3/85

oder unter Benutzung der Biegelinienneigungen y}, und Quer-
krifte Q,

1

Vip = + ——
ol —
cos yy (x = 0)

[Q,, (x = 0)=Nsin y}, (x = o):| ~

~ Qg (x = 0)—N}'f, (x =0)
(25a, b)
%[Qli(-\‘ = /)'—'NSin'\‘;, (,\‘ = /):| ~

~ —0u(x=7)+ Nyy(x=17).
Entsprechend enthilt (le)

(1e) gy = EIy) ' —Nu" + EIAY"

neben der eigentlichen Querbelastung q auch die Abtriebs-

. 1
krifte Ag aus N yi) oder o N M,

In Vorschldgen zum Abschnitt «Stibe» der E-DIN 4114 hat
Rubin [1] Formeln zur elastischen Berechnung von Biegemo-
ment- und Querkraftverlauf innerhalb eines Stabes nach
Theorie 11. Ordnung vorgelegt, fiir die neben den Stabquerla-
sten und der Normalkraft die Stabendmomente bekannt sein
mussen. Letztgenannte sind im Falle eines nennenswerten
Einflusses der Theorie 1I. Ordnung im System natiirlich nicht-
linear zu berechnen. Mit den obengenannten Ableitungen
gentigen die Verldufe aus 1. Ordnung und Imperfektion; der
Zuwachs in den Endmomenten mit Aufbringen der Normal-
kraft kann abhédngig von den Drehfederkonstanten der Stab-
knoten mit Hilfe der Kennzahlen %, B; und B bzw. v = B«/Bi
aus Kurventafeln entnommen werden. Fir den kompletten
Verformungs- und SchnittgréBenverlauf benutzt man dann
die obengenannten Gleichungen, oder es konnen lastfallge-
trennt auch die Formeln nach Rubin verwendet werden, sie
fihren zum gleichen Ergebnis.

Die Berechnung ist in mehreren Schritten auf HP67 program-
mierbar.

Sonderfille

Aus den Losungen (21 a, b) fiir Am; und Am, konnen je nach
Wahl von B; bzw. k; und B« bzw. k, fur

Bi=0,p=0 der beidseitig gelenkig gelagerte Stab mit
Am; = Am, = 0,

Bi= oo, pr = 0 dereinseitig gelenkig gelagerte, anderseitig

Bi=0, Py = oo voll eingespannte Stab mit An, = 0 bzw.
Am; = 0,

Bi = @, Pr = oo der beidseitig voll eingespannte Stab

als Sonderfille berechnet werden.

54

103 102 107! 1 10! 102
ki
Ngz-l

Bild 6. Verhiltnis der idealen Knicklast Nj eines elastisch eingespannten
Stabes zur Eulerknicklast Ng2

Die Gleichungen (21 a, b) kénnen ferner iiber die Knickbe-
dingung zur Ermittlung der idealen Knicklast des beidseitig
unverschieblich gelagerten, elastisch eingespannten Stabes
dienen. Diese ergibt sich aus der Forderung det = 0 bzw.
Nenner = 0:

[E(l—a ctge) + 1} [&(1 —eclge) + 1}—[3, B [l<1 —i)} =B
pad b4 X Sin €

und bedeutet, daB keine Auslenkung stattfindet und also auch
keine Momente auftreten. Im Sonderfall £, # 0, k, =0
stimmt sie mit den Angaben von Biirgermeister|Steup/Kretz-
schmar [2] iberein. Allgemein liegt die ideale Knicklast zwi-
schen

Np < Ny < Npyoder < g < 2m.
(N bzw. N, Eulerlast fir den 2. bzw. 4. Eulerfall)

Sie kann fiir alle praktisch vorkommenden Fille elastischer
Einspannung aus Bild 6 entnommen werden. Bei € — 1 bzw.
€ — 2 besitzt die Determinante oo —Spriinge, bel € = €x;
findet ein «weicher» Nulldurchgang von minus nach plus
statt.
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