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Das Messen des Fliacheninhaltes von ebenen Figuren

Zum Verstindnis des Planimeters

Von R. Zwahlen, Ziirich

Das Planimeter (Bild 1) ist ein Gerdt, mit dessen Hilfe
man mechanisch den Flicheninhalt von ebenen, allseitig be-
grenzten Figuren messen kann. Die folgende Betrachtung will
erkliren, weshalb das Planimeter den Flacheninhalt von Figu-
ren zu messen gestattet.

Es gibt verschiedene Typen von Planimetern. Der folgen-
den Betrachtung ist das Kompensations-Polar-Planimeter der
Firma Coradi AG, Ziirich, zugrunde gelegt. Das Gerit besteht
im wesentlichen aus zwei Teilen, niamlich dem Polarm und
dem Fahrarm (Bild 2).

An einem Ende des Polarmes befindet sich der Pol P.
Der Pol wird von zwei Zylindern gebildet, die so zusammenge-
baut sind, dass sich der innere Zylinder konzentrisch zum dusse-
ren frei drehen kann. Der innere Zylinder ist mit dem eigentli-
chen Polarm durch eine Schraube fest verbunden. Der dussere
Zylinder ist mit Blei beschwert, weil sich der Pol wéhrend der
Messung nicht verschieben darf. Die Lange des Polarmes wird
vom Hersteller justiert. Sie erhilt nur, wie man spater sehen
wird, bei der Messweise «Pol innerhalb der zu messenden
Figur» eine Bedeutung. Auf der dem Pol entgegengesetzten
Seite des eigentlichen Polarmes ist ein Stift mit kugeligem
Ende angewinkelt.

Anderseits besteht das Planimeter aus einem Fahrarm
mit Fahrlupe oder wahlweise auch mit einem Fahrstift. Die
Fahrlupe gestattet, einer Umrandung sehr genau nachzufahren.
Auf ihrer der Unterlage zugekehrten Seite ist ndmlich ein
kleiner Kreis mit schwarzer Farbe eingraviert. Man braucht
bei der Umfahrung einer Berandung nur darauf zu achten,
dass der Kreismittelpunkt genau der Randlinie folgt. Mit dem
Fahrstift misst man rascher, mit der Fahrlupe misst man
genauer. Um in der Folge nicht immer zwischen Fahrstift und
Fahrlupe unterscheiden zu miissen, wird in der Folge nur noch
vom Fahrstift die Rede sein. Wenn man es vorzieht, so kann
man sich anstelle der Fahrstift-Spitze das Zentrum des Kreis-
leins aut der Unterseite der Fahrlupe denken.

Auf der der Fahrlupe entgegengesetzten Seite des Fahr-
armes ist an diesem noch das Messgehduse angebracht. Das
Messgehiuse enthilt das Messwerk, die Ergebnisanzeige, ein
Fenster zur Kontrolle der Fahrarmlinge und einen Nullstell-
knop/ fiir die Ergebnisanzeige sowie einige Feststellschrauben.

Das Messwerk umfasst insbesondere die Fahrrolle, auf
welcher konzentrisch die Messtrommel aufgesetzt ist. Die Mess-
rolle hat einen etwas kleineren Durchmesser als die Fahrrolle.
Die Fahrrolle liegt wihrend der Messung auf der Unterlage
auf und treibt das Messwerk an. Fahrrolle und Messtrommel
haben dieselbe Achse, die parallel zum Fahrarm verlduft.
Diese Achse ist nahezu reibungsfrei auf Spitzen gelagert. Die
Fahrrolle zerlegt jede Bewegung der Unterlage in zwei Kom-
ponenten, wovon die eine parallel zur Achsenrichtung, die
andere senkrecht dazu, d.h. tangential zur Drehrichtung der
Fahrrolle verliuft. Bei tangentialen Bewegungen der Unterlage
wickelt sie sich auf dieser ab, so dass sie die tangentiale Be-
wegung mit grosser Genauigkeit mitmacht. Bei rein axialen
Bewegungen dagegen bleibt sie stehen.

Auf der Achse der Messtrommel bzw. der Fahrrolle sitzt
eine Schnecke, welche die vorderste Ziffer der Messanzeige
auf die Scheibe tibermittelt, wo sie abgelesen wird. Die fol-
genden Ziffern der Messanzeige konnen von der Skala auf
der Messtrommel abgelesen werden. Durch Druck auf den
Nullstellknopf werden alle Skalen auf null zuriickgestellt.

Im Fenster am oberen Teil des Messwerks kann man
jederzeit die Linge des Fahrarmes auf Zehntelsmillimeter
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genau ablesen. Das Messgehduse besitzt ausserdem eine zylin-
drische Offnung fiir die Aufnahme des Kugelkopfes am ange-
winkelten Stift des Polarmes. Fiir die Messung wird dieser da
hineingesteckt, womit das Gerit einsatzbereit ist.

Die Fahrarmlinge l ist der Abstand des Zentrums des Kreis-
leins bis zum Zentrum der zylindrischen Offnung am Messge-
héuse zur Aufnahme des Kugelkopfes.

Die Fahrrolle bleibt bei einer Drehung des Polarmes
immer dann stehen, wenn die Tangente an die Fahrrolle in der
Unterlage durch den Pol P geht. Das ist bei einem bestimm-
ten Winkel o zwischen Fahrarm und Polarm der Fall. Es gibt
mithin einen zu P konzentrischen Kreis, bei welchem, wenn
der Fahrstift der Peripherie des Kreises nachgefiihrt wird, die
Messrolle stehen bleibt. Wir nennen diesen Kreis den dusseren
Nullkreis. Der innere Nullkreis, mit Radius R:, wird vom Be-
rithrungspunkt zwischen Fahrrolle und Unterlage auf dieser

Bild 1.
bereitem Zustand

Gesamtansicht eines Kompensations-Planimeters in betriebs-

— Kugelpol
Nonius des Fahrarmes Polarm
Ablesung: 164,4
i
\\
\ -Feststellschraube Teilung Fahrarm
i w© ({ |
=]
“Mikrometerschraube Fahrlupe
Ablesung: 5693
) ‘ Zahlscheibe ———— L[‘ ‘
Zahlscheibe  Knopf fir  Messtrommel Nonius zur Messtrommel
Nullstellung Messtrommal Nonius — - |
Bild 2. Die Benennung der verschiedenen Teile des Planimeters. Am

Polarm ist (in obiger Darstellung nicht sichtbar) ein Stift mit kugeli-
gem Kopfchen angewinkelt, das im Messgehiiuse steckt, vgl. Bild 1.
Die Feststellschrauben am Messgehiiuse erlauben, die Fahrarmlinge
dem Massstab eines Planes oder einer Karte anzupassen. Die Schraube
am Kugelpol erlaubt, die Polarmlinge zu wiihlen
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beschrieben, wenn der Fahrstift dem dusseren Nullkreis nach-
gefithrt wird. Durch grobe Messung bzw. Schitzung findet
man fiir den Radius R. des dusseren Nullkreises bei der Fahr-
armldnge von 166,5 mm ungefihr 280 mm. Verldngert man den
Polarm um v mm, so dndern sich auch die Nullkreisradien.
Sie betragen dann R. + v bzw. R; + v. Das gibt die Moglich-
keit, den dusseren Nullkreisradius durch passende Einstellung
der Polarmldnge so zu wihlen, dass bei der Messung mit
«Pol innerhalb der zu messenden Figur» die sich ergebende
notwendige Addition am Ende der Messung im Kopf ausge-
fiihrt werden kann. Am Ende dieser Art von Messung muss
ndmlich die Fldche des dusseren Nullkreises zum Messergebnis
addiert werden, wie noch erklart wird.

Parallel zum Fahrarm des Instrumentes verlduft ein nicht
wirklich vorhandener «virtueller» Fahrarm, bestimmt durch
die Verbindungsstrecke vom kugeligen Ende am Stift des
Polarmes bis zur Spitze des Fahrstiftes. Diese Distanz ist die
Fahrarmlinge, welche am oberen Fenster des Messgehiduses
abgelesen werden kann. Man sollte sich ferner davon Rechen-
schaft geben, weshalb man eigentlich richtig messen kann,
wenn die Achse der Fahrrolle nicht in die Verbindungsstrecke
der beiden erwidhnten Punkte fillt, sondern zu ihr nur par-
allel ist. Denkt man sich eine «virtuelle» Fahrrolle mit der
erwiahnten Achse neben der tatsichlich vorhandenen, so wird
sich diese — wegen der Parallelitit der Achse — im gleichen
Sinne und um den gleichen Winkel drehen, wie die tatsich-
liche, womit schliesslich die Ergebnisse, die mit der virtuellen
Rolle gemessen werden, notwendigerweise mit denjenigen
iibereinstimmen, welche die tatsichliche Rolle misst.

Beim Planimetrieren folgt also die Spitze des Fahrstiftes
einer beliebigen vorgeschriebenen Kurve k;. Der Beriihrungs-
punkt der Fahrrolle mit der Unterlage beschreibt eine zweite
Kurve k.. Zu Bild 3 sind zwei Kurven k, und k. gezeichnet.

In Bild 3 ist offenbar das Messgehiduse nicht von Polarm
gefiihrt worden. Zur Kurve k. konnte man leicht eine Kurve
ks konstruieren, welche das Zentrum des kugeligen Endes des
Stiftes am Polarm beschreiben wiirde, falls der Polarm dem
Messgehduse, ohne eine Kraft auszuiiben, folgen wiirde. Den
geometrischen Ort, den dieses Zentrum beschreibt, kann man
bei bekannten Abmessungen des Planimeters aufgrund von
Bild 3 konstruieren, so dass man dort eine Kurve ks hinein-
zeichnen konnte. Ubt der Polarm bzw. der Stift am einen Ende

Kreis oder sogar auf einen Kreisbogen, je nachdem ob mit
der Messweise «Pol innerhalb der zu messenden Figur» bzw.
«Pol ausserhalb der zu messenden Figur» gearbeitet wird.

Dreht sich beim Durchfahren der Kurve k; (Bild 3) die
Messrolle im positiven Sinne, wenn der Fahrarm sich immer
in der gleichen Richtung bewegend in den Stellungen 1, 2,
...h befindet, so dreht sich die Messrolle im negativen Sinne,
wenn der Fahrarm die Stellungen # -+ 1, & + 2...n durch-
lauft. Wenn also die Messanzeige, wie behauptet, die vom
Fahrarm tiberstrichene Flidche angibt, was noch zu beweisen
sein wird, so registriert das Planimeter die Differenz zwischen
der horizontal und vertikal schraffierten Fliche, was auf die
Differenz des Inhaltes von Kurve k, und k. hinauslduft. Wenn
also die virtuelle Messrolle im Messgehduse da angebracht
wire, wo das kugelige Ende des Stiftes vom Polarm eingreift,
so reduziert sich Kurve k. auf einen Kreis bzw. einen Kreis-
bogen. Der Flacheninhalt des Kreises ist durch die Polarm-
lange gegeben. Der Flicheninhalt der Kurve k., im Falle des
Kreisbogens ist null, so dass man in diesem Falle vom Instru-
ment den Inhalt der von der Kurve k, begrenzten Fliche
erhilt.

Bei einer kleinen Bewegung des Fahrstiftes iiberstreicht
der virtuelle Fahrarm eine gewisse Fliche A F (Bild 4).

Wihrend der Fahrstift von B; bis B, lduft, geht die Fahr-
rolle von A; nach A4,. Die Fliche A F kann gendhert darge-
stellt werden durch ein Rechteck der Hohe A / und der Léinge
[ und einen Kreissektor mit Radius / und Zentrierwinkel A o.
Ruft man sich in Erinnerung, dass die Achse der Fahrrolle
parallel zur Seite 4: B, verlduft, so wickelt sie auf der Unter-
lage gerade die Lange A / ab. Angelangt im Punkte A4,” bzw.
beim Fahrstift in By, verschiebe man den Fahrarm in sich
selber, bis sich die Fahrrolle im Punkte A4, befindet. Bei dieser
axialen Verschiebung dreht sie sich iiberhaupt nicht. Sie
bleibt auch stehen, wenn der Fahrstift von B:” nach B, fihrt.
Wenn A F gegen O strebt, so streben offenbar auch A 4 und
A ¢ nach 0. Der Punkt B:” bzw. B, kommt der Kurve um so
niher, je kleiner A bzw. A ¢, d.h. A F wird. Die Linge des
Fahrarmes ist bekannt. Daher kann man A F berechnen:

(1) AF:AII-I+/-$

seine Kraft auf das Messgehiuse aus, indem der Pol an Ort =Ahl+ [zi
und Stelle bleibt, so reduziert sich die Kurve k; auf einen 2
Links:
Bild 3. Vorgegebene Kurve ki, welche die
Spitze des Fahrstiftes beschreibt und Kurve
ka2, welche der Berithrungspunkt der Fahr-
rolle auf der Unterlage beschreibt, sowie ver-
schiedene Stellungen des Fahrarmes, gekenn- 31" B
zeichnet durch die Ziffern 1,2, 3, ...n, ...n B 2 k1
1~
1 8
Ah
alYf
k3
Rechts A
Bild 4. Zerlegung ciner Fliche A F, wenn 4 2
der Fahrstift auf der Kurve ki vom Punkt A A{
By und Punkt B; geht 1
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Die gesamte vom Fahrarm iiberstrichene Flache wird
damit

A
) F:S(Ah-l»{-lz—;)

oder, wenn man lieber will,
. Ag
(3) F:]ln1z(Ah'/+[2—2—)

Ah—0

A
= limd E AR & 121imST(P.

Ah—0

Vom Planimeter wird, wiederholen wir es, nur der erste
Summand der in der Ergebnisanzeige erscheint, registriert.
Fiir den verbleibenden Summanden miissen wir zwei Fille
unterscheiden:

1.) Pol innerhalb der zu messenden Figur
2.) Pol ausserhalb der zu messenden Figur.

Die Summe Y A ¢ ist offensichtlich der Unterschied des
Winkels in der Endlage gegen jenen in der Anfangslage. Im
Falle 1 ist dies der Winkel 2 =, im Falle 2 ist es der Winkel 0.

Man erhilt also im Falle 1
F=IlimIXAh+ =P

und im Falle 2
F=1lm/XAh,

wobei das Planimeter den ersten Summanden anzeigt:
1. F = Anzeige + © [?
2 F = Anzeige.

Bei geeigneter Eichung der Messrolle zeigt also das Plani-
meter — wenn der Pol ausserhalb der zu messenden Figur liegt —
unmittelbar die Fliche F an.

Nach dem, was bereits erklart wurde, ist — um das rich-
tige Ergebnis zu erhalten — zu der Fléche F der von der Kurve
ks eingeschlossene Flicheninhalt zu addieren. Bezeichnet man
die Polarmlinge mit p, so betrigt der von der Kurve ks um-
schlossene Flicheninhalt = p2.

Damit wird im Falle 1

F = Anzeige + =+ [* + © p?
= Anzeige + = (/> + p?)

Beim Umtahren des dusseren Nullkreises mit dem Fahr-
stift schliesst der Fahrarm mit der Ebene durch die virtuelle
Fahrrolle (im Zentrum des kugeligen Endes am Polarm) einen
rechten Winkel ein. Daher ist wegen des Satzes von Pytha-
goras

p?* + > = Rd?
F = Anzeige + = Rda?
F = Anzeige -+ Fliche des dusseren Nullkreises.

Adresse des Verfassers: Robert Zwahien, dipl. Math."ETH, Otten-
bergstrasse 48, 8049 Ziirich.

Schweizerische Strahlflugzeuge und Strahltriebwerke

Von Georges Bridel, Luzern und Zirich

6. Teil: Triebwerkprojekte von Escher Wyss

Von den Arbeiten der Firma Escher Wyss auf dem flug-
technischen Gebiet ist in der Offentlichkeit vor allem die Ent-
wicklung leistungsfahiger Verstellpropeller bekannt. Im Jahre
1936 wurde in der Forschungsabteilung dieser Firma der erste
auch zur Bremsung bei der Landung verwendbare Verstell-
propeller der Welt fiir das Kampfflugzeug C-36 des Flugzeug-
werkes Emmen entwickelt [11].

In der Anfangsphase der Entwicklung schweizerischer
Strahlflugzeuge war Escher Wyss jedoch auch massgeblich
mit der Erarbeitung von Vorschldgen fiir Zweistromtriebwerke
beschiftigt. Ausserdem wurden Projekte fiir Antriebsanlagen
von verschiedenen, auch zivilen Flugzeugentwicklungen unter-
breitet. Alle diese Studien wurden von der Escher-Wyss-
Forschungsabteilung durchgefiihrt, deren Leiter Dr. C. Keller
war. Entsprechend der Erfahrung und der Tradition des
Werkes wurden im allgemeinen fortschrittliche Projekte vor-
geschlagen.

Eine interessante Begebenheit darf einleitend nicht uner-
wiihnt bleiben: Am 25. April 1945 landete in Diibendorf ein
deutsches Strahlflugzeug vom Typ Messerschmitt Me-262.
Die neuartige Maschine versetzte die militdrischen Fachleute
in nicht geringes Erstaunen; in der Industrie und Hochschule
war dieses Erstaunen jedoch weniger gross, waren doch ent-
sprechende Projekte bereits seit lingerer Zeit in Bearbeitung.
Zudem war die Moglichkeit der Verwendung des offenen Gas-
turbinenprozesses als Flugzeugantrieb schon vor dem Krieg
bekannt [12].
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Fortsetzung von H. 10, 1977, S. 140, und Schluss

Im Auftrage der KTA wurde in den Versuchswerkstdtten
von Escher Wyss gemeinsam mit den Firmen BBC und Sulzer
eines der Triebwerke des Typs Junkers Jumo-004 eingehend
untersucht. Dabei gewannen die Firmen Einblick in verschie-
dene, neuartige Techniken; auch konnte ein Vergleich mit den
damaligen in der Schweiz laufenden Arbeiten hergestellt wer-
den. Der Vergleich der Axialverdichter zum Beispiel zeigte,
dass unsere bisherigen Entwicklungen den auslidndischen teil-
weise liberlegen waren.

Da der Bau von leistungsfihigen Verdichter- und Tur-
binenstufen ein wesentliches Element fiir Strahltriebwerke dar-
stellt, kann nochmals auf die verhiltnisméssig giinstigen Be-
dingungen fiir die Entwicklung derartiger Antriebe in der
Schweiz hingewiesen werden. Betreffend Axial-Turbomaschi-
nen sind wesentliche Elemente der Theorie in der Schweiz ent-
wickelt worden (vgl. beispielsweise die Dissertation von Dr.
C. Keller).

Die Arbeiten in der Forschungsabteilung von Escher Wyss
betrafen im wesentlichen die folgenden Projekte:

_ Strahltriebwerk mit Verbrennungsmotor (System Campini)

— Untersuchung verschiedener Kreisprozesse fiir Strahltrieb-
werke (normaler Einstrom-Prozess, Prozess mit intermittie-
render Verbrennung, Prozesse mit Wirmeaustausch usw.).

— Strahltriebwerkanlage fiir mehrmotorige Flugzeuge (&hn-
liches System wie beim fritheren N-20-Antrieb A)

~ Allgemeiner Vorschlag fiir das Zweistromtriecbwerk EW
(Antrieb N-11)

— 10000-PS-Propellerturbinentriebwerk

— Turboliner, Vorschlag fiir ein Verkehrsflugzeug.
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