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Note sur l'effet Shanley

Par Francois Frey, Liége

Le comportement exact des barres métalliques flambant par
bifurcation de [I’équilibre et flexion plane dans le domaine
plastique a été mis a jour par le Professeur F. R. Shanley en 1946.
Le présent article rappelle briévement les contributions aux
connaissances de ce phénomeéne et illustre de maniére concréte
la réalité de ce qu’on appelle aujourd’hui «’effet Shanley».

1. Introduction

On analyse dans cet article certains cas fondamentaux de
flambement par flexion plane des barres, présentant ou non
une imperfection géométrique initiale de 1’axe (défaut de
rectitude). Le matériau obéit 4 une loi contrainte — déformation
¢lasto-plastique quelconque (métaux tels que I’acier, I’alu-
minium, etc). On se base sur la théorie classique des poutres
droites (petites déformations, hypothése de Bernoulli).

Le but du présent article est de rappeler, illustrer et, par
suite, confirmer les théories du Professeur F. R. Shanley sur le
flambement plastique des barres par bifurcation de I’équilibre.
Par des méthodes numériques classiques, il est en effet possible
de simuler sur ordinateur le phénomeéne réel du flambement et
d’observer, de ce fait, «l’effet Shanley».

2. Flambement des barres

Dans les pieces réelles, le flambement est un phénomene
de flexion composée, dans lequel on doit tenir compte des
déplacements de la barre pour calculer les moments. Ce sont
les imperfections géométriques inévitables de la piéce (courbure
de I'axe) qui provoquent le phénomeéne d’instabilité. Au fur et
a mesure que la charge augmente, les déplacements transver-
saux croissent, et ce d'une maniere toujours plus accentuée
quand la charge atteint la charge de ruine de la barre, appelée
charge critique. Ce phénomene s’appelle flambement par
divergence.

Pour I’analyser mathématiquement, on se référe souvent a
une piece dite parfaite ou idéale, c’est-a-dire ne présentant
aucune imperfection. La théorie montre que cette piéce reste
rectiligne jusqu’a ce que la charge atteigne une valeur déter-
minée, a partir de laquelle la piece se courbe brusquement et
s’effondre sous une charge appelée également charge critique.
Ce phénomeéne théorique se nomme flambement par bifurcation.

3. Calcul des charges critiques

La charge critique de flambement par divergence ou par
bifurcation d’une barre donnée peut étre calculée en résolvant
les équations gouvernant le flambement de cette barre soit
analytiquement, soit numériquement.

La résolution numérique, employant ordinairement les
différences finies, est toujours possible, quelle que soit la
complexité des imperfections de la barre (imperfections
structurales ou géométriques); elle a été employée abondam-
ment dans les travaux de la CECM!) et du CIDA?) pour éta-
blir les courbes de flambement de diverses colonnes métal-
liques industrielles [3] [4] [5], ainsi que dans de nombreuses
recherches américaines traitant du méme sujet [6].

La résolution analytique se heurte a des difficultés mathé-
matiques rapidement insurmontables dés que I’on sort du cas
¢lémentaire de la piece parfaite flambant dans le domaine
¢élastique. 11 n’existe de formules explicites ni pour le flambe-
ment par divergence, ni pour le flambement par bifurcation
dans le domaine plastique; cela est di au caractére essentielle-

1) CECM: Convention européenne de la construction métallique

?) CIDA: Centre international de développement de I'aluminium
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ment aléatoire de facteurs aussi nombreux que divers, comme
par exemple la forme de la section droite, la loi contrainte —
déformation (o, €) du matériau, les contraintes résiduelles
la dispersion de la limite élastique, la forme de I’axe de la piece,
les tolérances de laminage ou de fabrication, etc.

4. Piéces parfaites et «effet Shanley» [7] [8]

La charge critique de flambement dans le domaine élastique
linéaire est connue grace a Euler depuis 1744 et est exprimée par
la formule

(1) Pruter = w2 EI/L2

ou E est le module d’élasticité linéaire ( Young),
I Tinertie correspondant au plan de flambement,
L la longueur de flambement de la barre.

La charge critique de flambement dans le domaine plastique
n’est pas exprimable mathématiquement; ce phénoméne de
flambement n’a été expliqué correctement qu’en 1947 par
Shanley [2]. L’évolution des connaissances dans ce domaine fut
la suivante:

Engesser proposa, en 1889, la formule dite du module
d’élasticité tangent:

(2) PEng = ‘772 Fy I/L2

Cette formule est établie de la méme maniére que celle
d’Euler, mais en se plagant simplement dans la zone plastique
de la loi contrainte — déformation (o, ¢) du matériau. En un
point caractérisé par I’ordonnée o, (contrainte critique = charge
critique divisée par I'aire de la section), on peut définir le
module d’élasticité tangent E; par la relation E: = do/de
(figure 1).

On sait que la formule (2) est fausse parce qu’elle ne tient
pas compte du déchargement élastique des fibres au cours de
la flexion, caractérisé par la droite d (figure 1). Ce phénomeéne
augmente la résistance de la piece, de sorte que la vraie charge
critique est supérieure a Peng.

Engesser d’abord (1895) et von Kdrmdn ensuite (1908-1910)
tentérent de corriger cette erreur. Ils aboutirent a la conclu-
sion qu’il fallait introduire un module d’élasticité réduit E;,
tenant compte simultanément de E (déchargement élastique)
et E, et fonction de la forme de la section droite. Appliquant
ensuite la théorie d’Euler, ils ont obtenu la formule

(3) PEng-vK = w2 Ey I/Ll

Comme E; est toujours plus grand que Ei, cette charge
critique est supérieure a celle d’Engesser.

Cette formule est également fausse, comme I’a montré
Shanley en 1946 [1] [2]. En effet, pour dépasser la charge
critique d’Engesser, il faut que le module d’élasticité soit plus
grand que E;, ce qui ne peut se produire que si une partie de la
section transversale est déchargée, c’est-a-dire si les contraintes
y diminuent. Or, ce fait signifie que la colonne commence a
fléchir avant que ne soit atteinte la charge critique d’Engesser —
von Karman; cela est en contradiction directe avec I’établisse-
ment de la formule (3), qui est basé sur la méthode d’Euler et
suppose que la barre ne fléchit qu’aprés avoir atteint la charge
critique.

La formule du module d’élasticité réduit surestime donc
la charge critique.

En conclusion de ses travaux, Shanley a montré que, pour
une barre idéale flambant dans le domaine plastique:
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a) la charge d’Engesser (formule (2) ci-avant) est la charge
maximum pour laquelle la colonne n’a qu’une configuration
d’équilibre, celle rectiligne, non fléchie;

b) au-dela de cette valeur, la colonne se met a fléchir, mais
la charge augmente encore légérement, tandis que certaines
fibres se déchargent. C’est ce phénomeéne physique que I'on
appelle effet Shanley;

¢) la charge d’Engesser — von Karman (formule (3) ci-
avant) est une limite supérieure de la charge critique réelle, qui
ne peut jamais étre atteinte;

d) en général, la vraie charge critique ne sera que peu
supérieure a celle d’Engesser, a cause de la décroissance rapide
du module d’élasticité tangent au fur et & mesure que les con-
traintes augmentent.

C’est pourquoi on admet que la formule (2) représente la
charge critique de flambement des piéces idéales dans le do-
maine plastique, et on lui donne le nom de formule d’Engesser-
Shanley:

(4) PEng-Shanley = 12 Et I/Lz

5. Mesure de ’effet Shanley

La charge critique P d’une barre parfaite flambant dans le
domaine plastique obéit a I'inéquation

©)

Peng < P < PEngva

Comme mesure de I’effet Shanley, on peut choisir le taux
d’accroissement de P par rapport & Peng; SOit 7 ce taux; il vaut:

(6) 1= 100 (P — PEng)/PEng

1l n’y a évidemment pas d’expression mathématique ex-
plicite pour ¢. Cependant, I’effet Shanley et son intensité ont été
observés:

a) expérimentalement, lors d’essais de laboratoire tres
S0igneés;

b) numériquement, lors de calculs de simulation du flam-
bement par ordinateur.

Or, dans les deux cas, il s’agissait du phénomene de flam-
bement par divergence; ’effet Shanley a donc lieu méme dans
ce type de flambement, lorsque les imperfections initiales sont
trés petites.

Enfin, ¢ peut étre calculé numériquement dans le cas du
flambement par bifurcation.

6. Résultats numériques relatifs a I’effet Shanley

Les résultats qui suivent ont été obtenus parallelement a
une étude portant sur le flambement de barres en aluminium [5].
La méthode numérique employée pour calculer la charge

Le matériau envisagé (aluminium) est caractérisé par sa
loi contrainte — déformation (o, €) (fig. 1); pratiquement, cette
loi est déduite d’essais de compression sur trongons courts [5],
et représente, par suite, le comportement global du matériau
en compression. Cette courbe (o, ) peut étre traduite mathé-
matiquement par la loi suivante (type Ramberg-Osgood):

(7)  e=0/E+ (o/B)"
Cette loi est entierement définie par les trois parametres
E, B et n qui ont la signification suivante:

E est le module d"Young a I’'origine,

n est le parametre d’écrouissage,

B est lié a la limite élastique o. a 0,002 par la formule [5]
0. = B.0,002 1", qui permet d’écrire la loi (7) sous la forme
plus classique

e = a/E+ 0,002 (d/o.)"

En dérivant I’équation (7), on obtient I’expression du
module d’élasticité tangent E: = do/d=:

(8) E:= E/(1 + nEsn-1/B")

En exprimant la formule (4) en contrainte critique, on ob-
tient:

(4a) oc = w2 E/N?

ou » = L/i est I’élancement.

En éliminant E: entre (8) et (4a), on trouve 1’équation de
la courbe (¢, 2) donnant la contrainte critique de flambement
par bifurcation, en fonction de I’élancement. Cette équation,
qui peut s’écrire

9  oe/E + n(se/B)* —n*x* =0

est d’ailleurs valable aussi bien dans le domaine élastique que
plastique, parce que la loi (o, ) donnée par (7) I’est aussi.

Deux alliages d’aluminium, notés Al et A2, a caractéris-
tiques mécaniques nettement différentes, ont été envisagés:

Al: alliage du type aluminium-magnésium (alliage fran-
gais AG4MC «Duralinox»);

A2: alliage du type aluminium-zinc-magnésium (alliage
belge Al Zn Mg 1).

Les courbes (o, £) correspondantes sont définies par les
valeurs moyennes suivantes:

Al: E =1717,11 t/cm? A2y El"=735,67 tjcm?
B = 3,489 t/cm? B = 4,128 t/cm?
n = 8,00 i —=-aB85,78
ce = 1,604 t/cm? ce = 3,470 t/cm?

critique d'une quelconque colonne est décrite dans 'une des Ces courbes, ol o, est la limite ¢lastique a 0,2 9, sont re-
références [4] ou [5]. présentées aux figures 2 et 3.

6 (1/em?) 6 (tfem?)

— | /
15 s V4
lo/ 6—€ du loi 0-€ du
e _matériau A1 ’ materiau A2
J Vi
£ 0010 £ qgorno

Figurel. Courbe (v, ¢) et module Figure 2. Courbe (o, £) du maté- Figure 3. Courbe (o, &) du maté-
tangent riau Al riau A2
756 Schweizerische Bauzeitung - 91. Jahrgang Heft 31 - 2, August 1973




anley

/ Engesser — Shanley — Euler

r;,/L = 1/500 />>

\
N

1/1000 \
\,
1/2000 \ N
\
N
\\
N,
R
0,5 NS
i AN
Matériau A7 S
X
Y
__.._H_A_ Ry
L7140 x140 x 10 x 10
o 1 1 1
o 20 40 60 &0 100 120 A 140

Figure 4. Courbes de flambement (matériau Al)

Les sections droites des barres étudiées sont identiques
a celles employées dans la recherche décrite en [5], 4 savoir:

Al: section en double-té flambant autour de I’axe d’inertie
minimum (hauteur du profil et largeur de ’aile: 140 mm; épais-
seur des parois: 10 mm);

A2: section tubulaire circulaire (diamétre extérieur:

95 mm; épaisseur de la paroi: 4 mm).

Dans chaque cas, on a calculé les courbes de flambement
suivantes:

— la courbe théorique de flambement par bifurcation,
donnée par I’équation (9);

— diverses courbes de flambement par divergence; elles
sont obtenues a partir d’une barre présentant une imperfection
géométrique de I’axe, ce dernier ayant initialement la forme d’un
arc de sinusoide; I'intensité de I'imperfection est caractérisée

P =
Eng-Shanley
I~
/‘—2‘ =59,62 14

déformée |
initiale
fo sinmxlL

Figure 6, a droite.

10 £ (mm)
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Figure 5, a gauche. Courbes fleche-charge
(matériau Al; élancement 30)

Courbes fleche-charge
(matériau Al; élancement 40)

par le rapport f,/L de la fleche initiale au centre de la barre, f;,
a sa longueur, L;

— la courbe réelle de flambement par bifurcation, dans
le domaine plastique, caractérisant I'importance de I’effet
Shanley.

La courbe donnée par I’équation (9) est directement tabu-
lée, tandis que les autres sont obtenues point par point, en
résolvant numériquement sur ordinateur les équations diffé-
rentielles du probléme, par différences finies et par approxima-
tions successives. De ce fait, cette résolution fournit le com-
portement de la colonne tout au long de son chargement; en
particulier, on obtient 1’évolution compléte des déformations
(fleches, courbures, ¢, ...) et des contraintes.

6.1 Résultats du profil 1 et matériau Al

La figure 4 représente les courbes de flambement annon-
cées. On constate que l’effet Shanley est bien marqué; méme
dans le cas du flambement par divergence (fo/L = 1/500,
1/1000, 1/2000), la contrainte critique devient supérieure a
celle d’Engesser-Shanley dans la zone des petits élancements.

Les figures 5 et 6 montrent la partie supérieure des courbes
«fleche-charge» pour les élancements 30 et 40. On observe que
la charge critique d’Engesser-Shanley est rapidement dépassée,
et qu’au fur et a mesure que I'imperfection fo/L décroit, les
courbes tendent progressivement vers la courbe limite fo/L = 0.
Il est donc clair que I’effet Shanley se développe également dans
le phénomeéne du flambement par divergence.

Les figures 7 et 8 illustrent la variation des contraintes nor-
males dans la section médiane des colonnes d’élancements 30
et 40. On remarque que, comme I’avait prévu Shanley, une fois
la charge Peng-snantey dépassée, une petite zone de la section
droite est aussitot déchargée élastiquement, tandis que la
colonne fléchit et que la charge augmente Iégérement.

La mesure ¢ de I'effet Shanley est donnée numériquement
au tableau 1 suivant et graphiquement a la figure 9. Cette
figure montre que 7 croit constamment lorsque ’élancement
diminue, ce qui ne correspond pas aux résultats trouvés par
Batterman et Johnston [6].

Enfin, pour ce matériau, Ueffet Shanley peut étre consi-
déré comme trés marqué.

6.2 Résultats du profil tube et matériau A2

La figure 10 montre les diverses courbes de flambement.
A T’inverse du matériau précédent, I’effet Shanley est beaucoup

P =
Eng-Shanley

=54,40/
([T i._

f (mm)
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& (1fem?)
—2

=15

o (lfem?)
_2 ‘

PEng—Shan/ey L
54,401

=15

570 -
\\ "‘Q\_// //
\ \s71max”
\ 570
-05 Figure 7, 2 gauche. Répartition des contrain- -3 ! f T
tes dans la section médiane (matériau Al; élan- “"'_'lm R ol A=40
cement 30) | I :
I
9, |
Figure 8, a droite. Répartition des contraintes i ]
o dans la section médiane (matériau Al; élance- 0 Ll
ment 40) l[< 140 ol
|

moins marqué. Cela provient essentiellement de la courbe
(o, €) qui, ici, présente une transition du domaine élastique au
domaine plastique nettement plus brutale. On reviendra sur ce
point & la remarque 6.3 ci-apres.

La figure 11 montre le haut des courbes fleche — charge pour
le cas de I’élancement 20.

L’importance de I’effet Shanley est donnée numériquement
au tableau 2. Elle est insignifiante par rapport au matériau Al,
mais comme lui, augmente lorsque I’élancement diminue. La
figure 12 en donne la représentation graphique.

6.3 Remarque
11 est évident que I'intensité de I’effet Shanley est d’autant
moins marquée que le diagramme (o, €) du matériau présente:
— une transition rapide du domaine élastique au domaine
plastique, marquée par un coude local entre la droite de Hooke
et la zone des grands allongements,

Terit (1em?)
4

T |
\\ effet 5/70/7‘/9)'
1

AN

|
[
|

ETAN

aluminium A1

o | | |
0 20 40 60

£Engesser-

60 100 A

Figure 9. Mesure ¢ en % de

I'effet Shanley (matériau Al)
2
1
Matériau A2
Ofube 95 x4
Figure 10. Courbes de flambe-
o o L L
ment (matériau A2) 0 20 0 60 A 60
758

— une courbe (o, £), dans la zone des grands allongements,
peu inclinée sur 1’horizontale.

C’est précisément le cas du matériau A2 par rapport au
matériau Al.

A la limite, si le diagramme (o, ¢) peut étre idéalisé par
deux droites ¢ = Ezet o oe (fig. 13), il ne peut plus se dé-
velopper d’effet Shanley, puisque la charge critique d’Engesser
correspond 2 la plastification compléte de la section et est, de ce
fait, la charge maximum qui puisse étre appliquée a la colonne.

7. Conclusion

Le présent article avait simplement pour but d’illustrer et
de confirmer I’exactitude des conclusions du Professeur F.R.
Shanley relatives au flambement plan des barres par bifurca-
tion de I’équilibre, dans le domaine plastique.

De maniére complémentaire, il est confirmé que Ieffet
Shanley est faible (quelques pour cent), qu’il dépend essentiel-

Tableau 1. Mesure de l'effet Shanley (¢t en %) pour le profil |
et le matériau A1

Elancement  Ggng-Shantey Contrainte critique réelle t

A t/cm? t/ecm? %

20 1,673 1,796 6,88

30 1,491 1,583 5,82

40 1,360 1,429 4,80

60 1,152 1,189 3,08

80 0,943 0,957 1,56

90 0,820 0,825 0,60
Tableau 2. Mesure de |'effet Shanley (ten %) pour le profil tu-

bulaire circulaire et le matériau A2

Elancement  Sgng-Shantey Contrainte critique réelle t

/s t/cm? t/em? %

10 3,496 3,527 0,884
15 3,412 3,440 0,819
20 3,349 3,374 0,750
30 3,245 3,266 0,623
40 3,135 3,151 0,492
45 3,052 3,064 0,400
47,5 2,983 2,991 0,286
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Figure 11. Courbes fleche-charge (matériau

A2; élancement 20)

lement de la forme de la loi contrainte — déformation (s, =) du
matériau, et qu’il se produit aussi dans le flambement par di-
vergence.
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Das erste Kernkraftwerk Osterreichs

Am 22. Mirz 1971 beschlossen die Gesellschafter der
Gemeinschafts-Kernkraftwerk Tullnerfeld GmbH (GKT) die
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fir die Steuerstdbe. Ein Sicherheitsbehilter, der den Reaktor
umschliesst (Bild 2), hat die Aufgabe, bei Kiihlmittelverlust
ausserhalb des Sicherheitsbehilters das Austreten von Aktivi-
tdten zu begrenzen, bei Verlusten innerhalb des Behdlters das
Freisetzen von Aktivititen an die Umwelt zu verhindern.

1.1 Der Kiihlmittelumlauf im Realktor

Das Kiihlmittel tritt durch die Speisewasserstutzen und
den Speisewasserverteiler mit etwa 215°C in den ringformigen
Saugraum der sechs internen Axialpumpen ein, die es unter
die untere Gitterplatte fordern. Von hier gelangt es durch die
blendenférmigen Brennelementfiisse in die von einem recht-
eckigen Kasten umgebenen Brennelemente, in welchen an
den Oberflichen der Brennstoffstibe die teilweise Verdamp-
fung stattfindet und am Kernaustritt ein mittlerer Dampf-
blasengehalt von 67 Vol.-9% erreicht wird. Anschliessend
trennen Zyklone (Fliechkraftwasserabscheider) das Wasser vom
Dampf, so dass dieser oben mit einer Restfeuchte von 109
austritt. Das ausgeschiedene Wasser vermischt sich im ring-
formigen Raum mit dem eintretenden Speisewasser; der
Dampf durchstromt den Dampftrockner, den er mit einer
Restfeuchte von etwa 1,19 verldsst. Nachher tritt er iiber als
Kurzventuridiisen wirkende Durchflussbegrenzer in vier
Frischdampfleitungen hintiber. Die Begrenzer kommen bei
Bruch einer Frischdampfleitung zur Wirkung, indem sie die
ausstromende Dampfmenge auf das Doppelte der Normal-
menge begrenzen.
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