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91. Jahrgang Heft 24

HERAUSGEGEBEN VON DER VERLAGS-AKTIENGESELLSCHAFT DER

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

AKADEMISCHEN

14.Juni 1973

TECHNISCHEN VEREINE, 8021 ZzURICH, POSTFACH 830

Umrechnung konischer (und zylindrischer) Schnitte von verstellbaren

Turbomaschinen-Schaufeln auf ebene Schnitte und umgekehrt

Von René Flatt, dipl. Ing. EPFL, Chavannes-prés-Renens

Beim Entwurf der Schaufelung von Turbomaschinen axia-
ler (oder halb-axialer) Bauart sowie bei der Auswertung von
stromungstechnischen Versuchsergebnissen sind konische Schau-
felschnitte von besonderem Interesse. Fiir die Herstellung von
Schaufeln hingegen werden meistens ebene, parallel zueinander
stehende Schnitte bendtigt. Fiir die damit verbundene Umrech-
nung («konisch-eben») der Schaufelgeometrie wird ein Rech-
nungsverfahren vorgeschlagen, in welchem der Begriff « Tangen-
tenband» vorkommt. Dieses Verfahren ist umkehrbar und Iisst
sich deshalb auch bei der Umrechnung «eben-konisch» anwenden.
Ein solcher Fall tritt bei der Berechnung des Betriebsverhaltens
einer vorgegebenen oder projektierten Schaufelung (mit oder
ohne verstellbaren Schaufeln) auf.

1. Einleitung

Beim Entwurf der Schaufelung einer Turbomaschine axia-
ler (oder halbaxialer) Bauart, sowie bei der Auswertung von
stromungstechnischenVersuchsergebnissen sind konische Schau-
felschnitte von besonderem Interesse, da sie der (in Umfangs-
richtung gemittelten) Stromung verhdltnisméssig gut angepasst
werden konnen. Ausserdem sind konische Schaufelschnitte ab-
wickelbar und lassen sich mittels konformer Abbildung in ein
ebenes, zweidimensionales «Vergleichsgitter» umrechnen.

Fiir die Herstellung von Schaufeln hingegen werden meis-
tens ebene Schnitte verwendet, die senkrecht zur «Schaufel-
achse» (einer zur Maschinenachse beliebig orientierten Gera-
den) liegen. Man bendétigt also eine Umrechnung der Schaufel-
geometrie (Schaufelkontur; Tangenten zu den «iquivalenten
Mittellinien» ldngs der Ein- und Austrittskanten) von koni-
schen Schnitten auf ebene. Die entgegengesetzte Umrechnung
(ebene auf konische Schnitte) wird bei der Berechnung einer
Stufen- oder Maschinencharakteristik verwendet. Fiir verstell-
bare Schaufeln wird eine Drehung um die Schaufelachse mit-
einbezogen. Zylindrische Schnitte werden als Grenzfille koni-
scher Schnitte mitberiicksichtigt.

a
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c
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Schaufelelement
= Mittellinie

Bild I (links).

Kartesisches Koordinatensystem
Ei(x,y), konforme Abbildung von Bild 2

DK 62—135:62-253.5

Die vorgeschlagene Umrechnungsmethode ist ein nume-
risches Verfahren, das sich auf beliebige Schaufelformen
(namentlich auch Schaufeln mit grossen Sehnenlidngen wie zum
Beispiel solche fiir Kaplanturbinen) anwenden ldsst. Falls die
Form oder der Staffelungswinkel der Schaufelelemente stark
mit dem relativen Nabenabstand variieren, muss die Anzahl
Schaufelschnitte entsprechend hoch gew#hlt werden.

Will man einer Bemessung bestimmte Profiltypen (wie
zum Beispiel NACA-, Doppelkreisbogen- oder Mehrkreis-
bogen-Profile) zugrunde legen, wird empfohlen, diese im ebenen
kartesischen Koordinatensystem E, (x, y) (siche Abschnitt 2,
Bild 1) festzusetzen.

Bei vielen mathematisch bestimmten Profilen wird auch
eine (von der geometrischen Mittellinie abweichende) sog.
«dquivalente Mittellinie» angegeben. (Diese sollte gleichfalls im
Koordinatensystem E, (x, y) bestimmt werden.) Deren Haupt-
zweck besteht darin, an den Ein- bzw. Austrittskanten je eine
einfache und sinnvolle Referenzrichtung (y, bzw. v,) festzu-
legen (Bilder 1 und 2). Anhand dieser Grossen konnen der
Kriimmungswinkel (Ay = vy, —v,) und der Staffelungswinkel
(v = 14 [y, + v.]) berechnet werden. Die Winkel v, und v,
dienen ebenfalls der Festlegung der Winkeliibertreibung (der
Stromung):

B, =P, — v bzw. 3B, = B, — 1,

(mit B, bzw. B, = Stromungswinkel am Ein- bzw. Austritt).

Die genaue Beschreibung der Schaufelgeometrie umfasst
im wesentlichen drei Arten von Angaben:

a) Die Art und Lage der Schnittflichen

b) Die Schaufelkontur in diesen Schnittflichen, wobei diese
Kontur direkt durch eine Serie von Punkten oder mittels deren
mathematischen Formulierung (die meistens von sog. «Schau-
felparametern» ausgeht) angegeben werden kann

e
n

> *\Vl Slglioue Bild 2 (rechts). Polares Koordinatensystem Ea(R,),
Tangente an (Gquivalente) Mittellinie Abwicklung des konischen Schnittes von Bild 3 2
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¢) Die Tangenten an die «dquivalenten Mittellinien» ldngs den
Ein- und Austrittskanten

2. Beschreibung der verschiedenen Koordinatensysteme

Um die Lage der korrespondierenden Punkte in den ko-
nischen Schnitten, deren Abwicklungen und den zugeordneten
konformen Abbildungen zu ermitteln, werden die drei Koordi-
natensysteme E, (x, »), E, (R, ¢) und E; (z, r, ®) (Bilder 1 bis 3)
eingefiihrt. Die Koordinatensysteme E, (z, p, q), Es (z', p’, q")
und E; (27, p”, q”) (Bilder 4 bis 6) dienen zur Beschreibung der
ebenen Schnitte.

3. Koordinatentransformation

3.1 Konforme Abbildung des Kreisausschnittes von E, (Bild 2)
auf E, (Bild 1)

Zwischen x und ¢ besteht eine Proportionalitét:

XB
M x— (—) .
B
Bei einer konformen Abbildung miissen sich unendlich
kleine Quadrate gleichfalls in unendlich kleine Quadrate trans-
formieren. Folglich muss gelten:
dy  dR

dx  Rdy xs\ dR
dy = (—)—

XB

Aus(1)dx = (—) dop
?B

oder nach Integration

4 XB R
2 r=|—|1In|—
® y=(2) ( =
3.2 Ubergang von E, (Bild 1) auf E, (Bild 3)

Nachfolgend sollen die Grossen R und ¢ (Bild 2) in den
Beziehungen (1) und (2) durch die Grossen r und © (Bilder 3
und 4) ersetzt werden. m und n (Bild 2) sind orthogonale Lin-
genkoordinaten. Insbesondere gilt fiir » = konst

m = Reg
m = r@®%)

*) aus Bild 4

r

R

3) O =siny - O

Ausserdem folgt aus Bild 3 (dhnliche Dreiecke)

R r
4 —
) R4 ra

Fiir den Koeffizienten xs/¢s von (1) und (2) folgt aus (3)

578

Zylindrisches Koordina-
tensystem Es (z, r, ®), konische Schnitte

Kartesisches Koordina-
tensystem Es (z, p, q)

parallele Projektionen

pﬁp’

® -t

9B :SITK!J - Op
Gln. (1), (3) und (5) ergeben

(6a) x=’(;—’;®

Gln. (2), (4) und (5) ergeben

xs 1 r
6b) y=——
( ) 4 Op sim}; n r4

GI. (6b) versagt im Fall ¢ < 1. Deshalb sei hierfiir eine
Niherungsformel angegeben:

I =——="14 ¥F—Fra
In (1 S ) ( )
- XB ra XB ra

y=" . o~
®Op siny Op [(r—ra
Z—Z4

(D) = = (—xa—) (z—z4) giiltig fiir ¢ < 1.

ra Op

Die Beziehungen (6) konnen natiirlich auch umgekehrt
werden:

(83) 0 = —‘“(XB/QEY X

) s
(8b) r =raexp l(—)—(ﬂ - ) y]
Op sing

Den Zusammenhang mit der zylindrischen Koordinate z
erhilt man tiber den Referenzpunkt A (z4, ra, ©.4):

r—ra ra(rfra—1)
tgy = = _iE

Z2=—2Z4 Z—ZA

XB 1 =l {
( @p siny ) e WF
Ahnlich wie (6b) versagt auch (8¢c) im Fall ¢ < 1. Die fiir
diesen Bereich giiltige Ndherungsformel wird aus (7) gewonnen:

wovon mit (8b)

=
©) zoeza+ ( i ) v giltig fiir ¢ < 1
ra®p
3.3 Ubergang von E, (Bild 3) auf E, (Bild 4)
= rcos®
(10a) ! .
q = rsin®
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p; Schaufelachse

ebene
Schnitte ;

A
=

Bild 5. Kartesisches Koordinatensystem Bild 6.

Es (2, p’, q'), ebene Schnitte (senkrecht zur
Schaufelachse p)

und umgekehrt

(towy © =Wt
© = arc tg (9/p)
3.4 Ubergang von E, (Bild 4) auf E (Bild 5)

£

z’ = z cose + psine
(11a) p’ = —z sine + p cose
9 =q—A4q
und umgekehrt

z = 7/ cose — p’ sine
(11b) p = z’ sine + p’ cose

q9=4q + Aq

Die Schaufelachse ist gegeben durch:

g =2z =10

3.5 Ubergang von E auf E, (Bilder 5 und 6)

”

z” = z’ cos{ —¢q’ sin{
(12a) p” = p’

q” = z’sin{ + q’ cos{

und umgekehrt

’

z/ =z cos¥ + g” sinl
(12b) p* = p”

’,

q" = —z"sinl + q” cost
Die Schaufelachse ist gegeben durch:
gk e )

Bemerkung: In der Praxis treten oftmals
fachungen auf:

a) Keine Verstellbarkeit der Schaufeln (L =
woraus erfolgt:

folgende Verein-
konst = 0),

"=z, p=p, 9 =¢.
b) Schaufelachse p’ fithrt durch z (Ag = 0) und steht senkrecht
auf z (e = 0), woraus folgt:

’

Z =2z p' =p q=q
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Kartesisches Koordinatensystem
Es (z”, p”, q"), ebener Schnitt

% V& Auslrittskante _ Einlrittskante
1 / Tangentenband \ . Tangentenbond
/ langs der Z longs der

Ausltrittskante Einltrittskante

konische (oder
ebene) Schniltflache

“Gquivalente Millelflgche
Gquivalente Miltellinten

Bild 7.
fliche»

Schnitt durch «iquivalente Mittel-

4. Winkeltransformation

Eine Berechnungsmethode der y-Winkel fiir den Spezial-
fall von zylindrischen Schnitten wurde bereits in [2] angegeben.
Das nachfolgend beschriebene Verfahren gilt auch fiir konische
und ebene Schnitte.

Die Schar der «dquivalenten Mittellinien» der konischen
sowie auch der ebenen Schaufelschnitte bilden ein und dieselbe
Flache, die in der Folge als «iquivalente Mittelfliche» be-
zeichnet sei (Bild 7). Man stelle sich die Tangenten an die vor-
gegebene «dquivalenten Mittellinien» ldngs der Schaufelkanten
als sehr kurze Vektoren 7 vor. Die unendliche Schar von 7-
Vektoren bilden eine Art schmales, rdumlich verwundenes
«Tangentenband», welches tangent an die «dquivalente Mittel-
fliche» ist.

Eine bestimmte (konische oder ebene) Schnittfliche (In-
dex (...)r bzw. (...)e) schneidet dieses Tangentenband lings
einem kurzen, praktisch geraden Linienabschnitt, der ebenfalls
mit einem tangent anliegenden Vektor (¢) identifiziert sei. e ist
also tangent an die «dquivalente Mittelfliche» lings des be-
trachteten Schaufelschnittes.

Nun sei noch der Vektor 4, welcher die Richtung y = 0
darstellen soll, definiert: .

a) Im Falle eines konischen Schnittes (Bild 7) sei di parallel zur
Schnittlinie der Meridianebene durch den Punkt P mit der
Schnittfliche. "
b) Im Falle eines ebenen Schnittes sei d. parallel zur z’-Achse
(Bild 5). X

Das skalare Produkt von ¢ und d liefert demnach den

«neuen y-Winkel», denn

'(7

|

(13)

cosy =

~

|a

o

|

Fiir die praktische Berechnung von ¢ geht man wie folgt
vor: Man bildet zundchst die beiden Vektoren

a = vektorielle Darstellung eines Elementes der Schnittfliche
und

29

b = vektorielle Darstellung eines Elementes des Tangenten-

bandes.
ap o
b
S Element der
B Schnittfldche
s
S
Bild 8. Vektorielle Darstellung von e e

Flichenelementen Tongentenbandes

579




von 7 und di

Bild 11 (rechts).
Schaufelkontur-Punkte.

Jj=k=1 fiir Nabe;

i=1,...,] fir alle Schnitte

Aus Bild 8 geht hervor, dass

(14 ¢=3xb

Fur g wird nidherungsweise eingesetzt (Bild 7):
2 =5 —

(15) b=1t x PQ,

wobei

7= Tangente des Tangentenbandes im Punkt P und
}-”Q = kleiner Vektor lings der Schaufelkante.

Nachfolgend werden die Komponenten der drei benotigten

Vektoren a, ;; und ; (welche der Einfachheit halber als Einheits-
vektoren definiert seien) im kartesischen Koordinatensystem
E, (Bild 4) aufgestellt.

Fall «konisch-eben»

Die Schaufelelemente sind ldngs konischer Schnitte gege-
ben. Man wiinscht, die y.-Winkel in ebenen Schnitten (senk-
recht zur Schaufelachse) zu bestimmen. Die Komponenten von

a. und c—l:, (in E,) gehen aus Bild 5 hervor; diejenigen von 7x
(ebenfalls in E,) sind aus Bild 9 ersichtlich.

(16) ae = -—sine, cose, 0

17) de = cose, sine, 0
cosyxsing - l lcosw.: sind - I

(18) tx = cosyr cost, - cos® — , 1°sin® +
—sinyx cos® -+ sinyx cos®

1 1 1
z-Komponente p-Komponente g-Komponente

Fall «eben-konisch»

Die Schaufelelemente sind lings ebener Schnitte (senkrecht
zur Schaufelachse) gegeben. Man wiinscht die y#Winkel in

Bild 10. Veranschaulichung von u.,f

580

Bild 9 (links). Veranschaulichung
— —

Indizierung der

j=mund h=n fiir Gehduse.

g ebene
Schnitte

konische Schnilte
\

konischen Schnitten zu bestimmen. Die Komponenten von ax
bzw. dx (in E,) gehen aus Bild 10 bzw. 9 hervor; diejenigen von
tc (ebenfalls in E,) sind aus den Bildern 5 und 6 ersichtlich.

(19) ar = —sind, cosy cosO, cosd sin©®
(20) dr = cosy, siny cosO, sing sin®
(21) t. = cosy. COSE, COSY. Sine, sinvye

1 1 i

z-Komponente p-Komponente g-Komponente

5. Hinweise fiir die numerische Berechnung
5.1 Berechnungsmethode

Um die Schnittpunkte der Schaufelkontur mit einer
Schnittfliche zu bestimmen, bildet man «-Linien» (Bild 11).
Eine solche Linie besteht aus «Stiitzpunkten» (=Schaufel-
kontur-Punkte sdmtlicher Schnitte mit gleichem /-Wert) und
aus «Zwischenpunkten» (=interpolierte Punkte). Das Inter-
polationsverfahren sei hier prinzipiell offengelassen. Falls die
Schaufel nur durch wenige Schnitte definiert ist, empfiehlt es
sich eine «Spline-fit-Interpolation» anzuwenden, wie sie zum
Beispiel in [1] beschrieben wird. Bei einer grosseren Anzahl
Schnitte diirfte im allgemeinen eine lineare Interpolation
mittels eines einfachen Polygonalzuges (gerade Segmente von
Stiitzpunkt zu Stiitzpunkt), unter Umstdnden gefolgt von einem
Glitten des Ergebnisses, zweckmassiger sein. Dazu kommt der
Vorteil, dass die mathematische Behandlung dieses Verfahrens
besonders einfach ist. (Man erhélt eine geschlossene analytische
Losung.) Dieses lineare Interpolationsverfahren sei nun noch
etwas genauer beschrieben.

Die Stiitzpunkte einer /-Linie werden zunéchst in «Punkte-
paare» eingeteilt. Ein «Punktepaar» besteht aus den ober-
und unterhalb (bzw. ausser- und innerhalb) einer ebenen (bzw.
konischen) Schnittfliche ndchstliegenden Punkten einer /~Linie.
Jeder Schnittfliche soll also ein Punktepaar (pro i-Linie) zuge-
ordnet werden.

Fall «konisch-eben» (Bild 12)

Die ebene Schnittfliche 4 (es konnen auch mehrere sein),
die zum Punktepaar P, — P, . gehort, wird durch die Be-
dingung bestimmt:

22) p'v <pn < Pait

N B: Im Sonderfall p’, = p’» (bzw. p’, ;| = p») ist natiirlich der
zu bestimmende Schnittpunkt direkt durch den Punkt P, (bzw.
P, 1) gegeben.

Fall «eben-konisch» (Bild 13)

Die zur z-Achse (= Maschinenachse) senkrecht stehende
Ebene z = z, (bzw. z = z, 1), welche den Punkt P, (bzw. P, )
Schweizerische Bauzeitung -+
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0y, v=Kreise

P Pv‘/ ==
b =
__l_ 2 A A — /=2 -Konus
he h ———F=—<0 =
ParamT—————F-* —h
————F—-——— h-1
e e
Bild 12. Bestimmung der zu den Bild 13. Bestimmung der zu den Bild 14. Erlduterung zum Schnittpunkt M im Fall
«Punktepaaren» gehorenden ebenen «Punktepaaren» gehorenden koni- «eben-konisch »

Schnitte schen Schnitte

enthiilt, schneidet die konischen j-Fldchen ldngs konzentri-
schen Kreisen, deren Radien mit g;, , (bzw. g;,, 1) benannt seien.
Unter den p; , -Kreisen, die der Bedingung

(23) Rj,p =

(mit r, = zweite Koordinate in E, des Punktes P,)

geniigen, sucht man denjenigen mit dem kleinsten Radius her-
aus. Dessen j-Wert wird mit » bezeichnet. Nun untersucht man,
ob der nichste Punkt P, . | inner- oder ausserhalb dieses «j = »-
Konus» liegt, indem man die Ungleichheit (24) analysiert:

(24)

T

P, v+1 = Frtid

Gilt die Aussage (24), bedeutet dies, dass der «j = x-
Konus» ausserhalb des Punktepaares P, — P, . liegt; v wird
in diesem Fall um 1 erhoht. Ist jedoch (24) falsch, so gehort der
«j = »-Konus» zu diesem Punktepaar. Da unter Umstidnden
auch noch weitere Konen zu P, — P, ; gehdren konnen, wird
»um 1 erhoht und erneut (24) analysiert usw.

N B: Im Sonderfall g; , = r, (bzw. ¢, ,+1 = r,41) ist natiirlich
der zu bestimmende Schnittpunkt direkt durch den Punkt P,
(bzw. P, . ) gegeben.

5.2 Gleichungssysteme fiir die lineare Interpolation

Die Bestimmung der Schnittpunkte M (Bild 12 bzw. 14)
der P, — P, -Segmente mit den Schnittflichen kann auf ein-
fache Art analytisch behandelt werden. Die parametrischen
Gleichungen eines solchen Segmentes in E, lauten:

j=12,...,(m—1)
oder
h=1,2,...,(n—1)

und 2 =0 + 1 = Parameter

z =2z, + Mzpr1— zp)
P =Py 7‘(p1/+l —p,,) mit v
q=q +MNqpr1—q»)

(25)

Fall «konisch-eben»
Auf dhnliche Weise kann (25) natiirlich auch mit (z’, p/,
q’) von E angeschrieben werden. Mit p” = px ergibt sich daraus:
p’h _Prl:
Pyvy1—Dp"
(25) mit (26) liefert die gesuchten Koordinaten des Punktes M
(Bild 12) zunéchst in E; und mit den Beziehungen (11b) in E;.

26) A=

Fall «eben-konisch»
Die Gleichungen des Konus (in E,) lauten (Bild 14):

z

27 r

=z

ra +tg(z—za) =Vp*+ q* [GL 10b]
® = arc tg (¢/p) [Gl. 10b]

Einsetzen von z, p und ¢ von (25) in die zweite Gleichung von

Schweizerische Bauzeitung + 91, Jahrgang Heft 24 - 14, Juni 1973

(27) und Quadrieren beider Seiten fiithrt zu einer Beziehung
mit einer einzigen Unbekannten (2):

{["A + tgd (zp—z4)] + [tg ¢ (21— 2)] 7~l| =
K, K,

= [py + Por1—0) AP + gy + (gpr1—q)) M]?
K, K,

K2+ 2K KN+ K22 =p,2+2p, K, A +
+ K2N 4+ g2 +2g, K, A + K22

(K2 —K*— KD N2—2(p, Ky + g, K,— K, K) - X +
K, K;
+ K 2—plt—q,) =0
K,

1 paw _Pye=ies RNE
@) r=——(K + K —K.K))
5

Von den beiden Losungen von (28) ist nur diejenige von Inter-
esse, die der Bedingung entspricht:

(29) 0=x=1

da ja der gesuchte Schnittpunkt M (Bild 14) zwischen den
Punkten P, und P, liegen muss. A in (25) eingesetzt, liefert
die gesuchten Koordinaten von M in E,.

5.3 Interpolierte y-Werte

Zur Bestimmung von y im Punkt P (Bild 7) diirfte folgende
lineare Interpolation in den meisten praktischen Fillen ge-
niligen:

=2 A7

B0 y=7»+ — (Yo1—T)

Yy4p1—ry
Der Verfasser dankt der Firma Gebr. Sulzer AG (Winter-
thur) fiir die Freigabe zur Veroffentlichung dieser Arbeit,
welche einer erweiterten Fassung eines unverodffentlichten
Sulzer-Berichtes entspricht.
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