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HERAUSGEGEBEN VON DER VERLAGS-AKTIENGESELLSCHAFT D ER AK A DEMI SC H EN TECHNISCHEN VEREINE, 8021 ZÜRICH, POSTFACH 830

Umrechnung konischer (und zylindrischer) Schnitte von verstellbaren
Turbomaschinen-Schaufeln auf ebene Schnitte und umgekehrt dk62-135:62-253.5

Von René Flatt, dipl. Ing. EPFL, Chavannes-près-Renens

Beim Entwurf der Schaufelung von Turbomaschinen axialer

(oder halb-axialer) Bauart sowie bei der Auswertung von
strömungstechnischen Versuchsergebnissen sind konische Schau-
felschnitte von besonderem Interesse. Für die Her'Stellung von
Schaufeln hingegen werden meistens ebene, parallel zueinander
stehende Schnitte benötigt. Für die damit verbundene Umrechnung

(«konisch-eben») der Schaufelgeometrie wird ein
Rechnungsverfahren vorgeschlagen, in welchem der Begriff «Tangentenband»

vorkommt. Dieses VerfaHmn ist umkehrbar und lässt
sich deshalb auch beider Umrechnung «eben-konisch» anwenden.
Ein solcher Fall tritt bei der Berechnung des Betriebsverhaltens
einer vorgegebenen oder projektierten Schaufelung (mit oder
ohne verstellbaren Schaufeln) auf.

1. Einleitung
Beim Entwirf der Schaufelung einer Tvraomaschine axialer

(oder halbaxialer) Bauart, sowie bei der Auswertung von
strömungstechnischenVersuchsergebnissen sindkonische Schau-
felschnitte von besonderem Interesse, da sie der (in Umfangs-
richtung gemittelten) Strömung verhältnismässig gut angepasst
werden können. Ausserdem sind konische Schaufelschnitte
abwickelbar und lassen sich mittels konformer Abbildung in ein
ebenes, zweidimensionales «Vergleichsgitter» umrechnen.

Für die Herstellung von Schaufeln hingegen werden meistens

ebene Schnitte verwendet, die senkrecht zur «Schaufelachse»

(einer zur Maschinenachse beliebig orientäfiliten Geraden)

liegen. Man benötigt also eine Umrechnung der
Schaufelgeometrie (Schaufelkontur; Tangenten zu den «äquivalenten
Mittellinien» längs der Ein- und Austrittskanten) von
konischen Schnitten auf ebene. Die entgegengesetzte Umrechnung
(ebene auf konische Schnitte) wird bei der Berechnung einer
Stufen- oder Maschinencharakteristik verwendet. Für verstellbare

Schaufeln wird eine Drehung um die Schaufelachse
miteinbezogen. Zylindrische Schnitte werden als Grenzfälle konischer

Schnitte mitberücksichtigt.

Die vorgeschlagene Umrechnungsmethode ist ein
numerisches Verfahren, das sich auf beliebige Schaufelformen
(namentlich auch Schaufeln mit grossen Sehnenlängen wie zum
Beispiel solche für Kaplanturbinen) anwenden lässt. Falls die
Form oder der Staffelungswinkel der Schaufelelemente stark
mit dem relativen Nabenabstand variieren, muss die Anzahl
Schaufelschnitte entsprechend hoch gewählt werden.

"Will man einer Bemessung bestimmte Profiltypen (wie
zum Beispiel NACA-, Doppelkreisbogen- oder
Mehrkreisbogen-Profile) zugrunde legen,,wird empfohlen, diese im ebenen
kartesischen Koordinatensystem Ex (x, v) (siehe Abschnitt 2,
Bild 1) festzusetzen.

Bei vielen mathematisch bestimmten Profilen wird auch
eine (von der geometrischen Mittellinie abweichende) sog.
«äquivalente Mittellinie» angegeben. (Diese sollte gleichfalls im
Koordinatensystem E1 (x, y) bestimmt werden.) Deren Hauptzweck

besteht darin, an den Ein- bzw. Austrittskanten je eine
einfache und sinnvolle Referenzrichtung (yi bzw. Y2) festzulegen

(Bilder 1 und 2). Anhand dieser Grössen können der
Krümmungswinkel (Ay Yi — Y2) und der Staffelungswinkel
(Y V2 [Yi + Y2D berechnet werden. Die Winkel Yi und Y2
dienen ebenfalls der Festlegung der Winkelübertreibung (der
Strömung):

ßi — Yi bzw. ß2 Y2

(mit ßj bzw. ß2 g Strömungswinkel am Ein- bzw. Austritt).
Die genaue Beschreibung der Schaufelgeometrie umfasst

im wesentlichen drei Arten von Angaben:

a) Die Art und Lage der Schnittflächen

b) Die Schaufelkontur in diesen Schnittflächen, wobei diese
Kontur direkt durch eine Serie von Punkten oder mittels deren
mathematischen Formulierung (die meistens von sog.
«Schaufelparametern» ausgeht) angegeben werden kann

yi\

Tangente an (äquivalente) Mittellinie
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Bild 1 Ulks). Kartesisches Koordinatensystem
Ei(x,y), konforme Abbildung von Bild 2

Bild 2 (rechts). Polares Koordinatensystem E2(R,<p).
Abwicklung des konischen Schnittes von Bild 3
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Schnitte

-3
Q.Q' \ '9

Maschinenachse

Bild 3 (links). Zylindrisches Koordinatensystem

£3 (z, r, 0), konische Schnitte
mit Steigungswinkel <{j

Bild 4 (rechts). Kartesisches Koordinatensystem

Et (z, p, q)

parallele Projektionen

pkktP'

ûq

c) Die Tangenten an die «äquivalenten Mittellinien» längs den
Ein- und Austrittskanten

2. Beschreibung der verschiedenen Koordinatensysteme

Um die Lage der korrespondierenden Punkte in den
konischen Schnitten, deren Abwicklungen und den zugeordneten
konformen Abbildungen zu ermitteln, werden die drei
Koordinatensysteme Ei (x, y), E2 (R, cp) und E3 (z, r, 0) (Bilder 1 bis 3)
eingeführt. Die Koordinatensysteme Et (z, p, g), Es (z', p', q')
und E6 (zf, p", q°) (Bilder 4 bis 6) dienen zur Beschreibung der
ebenen Schnitte.

3. Koordinatentransformation

3.1 Konforme Abbildung des Kreisausschnittes von E2 (Bild 2)
aufEt (Bild 1)

Zwischen x und 9 besteht eine Proportionalität:

(5)
<b sin<|' • ®B

Gin. (1), (3) und (5) ergeben

(6a) x=~®
V>B

Gin. (2), (4) und (5) ergeben

(6b) v
xb 1 r
®b sin<l' I

Gl. (6b) versagt im Fall ty< 1. Deshalb sei hierfür eine
Näherungsformel angegeben:

ln(l +
Xb \ rA I Xb \ Ta I

(1) x
XB

CpB

sintjj ®b Ir — rA

.Z — ZA

Bei einer konformen Abbildung müssen sich unendlich
kleine Quadrate gleichfalls in unendlich kleine Quadrate
transformieren. Folglich muss gelten:

dy dR

dx Rd<f

Aas(l)dx (—\d<?
\9bJ

oder nach Integration

(2) y In

dy
xb\ dR

H 1

(7) vsé — (z — zA) gültig für u> « 1.
\rA ®b

Die Beziehungen (6) können natürlich auch umgekehrt
werden:

(8a) ®=—L--x
(xbI®b)

(8b) r =ta exp
Ixb 1

\®b sirnj

-1 1

y

Den Zusammenhang mit der zylindrischen Koordinate z
erhält man über den Referenzpunkt A (za, rA, ®a):

3.2 Übergang von Et (Bild 1) aufE3 (Bild 3)

Nachfolgend sollen die Grössen R und 9 (Bild 2) in den
Beziehungen (1) und (2) durch die Grössen r und 0 (Bilder 3

und 4) ersetzt werden, m und n (Bild 2) sind orthogonale
Längenkoordinaten. Insbesondere gilt für n konst

tg +

wovon mit (8b)

r — rA ta (r/r/i
z — Za z —

1)

(8c) z — za A,— — exp
tg<J>

Xb 1

0ß sinth

(3) -L&
R

sinip • 0

(4)

m R<?

m r®*) j

*) aus Bild 4

Ausserdem folgt aus Bild 3 (ähnliche Dreiecke)

R r^
Ra rA

Für den Koeffizienten xb/<pb von (1) und (2) folgt aus (3)

Ähnlich wie (6b) versagt auch (8c) im Faff <\> < 1. Die für
diesen Bereich gültige Näherungsformel wird aus (7) gewonnen :

(9) zsiZA + I xb
\rA®B

y gültig für tjj "^

3.3 Übergang von E3 (Bild 3) auf E< (Bild 4)

p r cos 0
(10a)

578

q r sin 0
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p, Schaufetachse

ebene
Schnitte \-

Q,Q

V -IS

p=p

—f-^q'
t Verstellwinkel

Bild 5. Kartesisches Koordinatensystem Bild 6. Kartesisches Koordinatensystem
Es {z', p', q% ebene Schnitte (senkrecht zur Es (z*, p", ?*), ebener Schnitt
Schaufelachse p')

Auslritfskonte

Tangentenband
längs der
Austriftskante

Eintrittskante

Tangentenbond
fangs der
Eintrittskonte

m konische (oder
ebene) Schnittfläche

^äquivalente Mittelflache

^äquivalente Mittellinien

Bild 7. Schnitt durch «äquivalente Mittel-
flache»

und umgekehrt

(iob) r 1 ^p2 + q2

0 arc tg (q/p)

3.4 Übergang von Et (Bild 4) aufE, (Bild 5)

z' z cose + p sine

(IIa) p' —z sine + p cose

q' q — Aq

und umgekehrt

z z' cose —p' sine

(IIb) p z' sine + p' cose

q q' + Aq

Die Schaufelachse ist gegeben durch:

q' z' 0

3.5 Übergang von Es auf E6 (Bilder 5 und 6)

z" z' cosÇ —q" sinÇ

(12a) p" p'
q" — z' sinÇ + q' cosÇ

und umgekehrt

z' — z" cosÇ + q" sinÇ

(12b) p' p"

q' —z" sinÇ + q" cosÇ

Die Schaufelachse ist gegeben durch:

q" z" 0

Bemerkung: In der Praxis treten oftmals folgende
Vereinfachungen auf:

a) Keine Verstellbarkeit der Schaufeln (Ç konst 0),
woraus erfolgt :

q Q •

b) Schaufelachse /;' führt durch z (Ac/ 0) und steht senkrecht
auf z (e 0), woraus folgt:

4. Winkeltransformation
Eine Berechnungsmethode der y-Winkel für den Spezialfall

von zylindrischen Schnitten wurde bereits in [2] angegeben.
Das nachfolgend beschriebene Verfahren gilt auch für konische
und ebene Schnitte.

Die Schar der «äquivalenten Mittellinien» der konischen
sowie auch der ebenen Schaufelschnitte bilden ein und dieselbe
Fläche, die in der Folge als «äquivalente Mittelflache»
bezeichnet sei (Bild 7). Man stelle sich die Tangenten an die
vorgegebene «äquivalenten Mittellinien» längs der Schaufelkanten
als sehr kurze Vektoren t vor. Die unendliche Schar von t-
Vektoren bilden eine Art schmales, räumlich verwundenes
«Tangentenband», welches tangent an die «äquivalente Mittér-
fläche» ist.

Eine bestimmte (konische oder ebene) Schnittfläche (Index

(...)* bzw. (...)«) schneidet dieses Tangentenband längs
einem kurzen, praktisch geraden Linienabschnitt, der ebenfalls
mit einem tangent anliegenden Vektor (je) identifiziert sei. e ist
also tangent an die «äquivalente Mittelflache» längs des
betrachteten Schaufelschnittes. %

Nim sei noch der Vektor d, welcher die Richtung y 0
darstellen soll, definiert :

_^
a) Im Falle eines konischen Schnittes (Bild 7) sei dk parallel zur
Schnittlinie der Meridianebene durch den Punkt P mit der
Schnittfläche. ^
b) Im Falle eines ebenen Schnittes sei de parallel zur z'-Achse
(Bild 5).

Das skalare Produkt von e und d liefert demnach den
«neuen y-Winkel», denn

(13) cosy
ed

Für die praktische Berechnung von e geht man wie folgt
vor: Man bildet zunächst die beiden Vektoren

a vektorielle Darstellung eines Elementes der Schnittfläche
und

b vektorielle Darstellung eines Elementes des Tangentenbandes.

--38<-

Element der
Schnittfläche

Z, p O-
Bild 8. Vektorielle Darstellung von
Flächenelementen

Element des
rongentenbandes

Schweizerische Bauzeitung * 91. Jahrgang Hell 24 • 14. Juni 1973 579



w»
>°k

Bild 9 (links)|g|Veranschaulichung

von ti: und di

Bild 11 (rechts). Indizierung der
Schaufelkontur-Punkte.

j=k=\ für Nabe;
j= m und h—n für Gehäuse.
i 1,...,/ für alle Schnitte

mm

'^X^é^^¥^
xPF ebene

Aus Bild 8 geht hervor, dass

(14) e a xî
-yy-

Für b wird näherungsweise eingesetzt (Bild 7):

(15) î=lxPQ,
wobei

t Tangente des Tangentenbandes im Punkt P und

PQ kleiner Vektor längs der Schaufelkante.

Nachfolgend werden die Komponenten der drei benötigten

Vektoren a, t/und t (welche der Einfachheit halberals Einheitsvektoren

definiert seien) im kartesischen Koordinatensystem
Et (Bild 4) aufgestellt.

Fall «konisch-eben»

Die Schaufelelemente sind längs konischer Schnitte gegeben.

Man wünscht, die ye-Winkel in ebenen Schnitten (senkrecht

zur Schaufelachse) zu bestimmen. Die Komponenten von
-*¦ -*¦

2e und de (in £4) gehen aus Bild 5 hervor ; diejenigen von th
(ebenfalls in Et) sind aus Bild 9 ersichtlich.

(16) ae —sine, cose, 0

(17) de cose, sine, 0

cosytsin^- cosy* sinty •

(18) tie cosy* cos«!*. • cos© — 1 ¦ sin0 +
—siny* cos© + siny* cos©

t
z-Komponente ;

î
»-Komponente

î
j-Komponente

Fall «eben-konisch»

Die Schaufelelemente sind längs ebener Schnitte (senkrecht
zur Schaufelachse) gegeben. Man wünscht die yt-Winkel in

V

%
M

konischen Schnitten zu bestimmen. Die Komponenten von a*

bzw. du (in Et) gehen aus Bild 10 bzw. 9 hervor; diejenigen von

te (ebenfalls in E4) sind aus den Bildern 5 und 6 ersichtlich.

(19) ~an —sini|>,

(20) 2t cos<K

(21) te cosy« cose,

cosi|> cos®,

sinty cos®,

cosye sine,

cos^ sin®

sin4* sin®

sinye

z-Komponente p-Komponente ^-Komponente

5. Hinweise für die numerische Berechnung

5.1 Berechnungsmethode

Um die Schnittpunkte der Schaufelkontur mit einer
Schnittfläche zu bestimmen, bildet man «/-Linien» (Bild 11).
Eine solche Linie besteht aus «Stützpunkten»
(=Schaufelkontur-Punkte sämtlicher Schnitte mit gleichem /-Wert) und
aus «Zwischenpunkten» (=interpolierte Punkte). Das
Interpolationsverfahren sei hier prinzipiell offengelassen. Falls die
Schaufel nur durch wenige Schnitte definiert ist, empfiehlt es

sich eine «Spline-fit-Interpolation» anzuwenden, wie sie zum
Beispiel in [1] beschrieben wird. Bei einer grösseren Anzahl
Schnitte dürfte im allgemeinen eine lineare Interpolation
mittels eines einfachen Polygonalzuges (gerade Segmente von
Stützpunkt zu Stützpunkt), unter Umständen gefolgt von einem
Glätten des Ergebnisses, zweckmässiger sein. Dazu kommt der
Vorteil, dass die mathematische Behandlung dieses Verfahrens
besonders einfach ist. (Man erhält eine geschlossene analytische
Lösung.) Dieses lineare Interpolationsverfahren sei nun noch
etwas genauer beschrieben.

Die Stützpunkte einer /-Linie werden zunächst in «Punktepaare»

eingeteilt. Ein «Punktepaar» besteht aus den ober-
und unterhalb (bzw. ausser- und innerhalb) einer ebenen (bzw.
konischen) Schnittfläche nächstliegenden Punkten einer /-Linie.
Jeder Schnittfläche soll also ein Punktepaar (pro /-Linie)
zugeordnet werden.

Fall «konisch-eben» (Bild 12)

Die ebene Schnittfläche h (es können auch mehrere sein),
die zum Punktepaar Pv — P»+i gehört, wird durch die
Bedingung bestimmt:

(22) p\ p n

Bild 10. Veranschaulichung von tu.

NB: Im Sonderfall p'v p'n (bzw.p',+i pu) ist natürlich der
zu bestimmende Schnittpunkt direkt durch den Punkt P, (bzw.
Pp+i) gegeben.

Fall «eben-konisch» (Bild 13)

Die zur z-Achse Maschinenachse) senkrecht stehende
Ebene z ¦ z,, (bzw. z z„+i), welche den Punkt P„ (bzw. P,+i)
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Porom, il:zF

'"1 L«vr""

V"*Ç -Konus

Bild 12. Bestimmung der zu den
«Punktepaaren» gehörenden ebenen
Schnitte

Bild 13. Bestimmung der zu den
«Punktepaaren» gehörenden
konischen Schnitte

Bild 14. Erläuterung zum Schnittpunkt M im Fall
«eben-konisch »

enthält, schneidet die konischen /-Flächen längs konzentrischen

Kreisen, deren Radien mit py, „ (bzw. çj,v+\) benannt seien.

Unter den p/t„ -Kreisen, die der Bedingung

(23) r„

(mit r„ zweite Koordinate in E3 des Punktes Pv)

genügen, sucht man denjenigen mit dem kleinsten Radius heraus.

Dessen j-Wert wird mit x bezeichnet. Nun untersucht man,
ob der nächste Punkt Pv+i inner- oder ausserhalb dieses «j x-
Konus» liegt, indem man die Ungleichheit (24) analysiert :

(24) »+i r»+\

Gilt die Aussage (24), bedeutet dies, dass der «j x-
Konus» ausserhalb des Punktepaares Pv — Pv+i liegt; v wird
in diesem Fall um 1 erhöht. Ist jedoch (24) falsch, so gehört der

«/ x-Konus» zu diesem Punktepaar. Da unter Umständen
auch noch weitere Konen zu?, — Pv+i gehören können, wird
x um 1 erhöht und erneut (24) analysiert usw.

NB: Im Sonderfall Pj-P — r„(bzw. px,v+i r„+i) ist natürlich
der zu bestimmende Schnittpunkt direkt durch den Punkt Pp

(bzw. P„+i) gegeben.

5.2 Gleichungssysteme für die lineare Interpolation

Die Bestimmung der Schnittpunkte M (Bild 12 bzw. 14)
der P„ — Pp+i -Segmente mit den Schnittflächen kann auf
einfache Art analytisch behandelt werden. Die parametrischen
Gleichungen eines solchen Segmentes in Et lauten:

z z„ + X(z„+1— z„)

(25) p pv + KPp+i—Pv)

q qv + Hq»+i—qv)

j 1,2, ...,(m— 1)

{oder
h I 1,2, ...,(« —1)

und X 0 ¦*¦1 Parameter

Fall «konisch-eben»

Auf ähnliche Weise kann (25) natürlich auch mit (z', p',
q") von E5 angeschrieben werden. Mit/?' ph ergibt sich daraus :

(26) X
P h—P y

P'v+l —P

(25) mit (26) liefert die gesuchten Koordinaten des Punktes M
(Bild 12) zunächst in Es und mit den Beziehungen (IIb) in E4.

Fall «eben-konisch»

Die Gleichungen des Konus (in E3) lauten (Bild 14):

(27) r rA + tg ty (z — za) ^p2 + q2 [Gl. 10b]

0 arc tg (qlp) [Gl. 10b]

Einsetzen von z, p und q von (25) in die zweite Gleichung von

(27) und Quadrieren beider Seiten führt zu einer Beziehung
mit einer einzigen Unbekannten (X) :

[rA + tg <|> (z„ — za)] + [tg <|> (z„+1 — z„)] X]

m
[pp + (p» -Pv) K

K2

\.<iv + (qr+i -<7,)X]2

K3 Ka

KS + 2K, K2X + K22 X2 pv* + 2pvK3\
+ K32 X2 + q,2 + 2 qv Kt X + Kf X2

(K2 K32—Ki2)\2 — 2(pvK3 + qvKi—K1KJ-\
K5

+ (K2—Pl,2 — qv2)=Q

K*

K7

(28) X X (K6 ± iK62-KsK,)

Von den beiden Lösungen von (28) ist nur diejenige von Interesse,

die der Bedingung entspricht^

(29) 0 ^ X S 1

da ja der gesuchte Schnittpunkt M (Bild 14) zwischen den
Punkten P„ und Pv+\ liegen muss. X in (25) eingesetzt, liefert
die gesuchten Koordinaten von M in Et.

5.3 Interpolierte y-Werte
Zur Bestimmung von y im Punkt P (Bild 7) dürfte folgende

lineare Interpolation in den meisten praktischen Fällen
genügen:

r — rp

rr+i—rv
(30) y Y„ (Y, Y„)

Der Verfasser dankt der Firma Gebr. Sulzer AG (Winterthur)

für die Freigabe zur Veröffentlichung dieser Arbeit,
welche einer erweiterten Fassung eines unveröffentlichten
Sulzer-Berichtes entspricht.
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