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Anwendung der Methode der Finiten Elemente im Apparatebau

Von E. Nehring, Oberhausen

Die Methoden der Festigkeitsberech-
nung im Apparatebau sind entschei-
dend dadurch bestimmt, dass die Kon-
struktionen des Apparatebaues und
ihre Belastungen weitgehend rotations-
symmetrisch sind. Die Grundformen
der Konstruktionen — und in diesem
Zusammenhang seien unter Konstruk-
tionen des Apparatebaues druckfiih-
rende Behilter verschiedenster Zweck-
bestimmung verstanden wie Wirme-
tauscher, Dampferzeuger, Kolonnen
und Reaktoren fiir chemische Anlagen,
Reaktordruckgefisse, Lagerbehilter fiir
gasformige und fliissige Medien oder
fir Schiittgiiter sowie Rohrleitungen
und mit Einschrinkungen Armaturen
- konnen aus den Stufenkdrpern Zylin-
der-, Kegel-, Kugel- oder Torusschale,
Kreisplatte sowie Ring zusammenge-
setzt gedacht werden.

Bis vor etwa zehn Jahren wurde es
von Herstellern, Auftraggebern und
Uberwachungsinstitutionen in den mei-
sten Fillen als hinreichender Trag-
fahigkeitsnachweis fiir ein Druckge-
fdass angesehen, wenn die unter der
Annahme gleichméssiger Spannungs-
verteilung iiber die Wanddicke berech-
neten Membranspannungen fiir jeden
der rotationssymmetrischen Stufenkor-
per kleiner waren als die zulédssigen
Spannungen des verwendeten Werk-
stoffes; die Flansche wurden zusitz-
lich auf Biegung nachgerechnet. Die
Auswirkung von statisch unbestimmter
gegenseitiger Beeinflussung der Stufen-
korper, von Diskontinuitdten, von die
Rotationssymmetrie storenden Kon-
struktionsteilen relativ kleiner Abmes-
sungen, von Ortlichen Krafteinleitun-

gen, ungleichférmigen Temperatur-
feldern im Bauteil sowie von unter-
schiedlichen Wiarmeausdehnungskoeffi-
zienten aneinandergeschweisster Kon-
struktionsteile wurde durch empirisch
gewonnene Faktoren berticksichtigt,
die dem jeweiligen Stand der Erfah-
rungen angepasst wurden. Daher sind
die so erstellten Formeln nur fiir be-
stimmte  Konstruktionsformen und
Grossenbereiche giiltig. Diese Berech-
nungsmethode ist auch heute noch Ge-
genstand der meisten technischen Re-
gelwerte in Europa.

Die hohen technischen Anforderun-
gen und das erheblich gesteigerte
Sicherheitsbediirfnis beim Bau kern-
technischer Anlagen haben zu einer
wesentlichen Verfeinerung der Berech-
nungsverfahren gefiihrt, die zunichst
auf Komponenten der Primirkreis-
ldufe angewendet wurden, dariiber hin-
aus aber auch vielfach zur Spannungs-
und Verformungsermittlung an Druck-
gefidssen fiir herkémmliche Verwen-
dungszwecke eingesetzt werden. Die
Notwendigkeit, genauere Berechnungs-
verfahren anzuwenden, fiel zeitlich mit
der Entwicklung elektronischer Re-
chenanlagen zusammen, so dass damit
die Mdoglichkeit geschaffen war, auch
grosse statisch unbestimmte Systeme
zu berechnen, deren Arbeitsaufwand
mit Tischrechenmaschinen nicht mehr
zu bewiltigen wire.

Reaktordruckgefasse werden heute
allgemein nach der Stufenkdrperme-
thode (im englischen Sprachgebrauch
Free-Body-Method) berechnet. Dabei
wird das Druckgefiss gedanklich in ro-
tationssymmetrische Grundkorper zer-
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legt, fiir die unter der Voraussetzung
linearen Spannungsverlaufs iiber die
Wanddicke die Losungen der Differen-
tialgleichungen nach der Theorie der
biegesteifen Schale in geschlossener
Form vorliegen oder durch numerische
Integration gefunden werden konnen.
An den Verbindungsstellen der Stufen-
korper werden als statisch Unbestimmte
die Querkraft, das Moment und unter
Umstdnden auch eine Achsialkraft ein-
gefiihrt. Durch Formulierung der Ver-
formungen an den Réndern der Stufen-
korper in Abhéngigkeit von den Be-
lastungen und durch Gleichsetzen der
Randverformungen  aneinandergren-
zender Stufenkorper entsteht ein Glei-
chungssystem, mit dessen Losung die
statisch Unbestimmten gegeben sind.
Selbstverstdndlich braucht eine Span-
nungsanalyse nicht in jedem Fall das
gesamte Druckgefidss in einer Rech-
nung zu umfassen; es konnen vielmehr
begrenzte interessierende Bereiche her-
ausgegriffen werden, wenn entweder
ihre Grenzen so weit von einer Stor-
stelle entfernt sind, dass an den Rén-
dern der Einfluss der Storungen ab-
geklungen ist, oder wenn die Grosse
der statisch unbestimmten Randkréfte
aus anderen Rechnungen bekannt ist.

Bild 1 zeigt den Bodenbereich des
Versuchsmodells eines Siedewasser-
reaktors. Durch die besondere Form-
gebung des Ubergangsbereiches zwi-
schen Zylinder und Kugelboden soll
erreicht werden, dass die Meridianver-
drehung des Kugelbodens, in den die
Regelstabstutzen eigeschweisst werden
unter Innendruck verhaltnismassig klein
ist, und sich damit eine geringe Rich-
tungsabweichung der Regelstab-Fiih-
rungsrohre im Betrieb einstellt. Links
im Bild ist die Aufteilung der Schale
in StufenkGrper mit Querkriften und
Momenten als statisch Unbestimmte an
den Schnittstellen dargestellt. Die Stu-
fenkorper sind: ein langer Zylinder,
zwei  Torussegmente  verschiedener
Kriimmungsrichtung und zwei Kugel-
segmente. Die Unterteilung des Kugel-
bodens in zwei Segmente ist in diesem
Fall erforderlich, um die Verschwi-
chung des unteren Bereiches durch
die Bohrungen fiir die Regelstibe mit
einem modifizierten Elastizitdtsmodul
und einer umgerechneten Querkon-
traktionszahl berticksichtigen zu kon-
nen.

Als statisch bestimmte Belastungen
konnen bei der Stufenkdrpermethode
rotationssymmetrische Flachen- und
Linienkrifte, Momente und Tempera-
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turgradienten — im Falle des Ringes
Temperaturfelder — erfasst werden. Im
Grunde stellt die Stufenkorpermethode
eine sehr spezielle Form der Methode
der Finiten Elemente dar und zwar
insofern als man die Stufenkorper
als Elementtypen mit besonderen Eigen-
schaften auffassen kann.

Ein kleiner Schritt zur Verallge-
meinerung des Berechnungsverfahrens
fihrt zu einem Schalenprogramm, das
nur einen Elementtyp enthidlt, und
zwar ein in Meridianrichtung gerad-
linig begrenztes ringformiges rotations-
symmetrisches Element, unter Umstidn-
den mit verdanderlicher Wanddicke, das
nur in Meridianrichtung mit anderen
Elementen verkniipft werden kann.
Durch entsprechend feine Aufteilung
sind Rotationsschalen mit beliebigem
Verlauf der Wandmittellinie anzu-
nihern. Ebenso wie bei der Stufenkor-
permethode muss die Belastung rota-
tionssymmetrisch sein und die Wand-
dicke klein im Verhiltnis zum Radius,
da auch hier {iiblicherweise linearer
Spannungsverlauf {iber die Wanddicke
vorausgesetzt wird. Im Gegensatz zur
Stufenkorpermethode versagt ein sol-
ches Berechnungsprogramm in Fillen,
bei denen die Konstruktion einen ver-
hédltnismassig  steifen, dickwandigen
Ring enthidlt, z. B. den Flanschring
eines Druckgefisses, der bei der Stu-
fenkorpermethode nach der Stiilp-
Ringtheorie von Biezeno und Grammel
als besonderer Elementtyp vorkommt.

Mit erheblich mehr Aufwand ist die
Berechnung dickwandiger Rotations-
schalen verbunden, deren Wanddicke
im Verhiltnis zum Radius so gross ist,
dass das Abklingen der Spannungen
in radialer Richtung nicht mehr ver-
nachldssigt werden kann. Dazu bieten
sich Finite-Element-Programme mit
rotationssymmetrischen ringférmigen
Elementen, rechteckigen, dreieckigen
oder trapezformigen Querschnittes an,
fiir welche Anschlussbedingungen so-
wohl in achsialer als auch in radialer
Richtung formuliert sind. Wihrend
Elemente von Programmen zur Be-
rechnung diinnwandiger Schalen ein
beliebiges Verhiltnis von achsialer zu
radialer Erstreckung haben koénnen,
muss das Seitenverhiltnis bei Elemen-
ten von Programmen zur Berechnung
dickwandiger Schalen wie bei allge-
meinen  Finite-Element-Programmen
aus numerischen Griinden auf einen
Maximalwert beschriankt werden, der
gewohnlich zwischen 2,5 und 4 liegt.
Daraus ist das Mass des Mehrauf-
wandes bei der Anwendung dieser Pro-
gramme zu erkennen: die Anzahl der
erforderlichen Elemente zur Beschrei-
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bung einer Struktur nimmt nicht nur
multiplikativ mit der notwendigen An-
zahl von Elementen zu, die in radialer
Richtung zur hinreichend genauen Er-
mittlung des Spannungsverlaufes ange-
ordnet werden miissen, sondern auch
die Aufteilung in achsialer Richtung
muss relativ fein gew#hlt werden, da-
mit das maximal zuldssige Seitenver-
hiltnis der Elemente nicht iiberschrit-
ten wird.

In Bild 2 ist die Struktur des Rohr-
bodenbereiches eines Dampferzeugers
dargestellt, wie sie zur Berechnung mit
einem rotationssymmetrischen Finite-
Element-Programm idealisiert wurde.
Zur Entlastung des Rohrbodens wurde
ein zentrales Stiitzrohr vorgesehen, so
dass das System auch in achsialer
Richtung statisch unbestimmt ist. An
den Ubergangsstellen der Rotations-
korper wurde die Elementaufteilung
verfeinert, um den Verlauf der durch
die statisch unbestimmten Krafte und
Momente bewirkten Spannungen und
Verformungen genauer zu erfassen.

Die bisher beschriebenen Berech-
nungsverfahren setzen Rotationssym-
metrie sowohl fiir die Struktur als
auch fiir die Belastung voraus. Sie sind
damit besonders typisch fiir die An-
wendung im Apparatebau, womit nicht
gesagt sei, dass sie nicht auch in an-
deren Bereichen ihre Bedeutung haben.

Im folgenden wird auf die Anwen-
dung allgemeiner Finite-Element-Pro-
gramme im Apparatebau eingegangen.
Reine Stabprogramme spielen fiir Fe-
stigkeitsprobleme des Apparatebaues
eine untergeordnete Rolle, da die Kon-
struktionen fast ausschliesslich flachig
sind. Je nach dem Masse, in dem die
Biegesteifigkeit Anteil an der Trag-
fahigkeit eines Bauteils hat, werden
Programme mit Membranelementen,
biegesteifen Fldchenelementen, drei-
dimensionalen Elementen oder einer
Kombination dieser Elementtypen -
gegebenenfalls auch mit Stabelementen
— angewendet. Da der Aufwand an
Eingabevorbereitungszeit und Rechen-
zeit bei allgemeinen Finite-Element-
Programmen ausserordentlich hoch ist,
ergibt sich fiir den Anwender die Not-
wendigkeit, die zu berechnende Struk-
tur durch Ausnutzung von Symme-
trien und durch Einfithrung von Rand-
kriften, die mit weniger aufwendigen
Rechenverfahren bestimmt wurden, auf
einen moglichst kleinen Bereich zu be-
schrinken. Aus denselben Griinden
sollten die Autoren von Finite-Element-
Programmen bemiiht sein, moglichst
umfassende Vereinfachungen der Ein-
und Ausgabe mit ihren Programmen
anzubieten. Natiirlich werden Hilfs-
programme fiir die Ein- und Ausgabe
die gesamte Rechenzeit verldngern,

200

3200
3200

Bild 2. Idealisierte Struktur des Rohrbodenbereiches eines
Dampferzeugers
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Bild 3. Tragplatte fiir die Grobabscheider eines Dampferzeugers. Gerasterte Fliche: zu

berechnender Ausschnitt

aber das Mehr an Rechenzeit steht in
keinem Verhiltnis zur Ersparnis an
Arbeitszeit; ausserdem wird die Feh-
lermoglichkeit bei der Eingabe und
Auswertung wesentlich vermindert. Als
Eingabeerleichterung gibt es fiir ziem-
lich viele Programme bereits Unter-
programme zur automatischen Netz-
generierung in Bereichen regelmassiger
Struktur. Die Moglichkeit, die Punkt-
koordinaten einer Struktur mit einem
Abtastgerit elektronisch von der Zeich-

Bild 4.
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nung abzulesen und von einem ange-
schlossenen Lochkartenstanzer auto-
matisch ablochen zu lassen, ist dagegen
erst bei wenigen Programmen gegeben,
und auch die Moglichkeit der pro-
grammgesteuerten graphischen Darstel-
lung der eingegebenen Struktur zur
Kontrolle der Koordinaten — im Falle

-eines raumlichen Tragwertes unter ver-

schiedenen vorzugebenden Blickwin-
keln - fehlt noch manchen ansonsten
sehr gut ausgereiften Programmen.

Im Apparatebau werden, wie auch
im Maschinenbau, neben den Verfor-
mungen weniger Schnittkrafte und
-momente zur Beurteilung der Bean-
spruchung einer Konstruktion be-
trachtet als Spannungen. Daher sollte
auch die Ausgabe von Hauptspan-
nungen sowie von Spannungen in
einem Koordinatensystem frei wiahl-
barer und ortlich verédnderlicher Orien-
tierung — bei Konstruktionen des Ap-
paratesbaues waren das in vielen Fal-
len die Umfangs-, die achsiale und ra-
diale Richtung — vorgesehen sein. Dies
nicht nur fiir Elementschwerpunkte,
sondern auch als gewichtete Mittel-
werte der angrenzenden Element-
schwerpunktsspannungen fiir Knoten-
punkte, da gewohnlich die Knoten-
punkte auf den Linien liegen, ldngs
derer Spannungsverldufe interessant
sind, wiahrend die Lage der Element-
schwerpunkte in den seltensten Fillen
zielstrebig festgelegt wird. Eine Aus-
gabe der Ergebnisse fiir samtliche Kno-
tenpunkte und Elemente wird bei gros-
seren Problemen so umfangreich, dass
thre Auswertung unnotig erschwert
wird; insofern bietet ein geringerer
Umfang der Ausgabe dem Benutzer
eines Programmes mehr, wenn die Er-
gebnispunkte und -elemente frei ge-
wihlt werden konnen. Optimal wire
die graphische Darstellung der Ergeb-
nisse lidngs wihlbarer Verlaufslinien
durch einen angeschlossenen Plotter.

538 AKnotenpunkte
627  Elemente
2487 Freiheitsgrade

Idealisierte Struktur der Tragplatte (Ausschnitt nach Bild 3)
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Als Beispiel fiir die Anwendung
eines allgemeinen Finite-Element-Pro-
grammes auf ein Apparatebauproblem
sei die Berechnung einer mit Rippen
verstirkten kreisformigen Platte dar-
gestellt. Sie hat die Funktion, in den
Dampferzeugern eines Kernkraftwer-
kes die Dampfabscheider zu tragen,
die den aufsteigenden Dampf vom
umlaufenden Wasser trennen sollen
(Bild 3). Sie ist auf der kegelférmigen
Erweiterung des zylindrischen Hiill-
mantels fiir das U-Rohr-Biindel an-
geschraubt. Durch die Versteifungs-
rippen und die Ausschnitte fiir die
Grobabscheider ist die Rotationssym-
metrie der Konstruktion, durch das
Gewicht der Grobabscheider und der
Rippe die Rotationssymmetrie der Be-
lastung gestort. Die Biegesteifigkeit so-
wohl der Platte als auch der Rippe hat
wesentlichen Einfluss auf die Trag-
fihigkeit der Konstruktion; daher war
die Berechnung mit einem Finite-
Element-Programm mit flaichigen biege-
steifen Elementen zur genauen Be-
stimmung von Spannungen und Ver-
formungen erforderlich. Die Rechnung
wurde mit dem Programm STRIP,
STEP S der Digital AG, Ziirich, durch-
gefiihrt.

Aus Griinden der Symmetrie konnte
der zu berechnende Ausschnitt auf
einen Sektor von 30 ° beschrankt wer-
den. Die Struktur dieses Sektors wurde
durch 627 rechteckige, trapezformige
oder dreieckige Fldchenelemente des
Konstruktionstyps Schale mit 538 Kno-
tenpunkten in einem kartesischen
Koordinatensystem dargestellt, Bild 4.
Jeder Knoten hat im allgemeinen Fall
sechs Deformationsfreiheitsgrade, drei
translatorische und drei rotatorische. In
den Knoten, in denen nur Elemente
zusammenstossen, die in einer Ebene
liegen, entfillt ein rotatorischer Frei-
heitsgrad. Unter Beriicksichtigung der
in den Punkten der Symmetrieschnitte
und in den Randpunkten zu unter-
driickenden Rotationen und Verschie-
bungen hat die Struktur insgesamt
2487 Freiheitsgrade.

Als Belastungen der Platte wurden
in der Rechnung beriicksichtigt: Uber-
druck auf die berippte Seite, das Ge-
wicht der Dampfabscheider — es wird
gleichmissig auf die Randpunkte der
kreisformigen Ausschnitte verteilt —
und das Eigengewicht der Platte. Fiir
jeden dieser Lastfille einzeln sowie fiir
die Uberlagerung aller wurden als Er-
gebnisse die Schnittkrafte und Ver-
formungen an einer Anzahl ausgewihl-
ter Knotenpunkte und die Hauptspan-
nungen sowie ihre Richtungen in den
Mittelpunkten einiger Elemente be-
stellt.
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Bild 8. Biegespannungen in der Rippe

Wie zu erwarten, erwies sich der
Einfluss des Eigengewichtes der Platte
und des Dampfabscheidergewichtes auf
die Spannungen und Verformungen
als relativ klein; daher und um die
Deutung der Ergebnisse zu verein-
fachen, wurden die Spannungen nur
fir die Belastung durch Uberdruck
dargestellt, der im Hinblick auf dyna-
mische Druckschwankungen zu 1 atii
angenommen wurde (Bild 5).

Die Umfangsspannungen in der mitt-
leren Faserschicht der Platte — also
vorwiegend der Membranspannungsan-
teil — sind fiir die Symmetrieschnitte
in Verbindung mit einem Raster, der

Q ~ N

130 325

Bild 9. Tragplatte. Achsiale Verformung
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die Grosse der Spannungen erkennen
lasst, aufgetragen. Die Gesamttendenz
der zum Plattenzentrum hin grosser
werdenden Spannungen wird im Be-
reich der Ausschnitte gestort: an den
Lochrandern durch Spannungserho-
hungen, im Bereich der radialen Tan-
gente an die Ausschnitte durch Abfall
der Spannungen auf null. Die im Be-
reich des Knotenpunktes 441 nied-
rigen Spannungswerte diirften sowohl
auf eine Entlastung durch die Rippe
als auch auf eine Auswirkung des
Abfalles der Umfangsspannung auf den
Wert Null im Punkt 419 zuriickzu-
fiihren sein (Bild 6). Die Uberlagerung

Belastung: Tatu

. 3
Qﬂ'\)haua
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von Biege- und Membranspannungs-
anteil in der obersten Faserschicht der
Platte sieht qualitativ dem Membran-
spannungsverlauf #hnlich. Der Maxi-
malwert ist in beiden Féllen die Loch-
randspannung am innersten Ausschnitt
(Knotenpunkt 446).

Die Radialspannung wurde in Bild 7
nur fiir die oberste Faserschicht dar-
gestellt, da die neutrale Faser durch
die Biegesteifigkeit der Rippe aus der
Mittelebene der Platte merklich nach
unten verschoben ist. An den durch
die Symmetrietechnik hervorgerufenen
Ecken der Ausschnitte kann keine Ra-
dialspannung wirken. Der Hochstwert
tritt erwartungsgemass in der Nihe des
Plattenzentrums auf, und zwar unmit-
telbar vor der entlastenden konzentri-
schen Rippe. Allerdings sind die Werte
in der Nihe des Plattenrandes nicht
viel kleiner, da dort der versteifende
Einfluss der Rippe nur gering ist.

In Bild 8 sind die Biegespannungen
in der Rippe dargestellt und zwar in
den Schnitten A, B und C die Biegung
um die Y-Achse und im Schnitt D die
Biegung um die Z-Achse. Ein Ver-
gleich zwischen dem Spannungsbild der
Schnitte A und B zeigt, dass sich die
Lage der neutralen Faser infolge unter-
schiedlicher mittragender Breite der
Platte verschiebt. Im unteren Bereich
des Schnittes C wird die Spannung
auf einen relativ kleinen Wert abge-
baut, da die Steifigkeit der konzen-
trischen Rippe nicht ausreicht, um die
radial verlaufende Rippe voll abzu-
stlitzen. Fiir vier Punkte des Schnit-
tes D ist iiber der Wanddicke die
Uberlagerung von Umfangsspannung
und Biegespannung um die Z-Achse
aufgetragen. Am Fldchenelement 1722
tritt die hochste Spannung der gesam-
ten Tragplatte auf.

Die achsiale Verformung der Trag-
platte zeigt einen sehr gleichformigen
Verlauf (Bild 9), der den Schluss zu-
lasst, dass die Wahl der Steifigkeit der
Rippe und ihre Anordnung auf der
Platte konstruktiv gut gelungen ist.

Nun noch einige Worte zur wirt-
schaftlichen und organisatorischen Seite
dieser Berechnung: Die Gutehoff-
nungshiitte hat nach Beratung durch
die Digital AG die Eingabedaten in-
nerhalb von etwa 3 bis 4 Wochen er-
stellt. Lochen und Priifen der Daten
und die eigentliche Rechnung wurden
von der Digital AG in zehn Tagen
durchgefiihrt. Die reine Rechenzeit des
Produktionslaufes betrug auf einer
Univac 1108 53 Minuten, zuziiglich
11 Minuten fiir Probeldufe.

Adresse des Verfassers: Dipl.-Ing. E. Neh-
ring, D-4220 Dinslaken, Heistermannstr. 35.
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