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Berechnungsbeispiele und Erfahrungen mit der Methode der Finiten

Elemente im Maschinenbau
Von W. Stumpp, Winterthur

Einleitung

Die beiden wohl wichtigsten Gesichtspunkte einer
Spannungsberechnung sind: 1. Genauigkeit der Ergebnisse
und 2. Aufwand an Zeit und Kosten um diese Ergebnisse
zu erhalten. Ausser der Besprechung von Beispielen soll
auch auf diese beiden Punkte etwas eingegangen werden.
Nachstehend folgt eine kurze Beschreibung des Finite-
Elemente-Programms, mit dem bei Gebr. Sulzer seit etwa
zwei Jahren Berechnungen durchgefiihrt werden.

Anwendungsgebiet: Rotationssymmetrische, ebene und
kombinierte Probleme im elastischen Bereich.

Programmaufbau: Deformationsmethode. Lineare Ver-
schiebungsfunktion. Zwei Freiheitsgrade pro Knoten.

Elementtypen: A-Ringelement, A-Scheibenelement,
Stabelemente fiir ebene und rotationssymmetrische Struk-
turen, Membranschalenelement.

Belastung: Mechanisch, thermisch.

Berechnung: Elementspannungen, Knotenverschiebun-
gen.

Das Programm wurde von einer amerikanischen Firma
iibernommen. Bei der Benlitzung desselben fiir kompli-
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Bild 1. Rotierende Scheibe

a, b Elementeinteilung

¢ Achsiale Verschiebung der Scheibenmittelebene bezogen
auf die radiale Verschiebung am Innenrad. Obere Kurve:
Elementeinteilung nach a; untere Kurve: Einteilung nach b

d Umfangs- und Radialspannungen bezogen auf die ana-
lytisch ermittelte Umfangsspannung am Innenrad
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zierter geformte Korper zeigte sich bald, dass ein ratio-
nelles Arbeiten mit mdoglichst einfacher und kurzfristiger
Eingabedatenvorbereitung und mit einer {iibersichtlichen
Darstellung der Ausgabedaten nur mittels zusétzlichen Pro-
grammen erreicht werden konnte. Solche Programme wur-
den bei Sulzer ausgearbeitet; bei der Besprechung der Bei-
spiele wird darauf zuriickgekommen.

Um etwas Einblick in die Genauigkeit und Hand-
habung dieser Berechnungsmethoden zu bekommen, wurden
damals zuerst Rechnungen an einfachen, analytisch nach-
priifbaren Formen durchgefiihrt. Davon seien zwei Beispiele
gezeigt.

Es werden die Beanspruchungen und Verformungen in
einer rotierenden Scheibe infolge Fliehkraft untersucht,
Bild 1. Die Scheibenmittelebene sollte aus Symmetriegriin-
den in Achsrichtung keine Verschiebung aufweisen. Mit
der Elementeinteilung nach Bild 1a ergibt sich eine achsiale
Verschiebung der Scheibenmittelebene geméss dem gezeich-
neten Verlauf. Die Elementeinteilung hat eine anisotrope
Wirkung. Mit der Einteilung nach Bild 1b ist eine erheb-
liche Verbesserung zu erzielen. Die Spannungen sind fiir
beide Einteilungsarten gleich gross. Die Genauigkeit ist sehr
gut, an der Innenfaser kann die Umfangsspannung genau
extrapoliert werden. Ein Zusatzprogramm wurde ausge-
arbeitet, um die Zentriefugalkréfte, welche in den ein-
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Bild 2. Zylinder unter Innendruckbelastung
a Elementeinteilung, Randbedingungen, Belastung

b Elementspannungen bezogen auf die analytisch ermittelte Um-
fangsspannung am Innenrad

¢ Elementumfangsspannungen am Innenrad, bezogen auf die ana-
lytisch ermittelte Spannung

1201



Bild 3. Kolbenoberteil fiir einen Dieselmotor

zelnen Knoten angebracht werden miissen, automatisch be-
rechnen zu kénnen. Es muss nur noch die spezifische Dichte
und die Drehzahl eingegeben werden.

Dickwandiger Zylinder unter radialer Innendruckbelastung,
Bild 2

Da die Summe von Umfangs- und zugehoriger Radial-
spannung konstant ist und demzufolge keine Achsialspan-
nung auftritt, hat die Zylinderhohe auf die Spannungen
keinen Einfluss. Die Zunahme der Genauigkeit der Ele-
mentspannung am Innenrand mit feinerer Einteilung be-
tragt bei ErhShung der Knotenzahl von 7 auf 17 rund
8 % bei rund 2,6mal hoherer Elementzahl. Bei grosserer
Zahl von Elementen ist die Computerzeit ungefihr pro-
portional der Elementanzahl. Mit Riicksicht auf die Re-
chenkosten wird man daher hinsichtlich Genauigkeit immer
einen Kompromiss machen miissen; in vielen Fillen ge-
lingt es auch durch Extrapolation des Spannungsverlaufes,
die Genauigkeit in der Ermittlung der grossten Spannungen
zu verbessern. Der Steigerung der Genauigkeit durch fei-
nere Elementeinteilung sind noch von einer anderen Seite
her Grenzen gesetzt. Es wurde im vorliegenden Fall fest-
gestellt, dass bei Elementen mit Radiusverhiltnissen
ro/r; < 1,003 numerische Fehler auftreten, die zu unbrauch-
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1 Allgemeine Viereckform 4 Kreiselement (Schale, Kugel)
2 Allgemeine Dreieckform 5 Allgemeines, kreisbegrenztes Element
3 Ubergangsform

Bild 4. Blockformen fiir die Elementeinteilung
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Bild 5. Netzeinteilung fiir Kolbenoberteil

baren Ergebnissen fiihren. Fiir den allgemeinen Fall ldsst
sich das kritische Radiusverhiltnis nicht so genau an-
geben, da eine Anzahl von Parametern wie Unterschiede
in den Elementgrossen, Elementgeometrie, Anzahl Glei-
chungen, Anzahl Unbekannten pro Gleichung usw. von Be-
deutung sind. Auf Grund von Erfahrungen hat sich aber
gezeigt, dass mit Radiusverhiltnis r,/r; > 1,005 und Ele-
mentgeometrie Hohe/Breite zwischen 0,3 und 3,5 keine
numerischen Schwierigkeiten mehr auftreten.

Diese beiden Beispiele zeigen die zwei typischen Feh-
lermdglichkeiten:
1. Fehler infolge mangelhafter oder zu grober Elementein-
teilung,
2. Fehler infolge numerischer Ungenauigkeiten bei der
Computerrechnung.

Es folgen die Beispiele aus der Praxis.
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Bild 6. Kolbenoberteil. Grosste Hauptspan-
nungen infolge mechanischer Belastung in
Oberflachenelementen
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O Stitzpunkte fur [sothermen

v

Isothermenverlauf in Kolbenoberteil

Bild 7.

Kolbenoberteil fiir Dieselmotor, Bild 3

Der Kolben ist zusammengesetzt aus einem Rota-
tionskorper und neun radial stehenden Rippen. Von Inter-
esse war insbesondere die Spannungsermittlung im Kolben-
boden und entlang der Rippenkontur fiir mechanische und
thermische Belastung. Die Rippenzone wird fiir die Rech-
nung ebenfalls als rotationssymmetrisch betrachtet, wobei
dieses Material als orthotrop mit E-Modul = 0 in Um-
fangsrichtung aufzufassen ist. Die Annahme der Rotations-
symmetrie ist um so korrekter, je mehr Rippen am Um-
fang vorhanden sind. Die radiale und achsiale Steifigkeit
wird entsprechend dem Verhiltnis Summe aller Rippen-
dicken geteilt durch Umfangslinge an der betreffenden
Stelle korrigiert. Die mathematische Formulierung der Ab-
grenzung zwischen Rippen- und Rotationsteil wie auch die
Festlegung der Rippendicke jedes Elementes war im vor-
liegenden Fall ziemlich aufwendig. Auf das Zusammen-
stellen dieser Subroutine soll hier nicht nidher eingegangen
werden.

Einige Bemerkungen zur Elementeinteilung

Im urspriinglichen Programm konnten Elemente ein-
zeln beigegeben oder innerhalb von Rechteckblocken auto-
matisch erzeugt werden. Die Idee der blockweisen auto-
matischen Einteilung wurde im Laufe der Zeit fiir eine
grossere Anzahl von Blockkonturen verwirklicht, wie dies
in Bild 4 dargestellt ist. Man muss nur noch die Eck-
punkte der Blocke festlegen und in zwei Richtungen an-
geben, wie fein die Unterteilung sein soll. Die Element-
unterteilung kann gleichgerichtet oder abwechselnd ge-
richtet sein. Die Arbeit fiir die Netzeinteilung konnte da-
durch ganz bedeutend verringert werden, es miissen all-
gemein nur noch wenige Elemente einzeln eingegeben
werden.

Bild 5 zeigt die Elementeinteilung des Kolbens, wie sie
mit der Blockmethode durchgefiihrt wurde. Die Eckpunkte
der Blocke sind durch die Kreise markiert. Eine der Ein-
gabekontrollen besteht darin, dass vorgangig der Rechnung
die Elementeinteilung mit einer automatischen Zeichen-
maschine aufgezeichnet wird, um so allfdllige Fehler be-
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Bild 8. Vorbereitung fiir programmierte Elementeinteilung

ziiglich Geometrie und Elementeinteilung korrigieren zu
konnen. Fiir die Druckbelastung sind in Bild 6 die grossten
Hauptspannungen der Oberflichenelemente, in Achsial-
schnittebene liegend, eingetragen. Die Zeichnung wurde
mit dem automatischen Zeichengerit durchgefiihrt, die
Spannungen sind senkrecht zur Oberflache aufgetragen. Die
stark ausgezogenen Kreise sind die Ergebnisse einer Deh-
nungsmessung am ausgefiihrten Kolben. Die Ubereinstim-
mung ist recht gut. Es sei noch erwahnt, dass fiir einige
komplexe Bauteile Finite-Elemente-Berechnungen und ex-
perimentelle Analysen durchgefiihrt wurden; in sdmtlichen
Fillen war die Ubereinstimmung zufriedenstellend. Noch
zwei Angaben: Die Zeit fiir die Vorbereitung und Kontrolle
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Bild 9. Programmierte Elementeinteilung
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7 Schaufeln
[T

Bild 10. Pumpenlaufrad

der Elementeinteilung betrug rund vier Tage, die Rechen-
kosten etwa 400 Fr. Fiir die Berechnung der Wérmespan-
nungen wird eine Schar von Isothermen als bekannt vor-
ausgesetzt; diese werden durch eine Anzahl Stiitzpunkte
analytisch definiert, Bild 7. Durch Interpolation werden
die Temperaturen simtlicher Knoten bestimmt und durch
Mittelwertbildung dreier Knoten die zugehorige Element-
temperatur ermittelt. Ist der Zusammenhang fiir Elastizi-
taitsmodul und Ausdehnungskoeffizient mit der Temperatur
bekannt, so konnen diese Werte fiir die einzelnen Elemente
entsprechend ihren Temperaturen automatisch berechnet
werden.

Wie bereits erwdahnt, erforderte anfinglich die Ele-
menteinteilung, abgesehen von der Behandlung kompli-
zierter Rippenstrukturen, einen grossen Zeitaufwand beim
Bereitstellen der Eingabedaten. Es wurde ausser der be-
schriebenen Blockmethode eine weitere Methode der Ele-
menteinteilung entwickelt; das Vorgehen fiir die Vorbe-
reitung der Eingabedaten ist zusammengefasst folgendes: Es
wird zuerst ein Netz von Horizontalen und Vertikalen ein-
gezeichnet, wobei die Abstinde der einzelnen Linien mit
Riicksicht auf die zukiinftige Grosse der Elemente gewéhlt
werden, Bild 8. Von einem Koordinaten-Nullpunkt aus
miissen diese Linien fortlaufend numeriert und die Entfer-
nung, bezogen auf diesen Nullpunkt, festgelegt werden. Die
Korpergeometrie ist definiert durch eine Anzahl fortlau-
fend numerierter Schnittpunkte, die untereinander durch
Gerade verbunden sind. Man kann noch vorschreiben,
welche Rechteckbereiche durch eine bzw. zwei Diagonalen
zu teilen sind. Die weitere Arbeit libernimmt dann der
Computer. Zu Kontrollzwecken wird die Einteilung wie-
derum aufgezeichnet, Bild 9. Der Vorteil dieser Methode
ist offensichtlich, die Eingabedaten und damit die Zeit
fiir die Elementeinteilung werden auf ein Mindestmass
beschrinkt. Der Nachteil liegt in der oft etwas unregel-

T 3]
729 @50 389\
I |

massigen Einteilung entlang den Radern, was zu Schwan-
kungen der Spannungen in den Elementen entlang der
Oberfldche fithrt. Die gleichmissige bzw. formgerechte Ein-
teilung entlang der Oberfliche ist ein Vorteil der Block-
einteilung.

Pumpenlaufrad

Das nichste Beispiel zeigt die Berechnung eines Pum-
penlaufrades infolge Fliehkraftbeanspruchung, Bild 10. Die
sieben Schaufeln, welche als Rippenteile behandelt werden,
sind weder radial noch achsenparallel gerichtet. Der Er-
satz durch ein orthotropes, achsensymmetrisches Material
ist daher vereinfachend. Die Ergebnisse der Rechnung sind
in den Bildern 11 und 12 gezeigt; die Doppelkreise sind
gemessene Werte mittels Dehnmessstreifen. Abgesehen vom
Schaufelteil ist die Ubereinstimmung zufriedenstellend. Die
Verformungen des Rades sind ebenfalls mit Hilfe der auto-
matischen Zeichenmaschine aufgezeichnet, Bild 13.

Mehrschichtenzylinder

Das letzte Beispiel betrifft einen Mehrschichtenzylinder
unter Innendruckbelastung, Bild 14. Wegen der unterschied-
lichen Steifigkeit der Zylinderwand und der ausser der
Wandmitte angreifenden Achsiallasten tritt eine gewisse Bie-
gung auf. Die einzelnen Schichten liegen mit nur geringer
Pressung aufeinander, da nach dem Schweissen der ganze
Behilter gegliitht wird. Der Reibungskoeffizient zwischen
den Schichten ist unbekannt. Man kann zwei Extremfille
annehmen:

1. die Schichten konnen reibungsfrei aufeinander gleiten,
d. h. keine Schubiibertragung zwischen den Schichten;

2. die Reibungskrifte sind so gross, dass der Behilter als
massiv betrachtet werden kann.

Es wurden beide Fille berechnet. Reibungsfreies Glei-
ten kann man mit Stdben, welche die entsprechenden Kno-
ten zweier Schichten verbinden und tber den ganzen Um-
fang gleichmissig verteilt sind, erreichen. Die Stibe sind
biegeschlaff und konnen somit nur Zug- oder Druckkrifte
iibertragen. Die Wirkung dieser Stdbe ist gleich wie die-
jenige eines rotationssymmetrischen Membranschalenele-
mentes mit Elastizititsmodul = 0 in Umfangsrichtung. Die
Linge dieser Elemente wurde mit 0,2 mm angenommen,
pro Radian wurde derjenige Elementquerschnitt eingesetzt,
welcher die richtige Radialspannung wiedergibt, die zwi-
schen den Schichten entsteht. Diese Stabelemente haben
sich als ganz niitzlich erwiesen, es lassen sich mit ihnen
Bedingungen, wie sie zwischen den Trennflichen zweier
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Bild 11. Pumpenlaufrad. Meridional- Bild 12. Pumpenlaufrad. Linien konstanter ~ Bild 13. Deformationen des Pumpenlauf-
spannungen Tangentialspannungen rades
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Bild 14. Mehrschichtenzylinder
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Bild 15. Mehrschichtenzylinder.

Spannungsverlauf im Schnitt I-I
(Bild 14)

zusammengespannter Teile herrschen, gut wiedergeben. Die
Stdbe lassen sich auch so anordnen, dass zudem Schub-
iibertragung moglich ist. In Bild 15 sind die Ergebnisse fiir
die Achsial- und Umfangsspannungen im Schnitt I-I auf-
getragen. Die ausgezogene Kurve ist fiir den reibungsfreien
Fall. Da pro Schicht nur vier Elemente iiber die Dicke
vorhanden sind, ist eine gewisse Streuung der Spannungs-
werte benachbarter Elemente vorhanden. Wegen der Be-
schrinkung in der gesamten Elementzahl konnte keine fei-
nere Einteilung innerhalb der Schichten vorgenommen wer-
den. Die strichlierte Kurve gilt fiir den massiven Zylinder.
Grundsitzlich besteht die Moglichkeit, einen Ausschnitt

Bauten der Eidgenossenschaft in der Westschweiz

Ende Oktober dieses Jahres veranstaltete das Eidg.
Departement des Innern eine Pressefahrt durch die Kantone
Freiburg und Waadt, bei welchem Anlass der Direktor der
Eidg. Bauten, Max von Tobel, dipl. Arch., und sein Stell-
vertreter, Claude Grosgurin, dipl. Arch., die einzelnen Bau-
ten kommentierten. Ausserdem zeigten sie in Plinen und
Modellen eine Anzahl von westschweizerischen Bauvor-
haben. Anlédsslich des Mittagessens im «Milieu du Monde»
in Pompaples richteten Bundesrat H. P. Tschudi, Regie-
rungsrat M.-A. Ravussin, Lausanne, und Gemeindeprasident
Ed. Bonzon-Zaugg das Wort an die Teilnehmer. Die sehr
wohlgelungene Veranstaltung hinterliess einen vorziiglichen
Eindruck von der Vielfalt der von der Eidg. Baudirektion
zu bewiltigenden Probleme sowie von der Umsicht und
Entwicklungsfreude, mit der diese Amtsstelle ans Werk
geht. Im folgenden geben wir einen Uberblick iiber die aus-
gefiihrten oder kurz vor ihrer Vollendung stehenden Bau-
ten, von denen einzelne spiter noch ausfiihrlich zur Dar-
stellung kommen sollen.

2. Dezember 1971
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dieser Zone mit feinerer Einteilung getrennt zu berechnen.
Die Randbedingungen des Ausschnittes entsprechen dann
denjenigen der ersten Rechnung.

Die gezeigten Beispiele geben einen Einblick in die
mannigfaltigen Moglichkeiten der Spannungsanalyse mit der
Methode der finiten Elemente. Bei sinnvollem Einsatz ist
diese Methode ein wirksames Hilfsmittel zur Spannungs-
analyse eines Bauteiles und trégt somit bei zur Gestaltung
festigkeitsgerechter Bauteile.

Adresse des Verfassers: W. Stumpp, dipl. Ing., in Firma Gebriider
Sulzer AG, Abteilung 1502, 8401 Winterthur.

DK 72:725.18:725.35

Die Norm-Lagerhalle des Zeughauses Belfaux ist eine
der ersten der bis heute erstellten 31 Hallen. Der Umfang
des im Riistungsprogramm 1966 festgelegten Mehrbedarfs
an Lagerraum legte es der Baudirektion nahe, einen Mehr-
zweck-Bautyp entwickeln zu lassen. Mit den Studien wur-
den das Architekturbiiro W. Althaus und die Ingenieure
Emch & Berger in Bern beauftragt. Die Hallen dienen
dem Einstellen von Fahrzeugen, der Lagerung von Korps-
und Reservematerial und von schwerem Material (Briik-
ken usw.), zum Reparieren von Material und Fahrzeugen,
fiir Truppenparkdienst, als Retablierungsplatz und Schu-
lungsraum; sie miissen unter verschiedenen klimatischen,
topographischen und geologischen Bedingungen aufgestellt
werden konnen und sollen architektonisch in den verschie-
densten Landschaften und Siedlungsraumen nicht storend
wirken. Die Hallen sind zwei- oder dreigeschossig und
haben eine Breite von 18 m. Ihre Liange betrdgt ein Viel-
faches von 6 m (zum Beispiel 24, 30, 36, 42 m usw.). Das
Erdgeschoss — und das Untergeschoss, wenn eines vor-
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