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89.Jahrgang Heft 48

HERAUSGEGEBEN VON DER VERLAGS-AKTIENGESELLSCHAFT DER

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

AKADEMISCHEN

2. Dezember 1971

TECHNISCHEN VEREINE, 8021 ZzURICH, POSTFACH 830

Anwendung der Finiten Elemente in der Industrie

Unter diesem Titel veranstaltete die SIA-Fachgruppe
der Ingenieure der Industrie (FII) am 12. November 1970
im Kasino Ziirichhorn eine Informationstagung. In deren
Verlauf erhielten die zahlreichen Teilnehmer einen Uber-
blick iiber das Prinzip der Methode der Finiten Elemente
und iiber deren Anwendungsmoglichkeiten in der Industrie
sowie fiir die Losung besonderer Fragen des Bauingenieur-
wesens.

Im vorliegenden Heft beginnen wir mit der Veroffent-
lichung der wihrend der Tagung gehaltenen Vortrige,

Grundlagen der Methode der Finiten
Von E. Erni, Zlrich

1. Einleitung

Die Methode der Finiten Elemente beruht auf den Grund-
lagen der Matrizenstatik. Ein wesentlicher Unterschied zu
anderen Verfahren liegt in der Gestaltung des Rechenablaufes
von Beginn an in der Form der Matrizenrechnung. Die ge-
schichtliche Entwicklung der Methode beginnt in den Jahren
vor dem Zweiten Weltkrieg. Wahrend des Krieges und im Zeit-
raum bis 1955 lag der Schwerpunkt bei der Kraftmethode der
Matrizenstatik (Matrix Force Method). In den weiteren Jahren
beginnt die Deformationsmethode der Matrizenstatik (Matrix
Deformation Method) an Anwendungshiufigkeit zu gewinnen.
Die Entwicklung dieser Methoden auf den heutigen Stand der
Methode der Finiten Elemente ist stark gekoppelt mit den
Fortschritten der elektronischen Datenverarbeitung und ohne
sie praktisch nicht denkbar. Erst die Datenverarbeitung macht
die rationelle Losung der grossen Zahl simultaner Gleichungen
moglich, die beim Rechnungsvorgang anfallen. Von den zahl-
reichen Ingenieuren und Wissenschaftlern, die mit der Ent-
wicklung besonders eng verbunden sind, seien einige genannt:
B. Langefors, P.H. Denke, M.J. Turner, R.W. Clough,
J.H. Argyris, F.B. de Veubeke, O.C. Zienkiewicz.

Die Literatur iiber die Methode, vor allem in englischer
Sprache, hat seit 1960 einen Umfang angenommen, der selbst
fiir Spezialisten schwer tiberblickbar ist. Die im Literaturver-
zeichnis angegebenen Standardwerke von 1967 an geben aber
doch einen guten Uberblick.

Die Methode der Finiten Elemente ist unter die numeri-
schen Methoden der Festigkeitsrechnung einzureihen; es wird
darunter im allgemeinen ein Verfahren verstanden, bei dem die
zu analysierende Struktur als eine Konfiguration von diskreten
Teilchen dargestellt wird, genannt Elemente.

Jedes Element hat dabei endliche Dimensionen. Um Be-
rechnungen mit diesen Elementen durchzufiihren, ist es not-
wendig, fiir jedes die Beziehung zwischen der wirkenden Kraft
und der Deformation aufzustellen. Ein Kontinuumskorper
kann durch ganz verschiedenartige Modelle von Finiten
Elementen dargestellt werden: Dreiecke, Vierecke oder poly-
gonale Formen. Das Netzwerk der Unterteilung kann grob
sein und eine kleine Zahl von Elementen umfassen, oder aber
sehr fein, indem zahlreiche kleine Elemente gewéhlt werden.
Die Kriterien zur Wahl hingen von der Geometrie der Struktur
und von lokalen Einfliissen, wie etwa Spannungskonzentra-
tionen, ab. Dabei ist es durchaus moglich, die Feinheit der
Unterteilung zu variieren und an den Orten von Krafteinlei-
- 2. Dezember 1971

Schweizerische Bauzeitung - 89. Jahrgang Heft 48

Elemente

welche zum Teil iiberarbeitet wurden. Damit auch die
Leser, die mit der Methode nicht vertraut sind, einen Uber-
blick tiber deren Grundlagen und Aufbau erhalten, hat
sich Ing. E. Erni in verdankenswerter Weise bereit erklart,
einen entsprechenden Beitrag zu verfassen. Mit diesem Auf-
satz leiten wir die Reihe liber die Anwendung der Methode
der Finiten Elemente in der Industrie ein. Der Umfang
dieser Beitragsreihe zwingt uns, mit Riicksicht auf die ver-
schiedenen Berufssparten unserer Leserschaft, sie auf meh-
rere Ausgaben zu verteilen. Red.
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tungen eine feinere Aufteilung vorzunehmen. Im Falle einer
Rahmenkonstruktion erhdlt man bereits eine passende Unter-
teilung in Elemente, wenn jedes Teil, Balken oder Stab als ein
Finites Element betrachtet wird.

Diese Teile werden in der Berechnung durch die Neutral-
achse dargestellt, die Bindungen an die Nachbarelemente
treten bei einer Rahmenstruktur nur an den Enden, Knoten
genannt, in BErscheinung. Die Betrachtung von Gleichgewicht
und Vertraglichkeit der Verschiebungen wird dementsprechend
nur an diesen Knoten ausgefiihrt. Mit den Elementtypen,
welche normalerweise unter den Begriff Finite Elemente fallen,
werden Strukturen berechnet, die mathematisch dargestellt
sind durch zweidimensionale Scheiben, Platten und Schalen,
oder durch ein dreidimensionales elastisches Kontinuum. Da-
mit erscheinen die Verbindungen entlang einer Linie oder einer
Flache und nicht nur an einem Knotenpunkt des Elementes.
Es muss nun sichergestellt werden, dass das Gleichgewicht und
die Vertriglichkeit an den Knoten vorhanden ist und die Be-
rithrungsflichen oder Linien zwischen den Knoten die gewéhlte
Form der Verschiebungsverteilung annehmen. Diese Vertrag-
lichkeit an den Begrenzungen zwischen zwei benachbarten
Elementen muss gefordert werden, um ein der Wirklichkeit
entsprechendes Spannungsbild in der Struktur zu erhalten.
Sind die Vertraglichkeits- und Gleichgewichtsbedingungen in
den Knotenpunkten erfiillt, so ist es von der Richtigkeit der
Steifigkeitsmatrize des Elementes abhangig, ob an den Be-
grenzungen zweier benachbarter Elemente die Vertrédglich-
keitsbedingungen ebenfalls erfiillt sind. Wire die Vertrdglich-
keitsbedingung nur an den Knoten eines Dreieckelementes er-
fiillt und nicht an den Seiten, dann entstiinden durch die Be-
lastung Spalten oder Ubereinanderschiebungen der benach-
barten Dreiecksfelder, so dass die ganze Struktur weniger steif
wirkt, als in Wirklichkeit. Dieser Effekt hdtte grosse Span-
nungsabweichungen gegeniiber der exakten Losung und Span-
nungskonzentrationen in den Knotenpunkten zur Folge.

2. Die Ableitung einer Steifigkeitsmatrize am Beispiel des ein-
fachen Balkens
2.1 Beziehungen zwischen Krften und Verschiebungen

Vor der Betrachtung eines zweidimensionalen Dreiecks-
elementes, wie es zur Berechnung eines Kontinuumskorpers
verwendet werden kann, ist es niitzlich, sich mit dem Vorgang
an einem einfachen Element, dem Balken, zu befassen, wie er
normalerweise in einem Rahmentragwerk vorkommt.
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