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89. Jahrgang Heft 12

HERAUSGEGEBEN VOMN DER VERLAGS-AKTIENGESELLSCHAFT DER

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

AKADEMISCHEN

25, Marz 1971

TECHNISCHEN VEREINE, 8021 ZURICH, POSTFACH 880

Prof. Dr. Charles Jaeger zum 70. Geburtstag

Zahlreich sind die Freunde, welche mit Charles Jaeger
personlich verbunden sind und ihm hiermit ihre besten Wiinsche
zum 70. Geburtstag iibermitteln! Aber noch viel zahlreicher sind
die Ingenieure, die dem Jubilar nie begegnet sind und denen er
dennoch ein guter Bekannter ist,; auch sie ergreifen mit Freunden
die Gelegenheit, ihn zu griissen und zu ehren!

Charles Louis M. Jaeger wurde am 26. Mdrz 1901 als
Biirger von Auboranges FR geboren. Von 1919 bis 1923 studierte
er an der Abteilung fiir Bauingenieurwesen an der ETH Ziirich
und arbeitete anschliessend drei Jahre in einem Ingenieurbiiro in
Genf, bevor ithn eine schwere Krankheit zu einem ebenso langen
Kuraufenthalt zwang. Vielleicht war es aber gerade diese Zeit,
die ihn seiner Bestimmung entgegenreifen liess. Denn er trat
nachher als Privatassistent in die Dienste von Prof. Dr. Eugen
Meyer-Peter, schloss bei diesem 1933 mit einer Dissertation iiber
die «Théorie générale du coup de bélier» (Druckstoss) ab und
wurde damit zu einem wegweisenden Forscher und Fachmann auf
dem Gebiet der Hydraulik. Von 1934 bis 1937 wirkte er zundichst
als beratender Ingenieur, um dann von 1938 bis 1946 als
wissenschaftlicher Mitarbeiter in der Versuchsanstalt fiir
Wasserbau an der ETH-Ziirich wiederum an die Seite von Prof.
Meyer-Peter zu treten. Von 1943 an lehrte er als Privatdozent an
der ETH Hydraulikk und begann mit der Abfassung seines
bekannten Buches iiber « Technische Hydraulik».

«Von der Theorie zur Praxis» konnte man seinen 1946
erfolgten Sprung iiber den Aermelkanal nach England betiteln.
Denn von diesem Zeitpunkt an wirkte Charles Jaeger bis 1965 als
«Consulting Engineer to the English Electric Co. Ltd» in Rugby
und bearbeitete dabei eine grosse Anzahl von Projekten im In-
und Ausland. Viele Reisen brachten ihn schon kurz nach dem
Krieg in mehrere iiberseeische Linder, wo ihm insbesondere die
Beurteilung von Wasserkraftanlagen iibertragen wurde. Daneben

Theorie des Reibungseinflusses beim Druckstoss

fand er aber noch Zeit, sein stindig aufgefrischtes Wissen als
Lektor am Imperial College in London sowie in Vortrdgen
weiterzugeben. 1966 war er Gastprofessor an der Colorado State
University in den Vereinigten Staaten und 1967 Experte der
UNESCO in Indien.

Wenn Charles Jaeger fiir viele Schweizer Ingenieure der
unbekannte Bekannte ist, so riihrt das daher, dass er zwar 1946
fiir mehr als 20 Jahre ins Ausland zog, aber in seiner Heimat
dennoch durch seine zahlreichen Verdffentlichungen gegenwdrtig
blieb. Am meisten trug hierzu das bereits erwdhnte Buch iiber
«Technische Hydraulik» bei, das 1949 in deutscher, 1953 in
franzosischer und 1955 in englischer Sprache erschien und weite
Verbreitung fand; es gehort heute noch zu den klassischen
Werken der Hydraulik. Dariiber hinaus zeugen aber noch viele
Zeitschriftenaufsditze fiir Charles Jaegers vielfiiltige Interessen.
Mit meisterhafter Klarheit behandelte er die Theorie des
Abflusses im Grundwasser und in offenen Gerinnen, der Wasser-
schlossschwingungen und des Druckstosses in Drucksystemen,
der Aehnlichkeitsgesetze bei Modellversuchen usw. Und mit
seinem ausgeprdgten Sinn fiir das Grundsdtzliche vermittelte er
treffende Einblicke in den Bau von Wasserkraftanlagen, ins-
besondere von Druckleitungen, Druckschichten, Kavernen, Tal-
sperren usw. Letzteres fiihrte ihn dann schliesslich auch zu seinen
beachteten Aufsdtzen iiber die Grundziige der Felsmechanik.

Charles Jaeger hat also fiir seine Heimat und seine
Hochschule viel Ehre eingelegi! Es ist ihm deshalb zu gonnen,
dass er sich, seit 1968 im Ruhestand, nun in Pully der lieblichen
Genferseegegend erfreuen darf. Mdge ihm und seiner Gemahlin
sowie seinen beiden Kindern — der Sohn ist Physiker und die
Tochter Mathematikerin (jetzt verheiratet) — noch eine gliick-

liche Zeit beschieden sein! Prof. Dr.D. Vischer) BIED Zirich

DK 532.595

Von Prof.Dr.J. Raabe, Minchen, Inhaber des Lehrstuhls und Direktor des Instituts fur hydraulische Maschinen und Anlagen der

Technischen Universitat Miinchen (TH)

Inhaltsangabe: Aufgrund von Bewegungsgleichung und Konti-
nuitdt wird zundchst die analytische Behandlung des beliecbig
instationdr stromenden, idealen elastischen Fluids im geraden
Kreisrohr in Erinnerung gebracht. In Anlehnung hieran wer-
den die Grundlagen fiir die radiale Verteilung der Geschwindig-
keit bei instationdrer Stromung eines realen elastischen Fluids
abgeleitet.

1. Einleitung

Die Staudruckverteilung liber den Radius des harmonisch
schwingenden unelastischen, jedoch viskosen Fluids im geraden
Kreisrohr im laminaren Bereich wurde zuerst von E.G. Ri-
chardson und E. Tyler [1] beobachtet. Eine theoretische Er-
klarung fiir das hierbei beobachtete Geschwindigkeitsmaximum
nahe der Rohrwand gab als erster 7/. Sex/ im Jahre 1930 [2].
Die radiale Geschwindigkeitsverteilung und deren zeitliche
Phasenlage beim viskosen unelastischen Fluid wurden 1952
erstmals von Lambossy berechnet [3]. Die tragheitsfreic Mes-
sung der mittleren Geschwindigkeit einer solchen Stromung
durch elektrische Impulse mit einem Gerdt, das nach dem
Prinzip des «Strompendels» arbeitet, wurde erstmals 1952 von
H. Pieper und E. Wetterer angegeben [4]. Ein verfeinertes,
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elektrisch registrierendes Strompendel verwendete W. Vogel
1958 [5] zur Messung des zeitlichen Verlaufs der radialen Ge-
schwindigkeitsverteilung bei turbulenter Strémung in ver-
schiedenen Querschnitten einer einseitig offenen Rohrleitung,
deren Fluid durch einen Kolben in harmonische Schwingungen
versetzt wurde. Hierbei hat man die in den einzelnen Quer-
schnitten unterschiedliche Phasenlage von Rand- und Kern-

stromung in Abhéngigkeit von der Kolbenstellung beobachtet.

Der vorliegende Aufsatz setzt sich zum Ziel, unter Ver-
nachldssigung der Rohranlaufstrecke eine strenge Theorie der
radialen Geschwindigkeitsverteilung im waagrechten geraden
Kreisrohr bei beliebiger instationédrer Stromung zu geben fiir
den Fall, dass die Leitung einem Behélter konstanten Druckes
entspringt und einen verdnderlichen Ausflussquerschnitt be-
sitzt. Dabei werden innere Reibung und Kompressibilitdt des
Fluids berticksichtigt und die Fille der laminaren und turbu-
lenten Stromung gesondert betrachtet. Zundchst werden die
Vorginge nach erfolgtem Abschluss des einen Rohrendes und
sodann die bei noch vorhandenem Durchfluss untersucht. In
den Endergebnissen wird durchwegs eine im Verhéltnis zur
Druckwellengeschwindigkeit vernachlédssigbare Stromungs-
geschwindigkeit angencmmen.
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Bild 1. Ausfluss aus einem unendlich gross angenommenen Frei-
spiegelbehilter iiber waagrechte Rohrleitung mit Kreisquerschnitt
durch ein regelbares, axialsymmetrisches Verschlussorgan (Nadeldiise)

2. Aufstellung der Grundgleichung beim idealen elastischen
Fluid, Einschrinkungen, allgemeine Losung

Im folgenden werden die fir die Bewegung eines kom-
pressiblen idealen Fluids in einer geraden, waagrechten Rohr-
leitung konstanten Querschnittes massgebenden Grund-
gleichungen, nidmlich Bewegungsgleichung und Kontinuitét,
sowie deren allgemeine Losung in Erinnerung gebracht. Dabei
wird auf einzelne Annahmen eingegangen.

Die betrachtete instationdre Bewegung soll sich dadurch
einstellen, dass Fluid aus einer von einem Behdélter konstanten
Druckes p.. gespeisten Rohrleitung gemiss Bild 1 zeitlich ge-
drosselt ausfliesst oder der Durchfluss abgesperrt worden ist.
Der zeitlich konstante statische Druck p.. liberlagert sich dem
im folgenden fiir sich betrachteten zeitlich verdnderlichen
Druck p in der Rohrleitung. Der resultierende statische Druck
ist also

(1) Pres = Doc =D

Unter der Annahme, dass der Druck p und die Geschwin-
digkeit ¢ iiber den Rohrquerschnitt konstant seien, lautet die
Bewegungsgleichung am idealen Fluidelement in Rohrachsen-
richtung (x-Richtung)

Die ortliche Anderung der Geschwindigkeit ist bei dem
angenommenen konstanten Rohrquerschnitt nur infolge
Druckwellen und damit verbundenen Geschwindigkeitswellen
moglich. Wandert die Stufe einer Geschwindigkeitswelle mit
dem Anstieg oc/dx - dx lings der Strecke dx mit der Wellen-
geschwindigkeit @ in-x-Richtung, dann gilt fiir die Strecke dx,
die der Wellenausschlag in der Zeit dr zuriicklegt, geméss
Bild 2

(3) dx=adt
Damit wird die partielle ortliche Geschwindigkeitsinderung

@ dc 15 ae
@b o @t

und das zweite Glied in der Bewegungsgleichung (2)

) ac ¢ ac¢
G =l
ax a ot

Hiermit lautet die Bewegungsgleichung bei idealem, elasti-
schem Fluid

1 op ¢ \\éc
(GBS (1 +—)
0 0x ! a

J
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c(x)

—» X-RUchlung

Bild 2. Zur Fortpflanzung einer zur Druckwelle gehorigen schrigen
Geschwindigkeitsstufe in -x-Richtung

— — — Geschwindigkeitsverlauf tiber x zur Zeit ¢

—— dasselbe zur Zeit t + § ¢

Bei konstanter Dichte tiber den Querschnitt ergibt die
Kontinuitdtsbedingung

ac a0 o0
M o— et
ax ox ot

Da bei dem angenommenen konstanten Rohrquerschnitt
eine ortliche Dichtednderung do/éx nur von den mit Druck-
wellen einherlaufenden Dichtewellen stammt, gilt analog GI. 5

o0 c 9o
@) e =—=
ox a ot

Damit lautet die Kontinuitét

dac 7
© o (+(1+i) ¢ —0

a ot

Die Gleichungen (6) und (9) triigen fir den Fall, dass
ac/ox und ép/éx von Wellen in positiver x-Richtung stammen,
vor c/a ein negatives Vorzeichen. Im Folgenden wollen wir an-
nehmen, dass der Wirklichkeit entsprechend
(10) |cla] < 1

sei. Damit lauten Bewegungsgleichung und Kontinuitét

1 op ac

== A =0
(1 o ox at

1 do ac
12) — — 4+ - =0
@2 o ot ox

Die im allgemeinen mit der absoluten Kleinheit von ¢
begriindete Fortlassung der konvektiven Beschleunigung in der
Bewegungsgleichung und die zumeist vergessene Erwdhnung
von ép/éx ist also nur bei gegeniiber der Einheit kleinem Wert
von | ¢/a| zuldssig.

Um diese Gleichungen mit ihren drei Unbekannten losen
zu kénnen, ist noch eine «Zustandsgleichung» des Fluids not-
wendig, die p und o miteinander verbindet. Sie ist durch das
«Hookesche Gesetz» gegeben

(13) A4V|Ve = — plE

mit ¥, als einem Bezugsvolum, 4V als dessen Anderung unter
p und E; dem Volumenelastizititsmodul des Fluids. In E; sei
zur Vereinfachung gendhert auch eine etwaige Elastizitdt der
Rohrwandung mitenthalten. Bei konstantem E; gilt

(14) @AV|Ve—= — 0plE:
Wegen

15 edv|v,= 2o V|V,
und

(16) @ V|V, ~ éufv
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kann GI. 14 durch
(17) avfv = — aplE

angendhert werden mit v als spezifischem Volumen. Wegen
(18) @vfv= —2gfo
wird GI. (17)

(19) @olo = ép/E

Hiermit lautet die Kontinuitétsgleichung (12)

1 9 dc
o e,

20
20) E, ot ox

Bedenken wir, dass annahmegemass E; die wirkliche (ge-
messene) Druckwellengeschwindigkeit a beinhaltet, dann gilt

20

Damit lauten Bewegungsgleichung und Kontinuitat

E; = a%p

1 ap dc

22 —— +—=0
0 dx at
1 2 @

@) —— 2 4 =0
a*o ot ox

& (22)]ex — @ (23)/et ergibt in bekannter Weise die Wellen-
gleichung
o*p o*p

(24) a? | or =0

Bekanntlich befriedigt jede beliebige stetige und differen-
zierbare Funktion f der Argumente x -+ at und x — at diese
Gleichung, gemaéss

25) p=f(x +xat)

Die Losung entspricht einer beliebigen Druckverteilung
langs der Rohrachse zu einem bestimmten Zeitpunkt, die sich
ohne Verformung mit Wellengeschwindigkeit @ in Rohrachs-
richtung fortbewegt. Dabei gehort das positive Vorzeichen vor
at zu einer Bewegung in +x-Richtung und das negative Vor-
zeichen vor at zu einer solchen in — x-Richtung. Setzen wir die
Druckverteilung aus GI. (25) in die Bewegungsgleichung (22)
ein, dann ergibt sich als zugehorige Geschwindigkeitsverteilung

1 3 1
@) e——— [ L= ff’(,v © ar) ot
o ) ox @y

@27 e =" Lf(x + at)
oa

Hierin gilt das negative Vorzeichen fiir die sich in
-~ x-Richtung mit a bewegende Verteilung f'(x + at) und das
positive Vorzeichen fiir die sich in — x-Richtung bewegende
Verteilung f'(x — at).

3. Anwendung der Losung auf harmonische Wellen

Der instationdre Druckanteil p kann beispielsweise aus
zwei gegenliufigen harmonischen Wellenziigen zusammenge-
setzt werden gemaéss

(28) p = p, [sink (x + at) + sin k (x — at)]
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Hierin sind p, und k& zunichst Freiwerte. Mit dem Additions-
theorem wird

(29) p =2pysinkxcoskat
Die zugehorige Geschwindigkeitsverteilung wird nach Gl. (27)

Po

@0y le = [—sink(x + at) +sink (x — at)]

was mittels Additionstheorem auf

2p, 5
——coskxsinkat
oa

Ghe——

fihrt.

4. Bestimmung der Freiwerte p, und k& aus Anfangs- und Rand-
bedingungen

Nach dem in Bild 1 dargestellten, hier betrachteten Pro-
blem muss fiir x = 0, wo die Rohrleitung in den unendlich
gross angenommenen Behdlter mit konstantem Freispiegel
miindet, fiir alle Zeiten p = 0 sein. Das ist durch den Ansatz
von GI. (29) erfiillt. Zur Bestimmung des Eigenwertes k wird
zunichst angenommen, dass am rechten Ende der Rohrleitung
x = L der Durchfluss abgesperrt worden sei. Es muss also bei

axial starr gedachter Leitung zu jeder Zeit
(32) coskLsinkat=0

sein. Das ist nur moglich fiir folgende Eigenwerte
(33) k=ma/2L),
worin m gemass

(G4) m= £1, £3,=L9,...

die Reihe der ungeraden Zahlen durchlduft. Zur Bestimmung
des Anfangswertes p, setzen wir

(35) 2[)0 = Pm

Wegen der Linearitdt der Wellengleichung (24) kann der
allgemeine Druckverlauf p (x, 7) im Hinblick auf die Gl. (29)
und (35) angesetzt werden als

a 1)

Fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢ = #, sei der Verlauf von
p = pres — poo Uber der Rohrachse gemiss Bild 3 gegeben.
Dies fiihrt auf

mm mam
=Y pmsin | —— x —
(36) p=) pmsin (ZL \f’) cos (ZL

m

(37) P (x, fo) = Epm sin (% X) CcoS (\ 2% a fo)

Hier empfiehlt sich die Substitution
mu
(38) Pm COS (ET a to) = dm

womit p als harmonische Reihe vorliegt

(B9 p(x, 1) = ; am Sin ( ’271; x)

Die Werte an folgen hierin aus einer Fourieranalyse zu

4L

1 -
(40) am — ﬁv/p (X, fo) sin (*’;% .\’) dx

0
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L

Bild 3. Augenblicklicher, zur Zeit ¢ = f, gemessener instationdrer
Druckverlauf p (x f,) nach Abschluss des rechten Endes einer aus
unendlich gross angenommenem Freispiegelbehilter gespeisten, waage-
rechten Leitung

wobei die m durch GIl. (34) festgelegt sind. Fiir einen gemes-
senen momentanen Verlauf von p (x, £,) ist das Integral nur
grafisch oder numerisch auswertbar. Mit den a, sind die
Druckamplituden p» in Gl. (36) tiber Gl (38) festgelegt.

5. Die Stromung ohne Durchfluss beim wirklichen Fluid
5.1 Allgemeines

Den durch GI. (36) fiir das ideale Fluid gegebenen Druck-
verlauf wollen wir auch gendhert fiur die beliebig schwingende
Stromung eines idealen Fluids zu Grunde legen. Innerhalb des
betrachteten Zeitraums werden die Druckamplituden gendhert
als konstant vorausgesetzt. Sieht man davon ab, dass beim
wirklichen Fluid der das Element elastisch zusammen-
driickende Druckgradient vom resultierenden Druckgradienten
um einen Druckgradient infolge innerer Reibung abweicht,
dann bleibt die Kontinuititsgleichung (20) hierbei erhalten.
Der statische Druck werde tiber den Querschnitt als konstant
angenommen. Infolge fehlender Querbewegung gilt dies aller-
dings nur exakt flir laminare Stromung. Mit dem Druck ist
auch die Dichte o iiber den Querschnitt konstant. Konstanter
Druck iiber den Querschnitt ergibt fiir jedes Fluidteilchen
innerhalb desselben gleiche Druckwellengeschwindigkeit a.
Ausserdem folgt aus dem iiber den Querschnitt gleichbleiben-
den Druck eine iiber den Querschnitt konstante zeitliche
Druckdnderung 8p/ét. Bei konstantem a2 und ép/ér muss in-
folge der Kontinuititsgleichung (23) auch dc/éx innerhalb eines
Querschnitts konstant sein. Hiernach ergibt sich als einziger
Unterschied zum idealen Fluid beim wirklichen Fluid ein hin-
sichtlich Amplitude und Phasenlage vom Rohrachsabstand r
abhingiger zeitlicher Geschwindigkeitsverlauf.

Man erkennt dies tiberschligig wie folgt: In der Rohr-
achse halten wegen verschwindenden Geschwindigkeitsan-
stieges iiber dem Radius nur Druckanstieg und Tréagheitskr aft
in Rohrachsrichtung einander das Gleichgewicht. Das fiihrt
zu der zum Beispiel durch die Gln. (29) und (31) ausgedriickten,
90gridigen zeitlichen Phasenverschiebung im zeitlichen Ver-
lauf von Druck und Geschwindigkeit. An der Rohrwand hir.-
gegen halten Druckanstieg in Rohrachsrichtung und radialer
Anstieg der Schubspannung einander das Gleichgewicht. Bei
laminarer Stromung ist daher der Druckanstieg der Kriimmung
des Geschwindigkeitsprofils proportional. Wegen fehlender
zeitlicher Ableitung hierbei sind hiernach an der Wand der
seitliche Verlauf von Druck und Geschwindigkeit phasengleich.

5.2 Verhdltnisse bei laminarer Stromung

Bei laminarer Stromung viskosen Fluids wirken im Rohr-
querschnitt viskose Normalspannungen oz« und im koaxialen
Zylinderschnitt viskose Schubspannungen z. Das Gleichge-
wicht am fliissigen Ringelement gemiss Bild 4 ergibt in
x-Richtung unter der Annahme ¢/a < 1

ac 00z 1 a(zr) L. op
@1 e ot 0x r ar ax

272

T+—=—ar
or o 36ixx »
6xx - —> ot ax 4
p—> Idr <—a
/]
= P+ odx
X — 7 Rohrachse
ac
a1 1
[——flissiges
Ringelement

Bild 4. Ringformiges Fluidelement einer waagerechten Rohrleitung
bei laminar stromendem Fluid mit seinen Oberflichenkriften je Fli-
cheneinheit und seiner d’Alembertschen Tragheitskraft

Nimmt man Newtonisches Fluid an, dann hédngen die
Spannungen o und v geméss der Navierschen Annahme! (wie
folgt mit den Anderungen der Geschwindigkeit ¢ und der
dynamischen Viskositdt zusammen:

42) s = g
Opw == 2] ( w5 iv c)

Die Beriicksichtigung von ¢ ist notwendig, da die fiir die
Wellenfortpflanzung massgebende Kontinuitdtsgleichung des
elastischen Fluids entscheidend durch das auch mit .z zu-
sammenhingende Glied éc/ax geprdgt wird. Bei der vorliegen-
den eindimensionalen Stromung ist

: ac
dive = —
0

(44)

Nach Einfiithrung der kinematischen Viskositét
45) »=nfe

und mit den Gln. (42) bis (45) lautet die Bewegungsgleichung
(41)

3 ox? or? ¥ or

(46) i( -r ( 4 2% 3%c 1 3(’)

ct
Nimmt man genihert an, dass die einzelne harmonische

Druckwelle hier auch derjenigen des idealen Fluids gehorcht,
dann wird mit 2 p, = p» und Gl. (29) die Bewegungsgleichung

hierfiir
1t @’ B
=+

Pm k
= — ——cosikxcoskat
0

(<

Nach der unter 5.1 angestellten Uberlegung erscheint es
sinnvoll, fiir die Geschwindigkeit folgenden Ansatz zu machen:
48) ¢ = cmceskx[fi () sinkat + f,(r)coskat]
mit £, () und f; (r) als zwei noch zu bestimmenden Funktionen

fiir die radiale Verteilung der Geschwindigkeit. Setzt man
Gl. (48) in Gl. (47) ein, dann folgt mit f, (r) = fiund £, (r) = £,

1) Siehe etwa J. Raabe: Hydraulische Maschinen und Anlagen,
Teil 1: Grundlagen der hydraulischen Stromungsmaschinen, Diisseldorf
1968, VDI Verlag.

25, Marz 1971

Schweizerische Bauzeitung + 89. Jahrgang Heft 12 -



4 1
(49) coskat (/(afl = P — g —n
p

k pm 4
+ P )+sinkar(—kaf2+—37vk2f,f

0 Cm
1 ’ ”'
=)/ 7].’ f“ — P f‘] ) =0

Diese Gleichung kann zu beliebiger Zeit 7 nur erfiillt sein,
wenn die Beiwerte von cos kat und sin kat gleichzeitig ver-
schwinden. Dies fithrt mit dem Differentialoperator

L, 4
(50) LU)=f"+—f - —kf
r 3

auf die beiden simultanen Differentialgleichungen fiir £, und f,

/ ~ 5 k m
LB &

N Cm

By — =0

62 L —o

Die Anwendung des Operators auf Gl. (51) fiihrt auf

k k m
= L g b p e — 20"

v 1 Cm

(53)

Driickt man hierin L f; geméss Gl. (52) durch f, aus, dann
wird mit Beachtung von GI. (50) die Differentialgleichung fiir £,

kl al

4 / 3 m
—h=-— =2

(54) LLf, -+

i 3 N Cm

Wendet man den Operator L auf Gl. (52) an und fiihrt
sodann L f, mittels Gl. (51) auf f; zuriick, dann bekommt man
fiir f, die Differentialgleichung

kZ a.’!
LLEE= ey —

k? a pDm

(55)

V1 Cm

Die zu 16senden Differentialgleichungen fiir £, und £, sind
also vom Typus

/2 2
0 e S

(56) fi=—1C;

wobei fiir i = 1

7](21 Pm

BICE—

V1 Cm
und fiir / = 2

sziﬁpm

58
( ) 3 7 Cm

Die Ausfithrung des Operators LL f ergibt fiir Gl. (56)
den Aufbau

T

2 .
G%ﬁ“TTﬁM« T3k)ﬁ.

1.2

1 8 k2 16 k*a*
| B Tty o il et [ 1 Py s =
ot <r3 = )f: I ( 9 kbl 2 )f? (@

N

Eine Losung mittels des Reihenansatzes

(6O) fil = Z am r",

n
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wobei 7 eine noch zu bestimmende Reihe von Zahlen durch-

lauft, ergibt
61) Y lann(m—1)(n—2)(n—3)rm+

t+an2nn—1Dm—=2)r**—agun(n— 1) rr—4 —

8 8
— ap 3 kKPn(n — 1) +apnnirm—* —agn — k2nrr—2 4+

16 ka?’
-+ (** k* + a anr?] +C; =0

9 p?

Fasst man Glieder gleicher Potenzen, zum Beispiel die-
jenigen mit %, zusammen, dann folgt

(62) 2 {a,, [ntn—1)m—2)(n—3)+2n(n—1)m - 2) —

n

—n(n—1)+n] — 07;72% k2[(n—2)(n—3) + 1]+

16 o
+ an-1 (7 k* S — a )} re=4 == Cy =10

2?2

/

Die Gleichung ist fiir jedes beliebige r erfiillt, wenn die
Koeffizienten einer jeden Potenz von r zu Null werden. Das
fithrt bei gehoriger Zusammenfassung auf die folgende
Rekursionsformel fiir die Grossen ax

8
(63) ann*(n—2)>— an— 5 k*l(n—2)(n —3)+11-+
‘16 kg )
tana gk ) H Gi=0
Fiir die weitere Rechnung kann angenommen werden
k* a* 16
(64) - o > = k4
16 k* k*a* 8
m>< e LR =)
9 »2 3

=6 1] an—2

Damit verkiirzt sich die Rekursionsformel (63) fiir die Bei-

werte an auf
2 2

a
ann?*(n — 2)2 -+ an-s — +Ci =0

(66)

Hierin wird C; zur Ermittlung des Beiwertes a, mit der
niedrigsten Potenz benétigt. Diese ist 14, Damit wird die Reihe

(67) ﬁ Efi inhom = d4 vk + dg 2 A (2573 pi Sl ol
Mit n = 4 wird

68 A L
(08 a=—="re 9= @ ©

Mit n = 8 folgt

1 N 1 "ka ZC'
(69) ﬂs:*Wa‘t‘ (2-4-6-8)2 ( v '

Mit n = 12 wird

l —

(70) a, = — W“s =

1 ka\*
T (2-4-6-8-10-12)2 ( v
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Allgemein lauten die Beiwerte

G

Die alternierende Reihe fiir f; konvergiert, wenn

(71)

n/4 G ka\ n22
an:(—l) (7“0)

An+a

(72) o <1
oder wenn
[k a 1
(73) (T) 7[(” I 2) (17 + 4)]2 = l

Um die Bedingung der Wandhaftung zu erfiillen, bedarf
Gl. (59) noch einer zweiten Losung, die durch das allgemeine
Integral der homogenen Gleichung, also bei C; = 0, gegeben
ist. Man erhélt es durch den Reihenansatz

(74) fz hom = Bm ﬁ*hom = Bmi (l'2 + ao 5 + awort? + )

Diese Losung bietet sich deswegen an, weil bei n = 2 der
Beiwert von a, gemiss GI. (66) verschwindet und man daher
a, durch den Freiwert B ersetzen kann. Der Zeiger m weist
darauf hin, dass die einzelnen zusammenhiingenden Losungen
von inhomogener und homogener Gl. (59) bestimmten Har-
monischen geméss den Gln. (33) und (34) sowie bestimmten
Druckamplituden gemaiss GI.(36) und zugehorigen Ge-
schwindigkeitsamplituden geméss GI. (31) zugeordnet sind.
Die a, ergeben sich fiir GI.(74) mit dem willkiirlichen a, = 1
iiber die Rekursionsformel (66) zu

(@5) an=(—1) # _22— ﬂ)nﬁ-]
2n 7\ | 2 v
(5)"

Die allgemeine Lésung von Gl. (59) wird mit den Gln. (67)
und (74)

(76) fz = Z (fz inhom +f1 hom) — Z (fz inhom J‘ Bmz‘fé*hom)

m m

Damit die Wandhaftung erfiillt ist, muss fiir jeden Wert
m oder k nach den Gln. (33) und (34) fiir i = 1 und /7 = 2 das
fi an der Wand (r = R) verschwinden, gemaéss

@7 L @R)=0
(78) f,(R)=0
Damit werden die Freiwerte

ff. inhom (R)_

79 :
(79) fi*nom (R)

Bmz‘ =

Klammert man in der Losung Gl. (48) fiir die Geschwin-
digkeit den Beiwert C; nach Gl. (57) aus, dann ist der mit dem
zeitlichen Druckverlauf phasengleiche, viskositdtsbedingte
Geschwindigkeitsanteil mit dem Faktor C,/C, behaftet, der
sich nach den Gln. (57) und (58) zu

80) G,/C, = 4kv/(3a)

ergibt.

Die Losung (76) der Differentialgleichung (59) konvergiert
nur fur hohe kinematische Viskositaten, wie Gl. (73) zeigt. Fuir
niedrige Werte von » wihlt man den folgenden Losungsweg,
den man natiirlich auch fiir hohe kinematische Viskositédt be-
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schreiten kann: In GIl.(59) als einer Differentialgleichung
vierter Ordnung sind die Werte £, £i”, fi’, f; an einer belie-
bigen Stelle r = r, willkiirlich wadhlbar., Damit ist nach
GL. (59) fi** (r,) eine linecare Funktion von diesen vier Grossen.
Die Freistellung von £ in Gl. (59) ermoglicht eine Zuriick-
fuhrung aller hoheren als der vierten Ableitung auf die vier
Grossen f; ), 1,7, fi’, fi und damit die Darstellung von £i(™) (r,)
als eine durch willkiirlich vorgebbare Werte fi3) (r,), fi” (1),

fi'(ro), fi (ry) bestimmte Grosse. Damit kann £; (¢) als Taylorsche

Reihe um eine beliebige Stelle r = r, entwickelt werden gemass

@1) fie 3 fiiw (ry - L0

=0 n!

+ Ra

wobei der Rest R, fiir ausreichend hohes n verschwinden
diirfte. Da bei diesem Losungsansatz durch die willkiirlichen
Werte fi3), fi”, fi’ und f; fur r, = R auch die Wandhaftung er-
fiillt werden kann, soll auf eine besondere Losung der homo-
genen Differentialgleichung von Gl. (59) verzichtet werden.

5.3 Verhdltnisse bei turbulenter Stromung

Ein massgebender Einfluss des fiir turbulente Stromung
giiltigen Zusammenhanges der Spannungen aus Impulsaus-
tausch durch Querbewegung besteht, wenn die Zeitspanne,
innerhalb der ein Teilchen den laminaren Bereich durchléuft,
vernachldssigbar ist. Sieht man von der diinnen laminaren
Unterschicht in unmittelbarer Wandnédhe ab, dann treten bei
turbulenter Stromung die viskositdtsbedingten Spannungen
nahezu vollstindig hinter denen durch Impulsaustausch zu-
riick. Unter Annahme eines {iber den Querschnitt konstanten
Druckes p lautet die Gleichgewichtsbedingung am fliissigen
Ringelement

ac 1 8(xr) 1 op
ot or or N 0 Ox

Fiir die turbulente Scheinschubspannung infolge Impuls-
austausches werde auf Grund der Hypothese des Prandtlschen
Mischungsweges in bekannter Weise angesetzt [6]

ac \ 2
83) T =g#*(R —r)> (—)
or
wobei R den Rohrhalbmesser bezeichnet und = einen kon-
stanten Beiwert, der sich nach H. Schlichting [6] bei stationdrer
Stréomung im Bereich hoher Reynoldszahlen zum Beispiel zu
0,4 ergibt. Dieser Wert werde gendhert auch fir instationdre
Stromung iibernommen.
An Stelle von r fithrt man zweckmiéssig den Wandabstand
y ein

84) y=R-—r

Damit lautet die Bewegungsgleichung (82)

x2y? o \?
N Sl
R—y \oy

. e
@ o2y (5

ay
A2
4 D2y O_f‘, = ,L G
‘ T oy ay? 0 ox

Fiir den Druckgradienten werde genéhert der aus GI. (29)
fiir das ideale Fluid zu einer Harmonischen gehorige Ausdruck
eingesetzt. Zweckmadssig wéhlt man an Stelle von p einen kom-
plexen Druck p*, so dass die rechte Seite der letzten Gleichung
wie folgt lautet:

op* 1 :
86) — ¥R K eitet cos kx = ——pmk e cos kx
0o ax 0

& = <
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Die zu p* gehorige komplexe Geschwindigkeit ¢* werde als
Produkt von Funktionen je einer Verdnderlichen angesetzt
gemass

(87) ¢* = cm f(p) ekt cos kx

mit ¢n als Geschwindigkeitsamplitude der betrachteten Har-
monischen. Setzt man die Ausdriicke (86) und (87) in Gl. (85)
ein, dann erhélt man nach Kiirzung mit cos kx und ei*¢t die
folgende quadratische Differentialgleichung zweiter Ordnung
fur die Funktion f(y) = f

@) 2yl (2f — Y _pdn yf”) etk cos kx +
—
K
fodf— 0
Cm”~

mit der Abkiirzung

(89) — ika/Cm

GIl. (88) ist erfiillt, wenn einmal der Beiwert der zeitlich
verdnderlichen Funktion e?*#¢ cos kx verschwindet und ausser-
dem die hierdurch in GI. (88) verbleibenden Restglieder sich
zu Null ergdnzen. Damit zerféllt Gl. (88) in die beiden folgen-
den Aussagen tiber f

90) [’ = % (7);); B 2)

(91) f: K/A Cm?

Gl. (90) gilt unter der selbstverstdndlichen Voraussetzung, dass
92) % +#0
und der weiteren Voraussetzung, dass

93 () #0
Die letzte Aussage trifft zu mit Ausnahme der Rohrachse.
Stellt man Gl. (99) wie folgt um

©4) ff-R—y):2y=f" @By —2R),
dann erkennt man, dass auf der Rohrachse, also fiir y = R,
auch

(95) f"(R) =0

sein muss. Das Geschwindigkeitsprofil hat hiermit sein auf der
Rohrachse erwartetes Extremum.

Die gendherte Losung der beiden Gln. (90) und (91) er-
gibt sich folgendermassen. Da K gemdiss GI. (86) nicht von x
abhingt und 4 gemiss Gl. (89) weder von x noch y, so ist f
nach GI. (91) weder von x noch y abhingig. Diese zweifellos
grobe Naherung sichert jedoch, dass die die Gl. (91) erfiillende
Losung auch der Gl. (90) geniigt, insofern 0 = 0 ist.

Die eigentliche hier verwendete Losung werde als eine
Taylorsche Reihe um die Koordinate y, angesetzt

(96) f: i /‘( n) ()’o) £'Jfo)n_
n—=20 n.

+ Ra

deren Restglied R, hier verschwindend angenommen werde.
Die fiir diese Reihe benotigten Ableitungen kann man
dann, wenn man von der ersten f” ausgeht, mit der Rekursions-
formel Gl. (90) gewinnen und so als lineare Funktionen von
[ erhalten.
Bei der in GI. (88) vorliegenden Differentialgleichung
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zweiter Ordnung kann /7 (,), wie noch gezeigt werden wird,
vorgegeben werden. Damit sind auf Grund von Gl. (90) auch
die n-ten Ableitungen bekannt. Wegen des besonderen Auf-
baues von Gl. (90) fehlt in ihr allerdings der fiir die Reihe
ebenfalls bendtigte Freiwert f(y,). Diesen Mangel kann man
gendhert beheben, indem man aus GI. (91) ansetzt

O7)  f(yo) = k/(A cn?)
Der Ansatz stellt sicher, dass die Taylorsche Reihe
wenigstens mit ihrem konstanten Glied auch die zweite Glei-
chung fiir f, ndmlich GL (91), in erster Ndherung befriedigt.
Gleichzeitig enthebt cr der Sorge, um welches Argument denn
nun zweckmassig die Reihenentwicklung vorzunehmen sei.
Um schliesslich den fiir die Reihenentwicklung erforder-
lichen Wert £’ (y,) zu erhalten, werde angenommen, dass der
Geschwindigkeitsverlauf auch bei instationdrer turbulenter
Stromung dem zunichst nur bei stationfirer turbulenter Stro-
mung beobachteten 1/7-Potenz-Gesetz gemaiss

o NG

©98) ¢ =cnm (}‘;)

gehorche. Hierin gleiche ¢, der geméss Gl. (87) fiir eine Har-
monische angesetzten Geschwindigkeitsamplitude. Aus Gl. (98)
folgt die Neigung des Geschwindigkeitsprofils zu

oy & _ 1 en (15)67

dy 7 R
Fiir einen Punkt y, entspreche dieser Geschwindigkeits-
gradient dem Betrag des zeitlichen und rdumlichen Mittel-
wertes iiber eine Periode vom Geschwindigkeitsgradienten
einer Harmonischen gemass Ansatz (87). Da die interessierende
Geschwindigkeit den Realteil von ¢* ausmacht, gilt

= = ‘7’ = dC
(100) Re (cm [/ () eikat cosk x) = e (¥o)

Hierin deutet der Uberstrich den rdumlichen und zeit-
lichen Mittelwert des Betrages der harmonischen Funktion
{iber eine Periode an. Die mittlere Ordinate des Betrages einer
harmonischen Funktion % tiber eine Periode folgt aus

2w
(101) Aintitter © 2 78 = ‘ ‘ Cos @ ‘ (/(p =4
0
zu
2
(102) Amitter = —
11

Verwendet man dieses Resultat zweimal in der linken
Seite von GI. (100) zur Mittelwertbildung und ersetzt die
rechte Seite von GI. (100) durch GI. (99), dann folgt

e 4 Il Cm R a/d
(103) emf" (o) = = = p |5

\ 7 /
Damit wird die gesuchte Ableitung mit f (Vio) =1 (¥o)
\67 {

(104) f' (7o) — ;g (fi)

R

Man ersieht hieraus, dass hierbei die Funkticn f* (x) entgegen
der zuvor gemachten Annahme auf der Rohrachse nicht ver-
schwindet. Indessen ist sie klein. Ausserdem beschreibt das
1/7-Potenz-Gesetz nur dic Vorgidnge in Wandndhe etwas ge-
nauer.
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Um die pridgnanten Vorgénge zu erfassen, sollte y, in
Wandnédhe liegen. Die Wandhaftung ist wegen des Ansatzes
Gl. (83) nicht erfiillbar.

6. Die instationfire Stromung im geraden Rohr mit Durchfluss
6.1 Stromung des idealen Fluids

Fiir den in Bild 1 dargestellten Fall kann bei nunmehr
geoffnetem Rohrverschluss am rechten Rohrende fiir die
Druckverteilung entsprechend GI. (29) angesetzt werden

(105) p = pmsinkxcoskat

Die aus der Bewegungsgleichung (22) folgende Geschwin-
digkeit enthdlt hier noch ein Durchflussglied com, so dass

(106) o= — 2=

=

coskxsinkat + com

Bei cinem konstanten Behilteriiberdruck p.. geméss
Bild 1 wird der resultierende Druck in waagrechter Leitung

(107) pres = poc + pmsinkxcoskat

Am rechten Ende der Rohrleitung befinde sich als Rohr-
verschlussorgan eine Nadeldiise, die dort die Geschwindigkeit
um das ¢-fache erhoht

(108) cz=r) = — £ @cos kLsinkat + ¢ com
0

4

Nach der Ausflussformel fiir ideales Fluid gilt am Rohr-
ende

¢? DPres
(109) 7(.n:Ll = = (z=1L)
Ausgefiihrt ergibt dies
1 pm?g? 4
(110) 5 % cos?k Lsin?kat —
o’a
m z 3 G 2 2
- s U s S
oa )
= + el sin kL cos kat
o 0

Dies stellt eine Gleichung vierten Grades fiir sin (kat) dar.
Durch eine ihrer reellen Wurzeln ist

(111) kt :ﬁ (/(, L,pm,, Poo, Com, @, 0, a)

wobei f, liber k als arcsin-Funktion mehrdeutig verlduft.
Jedem Zeitpunkt ¢ entspricht eine Gerade ¢k iiber k. Dort, wo
diese die Kurve f, (k, ...) schneidet, liegt der zu r gehorige
Eigenwert von k. Da diese Eigenwerte sicher nicht als Vielfache
ineinander enthalten sind, ist eine Fourieranalyse einer
momentanen Druckverteilung wie im Fall der durchfluss-
freien Stromung eines idealen Fluids nicht mehr moglich.

Wir wollen stattdessen einen N#herungsweg beschreiten.
Hierbei wird von Gl. (110) iiber eine ganze Zahl von Schwin-
gungen der zeitliche Mittelwert gebildet. Dabei gilt der Zu-
sammenhang

2 (P2 Poo Com?

i) e R s
40 a?

0 2

¢

Diese Mittelwertbildung hat natiirlich nur einen Sinn, wenn
sich in dem betrachteten Zeitintervall die Nadel6ffnung am
rechten Rohrende nicht wesentlich dndert. Damit ist die weitere
Rechnung auf einen vorhergegangenen teilweisen Schliessvor-
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gang anwendbar. Gl. (112) wird in einfacher Weise durch cos?
kl = 1 erfiillt, wenn

(113) k = ma=a/L
(1149) m=0, +1, +£2,...,

wobei m die Reihe der ganzen Zahlen durchliuft.

Die Druckamplitude p» kann man wie bei der Stromung
ohne Durchfluss dadurch bestimmen, dass der Druckverlauf
P (x) langs der Rohrachse zu einem bestimmten Zeitpunkt 7,
vorgegeben ist, geméss

(115) p ) = X pu cos ( e

ato)sm (mT x)

Durchlduft m die Reihe der ganzen Zahlen gemiss Gl.(114),
dann lautet GI. (112)

5
G P- Com?

¢
116) —
B

mez = 2y >

wobei Z @? Com?/2 fiir den weiteren Verlauf der Rechnung be-
deutungslos ist. Setzt man

(117) dm = pPm COS (171 % a for),

dann ist p nach GI. (115) durch die nachstehende harmonische
Reihe gegeben

\

(118) p (x) = ¥ an sin (Lm % ,\')

m
Hieraus folgen die Werke a» nach den Regeln der Fourier-
analyse zu

2L

p (x, t,) sin <

mam

1 \
(119) am = = x) dx

0
m durchlduft geméss Gl. (114) die Reihen der ganzen Zahlen.
Zur Auswertung des Integrals hat man von dem gemessenen
Druckverlauf p (x)res den konstanten Behélterdruck p.. abzu-
ziehen, da unter p definitionsgemaiss der instationdre Druck-
anteil zu verstehen ist. Mit den Werten a» folgen dann iiber
Gl. (117) die Druckamplituden p .

6.2 Laminare Stromung

Die allein interessierende Gleichgewichtsbedingung lautet
hierbei unter Einbeziehung der Kontinuitdt genau so wie
Gl. (46). Hierin driickt sich eine zusitzliche zeitlich und iiber
der Rohrachse unveridnderliche Durchflussgeschwindigkeit
darin aus, dass der Druckgradient — 1/o - 8p/éx - (z, x) gegen-
liber der in 5.2 behandelten, schwingenden StrOmung zu ver-
mehren ist um einen Druckgradienten infolge laminarer Durch-
flussstromung. Sieht man von der Rohranlaufstrecke zur Aus-
bildung der Grenzschicht ab, dann ist der aus dem Durchfluss
stammende Geschwindigkeitsanteil ¢,” unter der vor GI. (112)
gemachten Annahme von der Zeit 7 unabhdngig. ¢,” dndert
sich ausserdem nicht in Richtung der Rohrachse (x-Achse), so
dass auch @* ¢,"/éx* verschwindet. Wegen der Linearitdt von
Gl. (46) kann man in ihr den Durchflussanteil der Geschwindig-
keit ¢,” und seinen Druckgradienten 1/o - épe/dx abspalten.
Mit obigen Annahmen gilt geméss Gl. (46) fiir ¢,” und pe die
Gleichgewichtsbedingung in der Form

ey
ar

89. Jahrgang Heft 12 -

1 9 G2 Gy 1
(20 =t J —
o Ox ar? r

Schweizerische Bauzeitung - 25, Marz 1971



Mit dem Hagen-Poisseuilleschen Gesetz verteilt sich ¢,
hiernach parabolisch iiber den Rohrhalbmesser. Dabei ist

1 8pQ 8 Ve
gy — =
( 0o &x R?

mit R als Rohrhalbmesser und ¢, als mittlerer aus dem Durch-
fluss gemessener Geschwindigkeit. Um den Druckabfall
pe = — 81 ¢, x/R* muss eine zum Zeitpunkt 7, gemessene
Verteilung des instationdren Druckanteils vermindert werden,
um damit gendhert zu einer geméss Gl. (115) aus ihren Harmo-
nischen zusammengesetzten Druckverteilung p (x) des idealen
Fluids zu gelangen.

Wir nehmen an, dass der so erhaltene Druckgradient
mit seinen rdumlichen Harmonischen angenihert dem Verlauf
eines idealen Fluids entspricht und ausserdem die Gleichge-
wichtsbedingung (46) mit ihrer in Abschnitt 5.1 abgeleiteten
Geschwindigkeitsverteilung erfiillt. Fiir die Eigenwerte k gelten
hierbei jedoch die Beziehungen (113) und (114). Wegen der
Linearitdt von Gl. (46) iiberlagert sich die so erhaltene Ge-
schwindigkeitsverteilung mit der aus dem Durchfluss kommen-
den Parabel.

6.3 Turbulente Stromung

Bei turbulenter Strémung mit Durchfluss gilt ebenfalls die
Bewegungsgleichung in der Form von GI. (85). Der dort auf
der rechten Seite stehende Druckgradient enthélt den Druck-
gradienten infolge Durchfluss

1% a2 A c?
122y [ e

ES s d 2
mit A als der gendhert im stationédren Versuch bestimmten R ohr-
verlustzahl. Eine Arbeit von W. Vogel [5] zeigt, dass man dies
bis zu einer Pulsationskennzahl von

(123) I' = @ Re'* < 13
tun kann. Hierin ist der Beiwert Q definiert durch

Ac d
(124) 9= 22
T c*

mit Ac als Geschwindigkeitsamplitude, d als Rohrdurchmesser,
T als Schwingungsdauer und ¢ als zeitlicher Mittelwert der
Geschwindigkeit. Zieht man (1/o - ép/éx)e gemiss Gl. (122)

vom Druckgradienten der rechten Seite von GI. (85) ab, dann
gilt

ac A c? oc\? w22 oe\ 2
125) — — — — 4 22 - ] -
(125) at i /y(ay) — 2 (33’)

1 1 é&p
e 9x )id

Hierin bedeutet der Zeiger id beim Druckgradienten, dass
dieser gendhert dem in verlustloser Stromung mit dem durch
Gl. (118) beschriebenen Druckverlauf angehort. Die Ge-
schwindigkeit werde aufgegliedert in einen Durchflussanteil ¢,
der sich zeitlich kaum 4ndert, und einen den zeitlichen Druck-
schwankungen nach GI. (118) zugeordneten Anteil, gemiss

dc 2%
oy ay?

— 22 y?

{126) ¢ = ¢y -+ €

Zur weiteren formalen Behandlung werde die Bewegungs-
gleichung linearisiert. Hierzu werden folgende Annahmen ge-
troffen:

ac’ a
c = [
t ar

(127) -
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(128) < <1
Co
¢’ | e,

(129) by / = <1
82 4 82

130) < JZ% <y
oy? oy?

Damit kann die Bewegungsgleichung zerlegt werden in
eine Aussage Uber den zeitlich praktisch unveranderlichen An-

teil ¢,
7 dc.\ 2 22yt [ e, \ 2
131) — — 2422y [—2) — — ( NS =
a3l 2d ° i y(@y) R—y \ oy
= Moc2 2 % 78092 — 10
ay oy?

und in eine Aussage iiber den hier allein im weiteren inter-
essierenden zeitlich verdnderlichen Anteil

ac’ c dc, oc’
(132); = === g2 et A2 gpert aun S

ot d oy oy
2x%y (de,! ac’ Qg ToZet

= ) =) —2x2p2 % _ -
R=y"\ "oy, ay gy oy2

— 22 y2 81007 i — L &z
e e ) id

Unter Annahme langsamen Schliessens konnen ¢, und
seine Ableitungen nach y angendhert unabhingig von der Zeit
angenommen werden. Der Druckverlauf wird angendhert
Gl. (118) entnommen. Die Verteilung des Druckes iiber der
Rohrachse (x-Achse) ist dabei belanglos. Zur formalen Be-
handlung setzen wir nach dem Vorbild von Gl. (87)

(133) = (% ai) ’

= Ketkat cos (k x)
ox |id

s

wobei k& den Gln, (103) und (104) geniigen muss. Die Ge-
schwindigkeit ¢’ wird hierbei formal komplex angesetzt als
Produkt einer von y und einer von ¢ abhingigen Funktion ge-
mass

(134) c* = cm f(p) et¥et cos (k x)

Die wirkliche Geschwindigkeit ist hiervon der Realteil.
Setzt man c¢* an Stelle von ¢ und — (1/o - dp/éx)*iq an Stelle
von — (1/p dp/éx):e in die Bewegungsgleichung ein, dann er-
hélt man fir die gesuchte radiale Verteilungsfunktion f der
Geschwindigkeit folgende Differentialgleichung:

' @ acy 2x2 )2 O,
135) ikaf— 24— f+4x*y 4 — —
(33, Tearh < R B
a 0?2 K
_2%zyzif”_2xzyzic°f'_;_ — ()
ay ay? Cm

Die Grossen dc,/éy, 6%c,/oy* werden aus dem gendhert
stationdren Geschwindigkeitsverlauf der Durchflussstrémung
nur als Funktion vom Wandabstand y angenommen. Mit
f(v=r) = Osichert die vorstehende Gleichung das aus Griinden
der Axialsymmetrie erforderliche Extremum der Geschwindig-
keit auf der Rohrachse. Mit den Abkiirzungen

5 . Co
136) ika— 42— = A
(136) ika 4

(137) 242 = E
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wird die zweite Ableitung faus GI. (135) in Abhéngigkeit von
f“und f

, 1 K ¢ .
(138) 7 = —— [ L AfF2Ey 2 —
a¢, Cm ay
Ey?

oy

Ey* dc 9% ¢o
— R EyR 4

R—y oy 4 Y ey f]

Diese Rekursionsformel ermoglicht es, durch weitere
Differentiation jede beliebige Ableitung f(» durch f und f'aus-
zudriicken. Beides sind Grossen, die in einer Differential-
gleichung zweiter Ordnung an einer beliebigen Stelle vorge-
geben werden konnen. Da hiermit die Ableitungen f(* (y,)
bekannt sind, kann f analog den Gln. (90) und (96) in eine
Taylorsche Reihe um den Punkt y, entwickelt werden.

Die Wandhaftung kann hier wegen des Schubspannungs-
ansatzes Gl. (83) wiederum nicht erfiillt werden. Um die Frei-
werte f(y,) und f” (y,) zu bestimmen, werde wie in Abschnitt
5.3 angenommen, die Geschwindigkeitsverteilung gehorche
auch bei instationédrer turbulenter Stromung dem 1/7-Potenz-
Gesetz. Damit ist f/ (»,) analog Gl. (104) bestimmbar. Auch
f(y,) kann auf diese Weise aus dem Geschwindigkeitsverlauf
des 1/7-Potenz-Gesetzes bestimmt werden, indem man festlegt,
dass der reelle Mittelwert der aus Gl. (132) folgenden Ge-
schwindigkeit an einer Stelle y, der Geschwindigkeit auf Grund
des Gesetzes nach Gl. (98) entspricht. Hiermit wird

7 (o \V'
139 =— [—
as) 700 =7 (%)

Da die Taylorsche Reihe geméiss Gl. (136) komplexe Bei-
werte enthilt und der Ansatz fiir die Geschwindigkeit geméss
GI. (134) ebenfalls komplex ist, sei hier nochmals betont, dass
die tatsidchliche Geschwindigkeit sich als Realteil von ¢ * ergibt.

Verzeichnis der verwendeten Symbole

a Druckwellengeschwindigkeit I, =2
an Koeffizient L—2n2
am Fourierkoeffizient =L IMET =2
A Abkiirzung =
B Zahl 1
Bmi Koeffizient L-2
c Geschwindigkeit 1angs der Rohrachse L T-!
¢ zeitlich verdnderlicher
Geschwindigkeitsanteil L TR
Go mit Durchfluss verbundenen
Geschwindigkeit I
Cm Geschwindigkeitsamplitude,
zu m gehorig AT
@ def. in GI. (57) Ji=
c, def. in GI. (58) JE=
C; allgemeiner Ausdruck fiir C, oder C, L-*
dc Geschwindigkeitsschwankung L=t
¢ mittlere Geschwindigkeit L T+t
e komplexe Geschwindigkeit s
Gt Wandschubspannungsgeschwindigkeit L T-*
d Rohrdurchmesser Ik
Ex Volumenelastizitdtszahl (modul) Il
f =f(y) dimensionslose Funktion der radialen
Geschwindigkeitsverteilung,
abhingig vom Wandabstand 1
fi = fi (r) dasselbe, abhidngig vom Achsabstand
fiir f; oder f, 1
f. = f. (r) dimensionslose Funktion der radialen
Geschwindigkeitsverteilung fiir den
gegeniiber dem Druckgradienten um
90° zeitlich voreilenden Geschwindig-
keitsanteil 1
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fo» = f, (r) dasselbe fiir den mit dem Druck-
gradienten phasengleichen

Geschwindigkeitsanteil 1
fi hom Losung der homogenen
Differentialgleichung (56) 1
fiinnom  LOsung der inhomogenen
Differentialgleichung (56)
i imaginidre Einheit 1
k Eigenwert, definiert in GI. (33)
oder in Gl (113) Lt
K definiert in GI. (86) J 1
L Operator definiert in GI. (50) =2
75 Linge der Rohrleitung I
m Ordnung einer Harmonischen,
definiert in Gl. (34) oder GI. (114) 1
p Druck, Druckschwankungsanteil VB2
Dmy Do Druckamplitude VNGRS
Poc Druck im unendlich gross ange-
nommenen Freispiegelbehélter VL= =2
Pres resultierender Druck aus p und p.. ML =2
R Rohrhalbmesser L
r Abstand von der Rohrachse 15
Re Realteil, Reynoldszahl 1
i bestimmte Stelle von r 15
t laufende Zeit T
15 Zeitpunkt T
v spezifisches Volumen I3 M2
14 Volumen Jic2
Vs Volumen konstanter Grosse =
X Koordinate in Richtung der Rohrachse L
¥ Wandabstand It
Yo bestimmter Wandabstand (etwa Dicke
der laminaren Unterschicht) L
Griechische Buchstaben
I Pulsationskennzahl,
definiert in GI. (123) 1
) Dicke der laminaren Unterschicht Il
7 dynamische Viskositdt I 7=
% = 0,4 Beiwert fiir die turbulente
Scheinschubspannung 1
A Rohrverlustzahl, definiert in GI1. (122) 1
v kinematische Viskositét 162 0=
7 Ludolphsche Zahl 1
0 Dichte IMEIL=
Oz Normalspannung im Rohrquerschnitt L-* M T-2
T Schubspannung in Rohrachsrichtung
am fliissigen Zylinderelement L= N2
@ Querschnittsverhiltnis 1
Indices
id zum idealen Fluid gehorig
m zum Eigenwert m gehorig
n zum n-ten Glied einer Potenzreihe gehorig
v zu verlustbehafteter Stromung gehorig
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