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numerischen Iterationsverfahren, das sich für die Berechnung

mittels elektronischer Rechenmaschine gut eignet. Die dazu

benötigten Algorithmen werden angegeben. Für die Berechnung

der geometrischen Grössen wurde ein mathematisches

Modell entwickelt, das auch komplizierte geometrische

Konfigurationen des Gerinnes zu erfassen und die benötigten
Grössen an jedem Punkt zu bestimmen gestattet. Aufgrund
dieser Angaben wurde in der VAWE ein Computer-Programm

in Algol geschrieben und getestet. Die Resultate sind

auch »oei extremen geometrischen Verhältnissen befriedigend

und sollen in einer weiteren Mitteilung der VAWE
bekanntgegeben werden.

Die Berechnung der Anfangscharakteristiken läuft auf die

Berechnung einer stationären, ungleichförmigen Strömung

hinaus (Stau- oder Senkungskurve). Die Differentialgleichung
dieser Strömung Hess sich aus den Gleichungen der instationären

Strömung ableiten. Die numerische Integration dieser

Gleichung erfolgte nach einem einfachen Iterationsverfahren,

ähnlich demjenigen, das bei der Berechnung der Charakteristiken

angewandt wurde. Die Konvergenz dieses Verfahrens ist

befriedigend.
Abschliessend soll Prof. G. Schnitter für die Unterstützung,

die er diesen Untersuchungen gewährte, an dieser Stelle

gedankt werden. Der grösste Teil der Programmierungsarbeit

wurde von L. Papp geleistet, dessen Können und Geduld

wesentlich zum erfolgreichen Abschluss beigetragen hat. Den

Mitarbeitern an der VAWE, A. Chervet und P. Dalleves,

dipl. Ing. ETH, danke ich für ihre wertvollen Anregungen und

für die kritische Durchsicht des Manuskripts.
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Calcul de l'onde de submersion consecutive ä la rupture d'un barrage

Premiere partie: la methode de calcul °k 532.593:627.511

Par A. Chervet et P. Dalleves, Ingenieurs aux Laboratoires de Recherches Hydrauliques (VAWE), Zürich

1. Introduction

La methode developpee ä la VAWE pour le calcul des

ondes de submersion consecutives ä la rupture d'un ouvrage

de retenue est basee sur la methode generale de calcul des

ecoulements instationnaires decrite dans l'article de Th. Dracos

[1]. Voir refdrences bibliographiques p. 432.

a) Rupture sur fond aval sec b) Rupture sur tirant d'eau initial

Fig. 1. Rupture d'un ecran de retenue

Le ph6nomene des ondes de submersion presentait un
double int6r6t: - interSt theorique, car il represente un cas

extreme d'ecoulement instationnaire, le debil et la hauteur y
passant en un temps tres court de zero ä une valeur elevee. U

s'agissait donc de coniröler si la theorie des ecoulements gra-
duellemenls varies y 6tait encore valable (voir [2], p. 22). La
topographie tres accidentee de la plupart des vallees de type
alpestre fournissait en outre la possibiIite de tester la qualite du
modele mathematique choisi, dans lequel l'ecoulement est

reduit ä un ecoulement ä une dimension; - interfet pratique
aussi, car meine si de telles catastrophes paraissent exclues

chez nous en temps de paix, les exemples de Vaiont et de

Malpasset prouvent la necessite d'une etude relative aux ondes de

deferlement.
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Fig. 4. Mascaret

Fig. 2. Mascaret sur le Tsieng-Tang. Photo tiree de H. Thorade [7]

Des etudes similaires ont ete entreprises dans plusieurs

pays; en Suisse, oü le probleme est etudi6 depuis de nom-
breuses annees par POffice Föderal de l'Economie Hydrau-
lique ea collaboration avec la VAWE, on se contentait jusqu'ä
une epoque recente d'une m6thode simplifiee qui presente
malheureusement de serieuses lacunes [3]. II s'est donc avere
necessaire de developper une nouvelle m&hode de calcul plus
precisefet adaptee aux possibilites actuelles des ordinateurs, ce

qui a 6te rendu possible gräce ä PappTgSsonstant de l'Office
Föderal de l'Economie Hydraulique.

Cette methode est basee sur les equations differentielles
de Saint-Venant integrees par la m6thode des caracteristiques.
Des Solutions originales ont 6te dÄ§loppees pour traiteir cer-
tains problemes specifiques aux ondes de submersion consecutives

au lächer brusque d'une Iptenue, tÄ que la propagation
du front de l'onde sur fond sec, Pimtialisation de la vague ä
l'instant de la rupture, et la formation ou la disparition de
discontinuites dans le Corps de l'onde. Par contre, les
problemes relatifs ä Perosion et au charriage provoques par de

telles ondes n'ont pas et6 abordes.

2. Description physique du phenomene

Au moment de l'effacement total ou partiel d'un ecran de

retenue, l'eau accumulee se met en mouvement et s'ecoule ä

travers la breche ainsi formee. Des essais de Dressler [4],
Volkoff [5] et Cavaille [6] ont montre qu'il se produit ä l'instant
de la rupture une rotation de la paroi d'eau au droit du
barrage, avec formation:

- ä l'amont, d'une onde negative qui sepropage dans la retenue
avec une cel6rite dependant de la topographie et assure la

Retenue

%

"'£<**¦<£??«

Orlglne

Fig. 3. Reseau des caracteristiques dans le plan x, t
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vidange d'un volume d'eau egal ä celui ecoule vers l'aval (fig.
1); l'extremite amont de l'onde negative represente la limite
de la zone perturbee dans la retenue;

- ä l'aval, d'une onde positive qui se propage, soit sur fond
sec, avec un front k forte courbure (fig. la), soit sur un tirant
d'eau initial (fig. lb) en formant un mascaret de pointe iden-,

tique ä celui qui peut se former dans un estuaire sous Paction
de la maree montante (fig. 2).

En general, Pecoulement dans la retenue est de type flu-
vial; la section d'ecoulement critique se trouve ä l'instant initial

ä. Pemplacement du barrage, et ä l'aval, le regime, initiale-
ment torrentiel, depend ensuite des conditions topographiques;
les changements de sections creent, outre des pertes de Charge

singulieres, des variations de hauteur brusques pouvant con-
duire ä la formation d'ondes de choc ou mascarets.

Dans le cas d'une vallee quelconque, Pecoulement sera
donc tridimensionnel, mais avec une predominance tres mar-
quee de la comtH|5ante de vitesse dans la direction de Paxe de

la vallee.

3. Le reseau des caracteristiques

L'allure generale d'un reseau de caracteristiques dans le

plan (x, t) pour le cas de la vidange brusque d'une retenue est

Declorations

Definition des constantes,
lecture des donnees necessaires ou calcul,
topographie, hauteur d'eau initiale, etc.

Initialisation: rupture sur
fond aval

sec
tirant deau

initial a l'aval

Appei d une des procedures calculant les
conditions Initiales ou aux limites:

onde de depression reflexion contre : autres conditions

dans ta retenue | une porot verticaie t hft), Ott) impose

Jr^mection
d un point

supplementaire
ou

suppression
d un point

supertlu
dans le reseau

calcule

<X>
Appel des sous - programmes colcutont

les points inteneurs le long d'une
caracteristique -y

*

,me
Appel d un

SOUS - progra
calculant les
discontinuites

du type onde de

choc.

Colcul des conditions a la limite aval:
front sur fond front sur tirant

sec | d'eau initial

Pour chaque

Calcul de grandeurs hydrautiquss par
interpolation entre les points du reseau.

Determination de la zone tnondee.

caracteristique v *

Impression des donnees et de

taue les resultats.

Fm du programme

Fig. 5. Organigramme du Programme principal de calcul des ondes
de submersion

421



Profil en long en t t

Mascaret
I 2

I 2

Zone d ecoulemenl

quasi - permanent

Ämont

non perturbe

Domaine
de l'onde centree

Aval

non perturbe

Fig. 7. Reseau des caracteristiques

dans la zone frontale

Fig. 6. Solution de Stoker

donnee par la figure 3. Les points Interieurs du reseau ont ä
satisfaire au Systeme d'equations des caracteristiques:

(1)
dx
~dt u ± c

(2) ||b ± g\c dh (i-if) B
8B

8x
dt

Ces equations ainsi que Palgorithme utilise pour leur reso-
lution ont et6 amplement traites dans (1].

La famille des caracteristiques y+, definies par leur celeritö
dx/dt u + c, transmet les informations vers Pavant de
Pecoulement, la famille des y~, avec dx/dt « — c, apporte vers
Paniere les informations de Paval.

L'origine de Pexpansion de l'onde est donnee par l'instant
de la rupture (T 0) et Pemplacement du barrage (x 0).
Par la suite, l'onde negative s'etend dans la retenue, l'onde
positive vers l'aval, delimi tant une zone perturbee qui .s'etend,
prenant la forme d'un 6ventail; c'est pourquoi on parle, dans
ce cas, d'onde centree. Le point d'oü partent, ä l'instant initial,
toutes les y~ represente egalement la y+ initiale degeneree en
ce point.

La figure 3 montre egalement de facon schematique la
reüexion de l'onde negative contre une paroi verticale ä partir
du moment oü la limite amont de l'onde atteint cette paroi.

On voit aussi se former un choc, ou discontinuit6 de

Pecoulement, ä Pintersection de deux caracteristiques d'une
mSme famille (ici, par exemple, y~), et dont la trajectoire dans
le plan (x, t) forme une discontinuite du reseau. En ecoulement
permanent, il s'agirait d'un ressaut hydraulique stationnaire
dont la trajectoire dans le plan (x, i) serait verticale.

Le mascaret doit obeir aux equations classiques de la
quantite de mouvement et de la continuite en mouvement re-
latif:

(3) Continuite: Fj («j — w) — F2 («j — w)

Zone de moilloge resserre

1"
„

Troncon colcule speciolement

a I aide des equations (8) et(91

Quantite de _ I
(4) » F, («! •

mouvement:
w)1 — F2(u2 — w)2=g(S2 — SJ

Dans ces formules, S represente la resultante horizontale
des forces de pression sur la surface F, et w la vitesse absolue
du mascaret (fig. 4). Le traitement des conditions initiales et
aux limites sera developpe au chapitre suivant.

Enfin, la fig. 3 montre des caracteristiques qui sont inter-
rompues, d'autres qui döbutent ä Pinterieur du reseau: il
s'agit du reglage automatique de la densite du reseau, dont il
sera question dans un chapitre ulterieur. L'organigramme
simplifi6, fig. 5, montre de quelle facon est ordonne le calcul
general des ondes de submersion.

4. Conditions initiales et aux limites
a) Initialisation du probleme de la rupture sur fond sec

Comme il a ete mentionn6 au chapitre 3, l'origine du plan
(x, t) ||i un point singulier representant l'instant de la rupture
et n'eapjien d'autre qu'une caracteristique y+ degen6ree en ce
point. Ce faisant, on admet comme hypothese simplificatrice
que la rupture est instantanee; cependant, l'6tude theorique et
expörimentale de J. Estrade [8] a montre que Perreur commise
en negligeant une certaine duree de rupture est faible. Pour le
point de rupture, l'equation de la y+ peut s'ecrire, avec dt 0:

du + — dh 0,
c

d'oü Pon tire par intdgration:

(5) u (h)
c(h)

dh

L'integration pour des valeurs choisies de h est effectuee
num6riquement d'apres Romberg; les couples de valeurs c (h)
et u (h) donnent la directum de depart de toutes les caracteristiques

y~ issues de l'origine. La Solution qui vient d'etre es-
quissee constitue, pour une breche quelconque, une gen6rali-
sation de la «Solution de Ritter» decrite par de G. de Marchi [9]
pour le profil reetangulaire.

En abordant ainsi le probleme de la rupture, on neglige la
mise en vitesse de Peau ainsi que la composante verticale de la
vitesse. Des calculs plus precis, mais beaueoup plus complexes,
effectues par F. V. Pohle [10] et au Laboratoire Scientifique de
Los Alamos [11], tenant compte de ces facteurs, ont fournis
des resultats plSconformes ä la realitö pour des temps petits,
mais qui fönt apparaitre neanmoins la Solution de Ritter comme
une base valable pour initialiser le probleme.

b) Initialisation du probleme de la rupture sur tirant d'eau initial
Dans le cas oü la rupture se produit sur un tirant d'eau

initial, par exemple la rupture d'un ouvrage au fil de Peau, il
se forme, ä la limite aval de l'onde, un mascaret (voir fig. 6).

Des equations (3) et (4) ont peut tirer «j en fonetion de A

et des grandeurs initiales et connues de Paval:
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(6) (Ä) u2 + g[S1 — S1(h)]lF2—Fl(h)]
F2 ¦ Fi (h)

La Solution du probleme d'apres /. J. Stoker [12] consiste

ä adopter la Solution de Pecoulement sur fond sec jusqu'ä la
hauteur pour laquelle la formule (6) donne une valeur identique
ä celle de la formule (5). Cette hauteur est alors la hauteur du

mascaret qui se propage vers l'aval ä la vitesse:

(7) "i + g (Si — S2)

Fj (ui — u2)

Les essais de Y. Cavaille [6] ainsi que ceux realises par la
VAWE ont bien confirme cette theorie.

c) Calcul de la propagation du front sur fond sec

La trajectoire du front de l'onde positive se propageant
sur fond sec represente la limite aval du domaine de calcul ä

l'aide des caracteristiques. Cette limite, definie par h 0 au
front, ne peut 6tre determinee ä l'aide d'intersections de

caracteristiques y+ et y~ car, ä proximite du front, les deux familles
de caracteristiques ont la meme pente (dx/dt)+ (dx/dt)~ uF

et sont tangentielles ä la trajectoire du front. Cette derniere
n'est pas une caracteristique, mais une enveloppe du reseau
des caracteristiques dans le plan (x, t).

Les y+ rejoignent le front tangentiellement, donnant nais-

sance ä des y~ qui s'en ecartent ensuite. Le front ne peut donc
6tre rejoint que long d'une y+. Des Solutions theoriques ont 6te

fournies par G. B. Whitham [13] et par R. F. Dressler [14] pour
la propagatipn du front sur fond sec dans un cas tres simplifie.
E. R. Tinney et D. Basset [15] et C. Montuori [16], considerant
le probleme de l'introduction d'un debit constant dans un ca-
nal vide, ont constate experimentalement la faible Variation de

la vitesse dans la region frontale, propriete qu'ils ont utilisde
ensuite dans leurs calculs.

La m&hode adoptee ici se rapproche de celle de /. Faure
et N. Nahas [17], oü le front est rejoint uniquement le long des

y+. Les valeurs xp et tF peuvent se calculer comme intersection
de la trajectoire du front et de la y+, l'6quation (2) permettant
alors de calculer la Variation de u.

A cause de la tres forte Variation de la hauteur ä proximite
du front, avec une valeur infinie de if en ce point, on a du r6-
soudre le Systeme d'equations de la facon suivante:
gardaffl d'abord la vitesse constante, on integre par petits pas
les equations (8) et (9) tirees de (1) et (2):

(8)

(9) '/•¦

(u0 + c) dh

i — //¦
«0 C 8B

gB ~8~x

dh

"o c

l!~-gB
8B

~8~X

On contröle ensuite si le point du front remplit Pequation de la
trajectoire du front

(10)
dx
~dt

Si ce n'est pas le cas, on repartit la difference des vitesses le

long de la y+ de Pon recommence Pintögration de (8) et (9)
jusqu'ä obtention de la precision requise.

Trajectoire du choc

5V4

Fig. 8. Calcul du mascaret Fig. 9. Choc: calcul du point
courant

Comme le montre la fig. CT), le passage de la r6gion frontale

de la caracteristique y+, calculee specialement, ä la zone
de maillage calcute normalement s'effectue ä l'aide d'un reseau
resserr6 ä cause des fortes variations de la hauteur. Le point de

depart des y~ se situe un peu en arriere du front, car le calcul
avec des valeurs initiales ä partir du front est impossible, du
fait que le terme de frottement y est infini.

d) Propagation du mascaret de pointe sur un tirant d'eau connu

Apres une rupture sur tirant d'eau aval connu, la limite
aval de l'onde positive se propage en tant que mascaret. Con-
trairement au front sur fond sec, le mascaret est un phenomene
bien connu; parmi les differentes methodes developpees pour
calculer le mascaret, citons entre autres:

- A. Preissmann [18], qui utilise un terme de pertes de Charge,

la «pseudo-viscosite», notion introduite en dynamique des gaz

par R. von Neumann et R. D. Richtmyer [19].

- O. F. Vasiliev [20], qui a recours ä une m6thode implicite cal-
culant Pecoulement sans isoler specialement le mascaret.

- Enfin A. Craya [21], qui isole le mascaret et le traite comme
singularit6 mobile de Pecoulement dont les lois sont donnees

avec exactitude par les equations (3) et (4).

Cette derniere methode est la plus satisfaisante du point
de vue thebrique, et c'est celle qui a ete adoptee ici. '

La fig. 8 montre de quelle maniere est calcule le point du
mascaret: pour calculer les 5 grandeurs inconnues au point Pj
(x, t, u, h, w), on dispose egalement de 5 equations, ä savoir des

deux equations (1) et (2) de la y+, des deux equations du mascaret

(3) et (4), et de Pequation definissant la trajectoire du
mascaret

(11)
dx
'dt

Le mascaret, tel qu'il est deerit ici, est une schematisation
du ph6nomene reel: celui-ci en efifet ne saurait se propager
comme une paroi verticale d'eau et en outre il est accompagne,
dans la plupart des cas, d'ondulations secondaires, dues aux
vitesses verticales. H. Favre [2] a montre cependant que ces

dernieres sont peu importantes pour de forts mascarets.

Fig. 10. Le reseau des
caracteristiques dans la region d'une
section critique

Schweizerische Bauzeilung Jehrgang Heft 19 • 7. Mal 1970 423



e) Formation et propagation de chocs

II peut arriver au cours du calcul que deux caracteristiques
d'une meme famille se croisent: ceci signifie qu'ä Pemplacement
du croisement, il y a deux vitesses et deux hauteurs differentes.
II s'agit de la formation d'un choc ou mascaret qui se traduit
dans le reseau des caracteristiques par une discontinuite.

On assiste ensuite au developpement du ressaut et ä son
cheminement. La trajectoire du mascaret est identique aux
trajectoires des caracteristiques des deux domaines qu'il separe,
lorsqu'il est faible, et s'en ecarte ensuite d'autant plus lorsque
il est fort et que les caracteristiques coupent sa trajectoire sous
un grand angle.

Contrairement ä Pecoulement permanent, oü le ressaut
separe une region d'eooulement torrentiel d'une region tran-
quille, le mascaret en ecoulement instationnaire peut aussi se-

parer deux domaines de mSme rdgime d'ecoulement.
La fig. (9) montre quelle est la technique choisie pour le

calcul des grandeurs juste ä Pamont et juste ä Paval du choc,
c'est-ä-dire, des points inconnus 3 et 4 partir des points connus
0,1, 2, 5 et 6. La position des points 3 et 4 se determine comme
intersection de la caracteristique 1-3 avec la trajectoire du
mascaret. Pour obtenir des valeurs plus exactes en 3 et 4, on intro-
duit les caracteristiques auxiliaires 3-20 et 4-56 qui vont cher-
cher par interpolation des valeurs sur la y+ prec6dente. Le point
20 est obtenu comme intersection de 3-20 et 0-2, les valeurs
"20 ctSp, par interpolation entre les points 0 et 2; les equations
(2) pour les caracteristiques 1-3 et 20-3 permettent ensuite de
determiner h3 et u3; le point 56 se calcule de la meme facon que
le point 20; enfin, les deux equations du choc (3) et (4) ainsi
que Pequation (2) pour la caracteristique 56-4 permettent de
calculer les inconnues ht, ut et w3i. Des techniques similaires
sont appliquees pour calculer le point de reflexion d'un choc
contre une paroi verticale, le recouvrement et le croisement de
deux chocs.

Les resultats du calcul expose ici sont, aux ondulations
secondaires pres, bien confirmes par les essais. L'instant de
formation du mascaret, par contre, depend de la densite du
reseau et sera en geneial decele un peu trop tard; mais ceci a

peu d'importance pratique, le mascaret etant petit ä ses debuts.

5. Problemes numeriques

Tous les calculs exposes dans ce qui precede consistant en
Pintegration numerique d'equations differentielles, il faut pren-
dre sopr. de faire des pas assez petits pour garantir une precision
süffisante, tout en tächant de remiire au maximum le temps de
calcul. Les questions de convergence jouent ici un röle de
Premier plan.

a) Controle de la densite du riseau
On sait que Pavantage principal de Pintegration le long

des courbes caracteristiques par rapport au calcul sur la base
d'un maillage fixe est la stabilite inconditionnelle du Systeme.
Le defaut, parfois cite, d'une densit6 irteguliere et non con-
trölable du reseau a ete eVite de la facon suivante: un critere
adimensionnel de la forme

(12) (Ax Au) $ const. H \lg~H

oü H represente une hauteur de reTerence et Ax resp. Au re-
presentent les variations de la distance et de la vitesse entre
deux points voisins du reseau calcule, pennet ä Pordinateur de
decider s'il y a lieu de remettre ou de supprimer des courbes
caracteristiques. Au cas oü des caracteristiques supplömen-
taires doivent Stre introduites, Pabscisse x du point de depart
de la caracteristique intcrpolee etant fixee, la grandeur // est
interpolee quadratiquement et les deux autres grandeurs
inconnues h et t doivent alors satisfaire aux deux equations de-
terminant les caracteristiques d'une famille.

Cette possibilite de remettre et de supprimer des
caracteristiques selon les besoins permet de surmonter des difficultes
produites par la geometrie du canal lorsque les variations sont
assez brusques. Par exemple, le calcul de Pecoulement ä travers
une section critique (fig. 10) s'effectue sans Pimprecision due
ä Pagrandissement exagete des maüles du reseau en cet endroit;
par contre, pour economiser le temps de calcul, la machine
supprime d'elle-meme des caracteristiques dans les domaines
de faibles variations.

b) Acciliration de la convergence du calcul numerique

L'integration numerique des Squations differentielles des

caracteristiques s'effectue point par point, chaque nouveau
point etant determine' ä partir des precedents ä l'aide des
valeurs initiales; lorsqu'une premiere valeur approchee du point
cherche est ainsi obtenue, on peut alors former des valeurs
moyennes qui permettent d'obtenir une valeur plus precise du
point cherche, et ainsi de suite, jusqu'ä Pobtention de la
precision desiree.

II est evident qpe, pour Pordinateur, le temps de calcul
d'un point est directement proportionnel au nombre d'itera-
tions effectuees. Le nombre d'iterations dopend de la precision
recherchee, et des coefficients des equations, qui sont eux-
memes fonctions des variables du calcul. La precision obtenue
est contrölee apres chaque Iteration ä l'aide des criteres:

(13) Äi_i < 10-6 • H et Mj "i-t 10- VsB

oü h\, «i et /f;_i, w;_i representent les valeurs de la derniere resp.
de Pavant-derniere iteration et H represente une hauteur de

reference, Si ces criteres sont remplis, on interrompt le calcul,
sinon on passe ä Piteration suivante.

L'influence des coefficients variables des equations sur la
convergence numerique est difficile ä övaluer; on a pu cepen-
dant constater que certaines situations topographiques ou
hydrauliques, telles que des 61argissements brusques de section
ou des ecoulements quasi-uniformes (/ //), avaient pour effet
de ralentir enormement la convergence des equations, et ne-
cessitaient alors jusqu'ä 100 iterations ou plus.

Le procedä suivant a permis de reduire de facon impor-
tante le nombre d'iterations (jusqu'ä 4 en moyenne): on admet
que les valeurs des iterations successives se comportent comme
les termes d'une suite g6om6trique convergente, dont la limite
represente la Solution cherchee. A l'aide des trois premieres
iterations on peut dejä determiner cette valeur limite. Partant
de cette derniere valeur on continue la calcul par iteration
jusqu'ä ce que les criteres (12) soient remplis entre les valeurs
de deux iterations successives. De plus apres chaque cycle de
trois iterations on calculera ä nouveau la limite de la suite geo-
metrique ainsi formee. Dans la plupart des cas, la precision
recherchee est obtenue apres un seul cycle de trois iterations.

6. Conclusion

Le Programme de calcul d'ondes de submersion par la
methode des caracteristiques a ete teste dans de nombreux cas
aussi bien en nature, tel que Malpasset, qu'en canal d'essai, oü
Pon avait la possibilite de realiser des cas extremes. Quelques
comparaisons entre mesures et calcul feront Pobjet d'un pro-
chain article.

Tel qu'il est, le Programme de calcul se laisse aisement
adapter au traitement d'autres problemes concernant des
ecoulements instationnaires, tels que la propagation de crues,
l'influence des marees dans les estuaires, les ondes de trans-
lation provoquees dans les canaux d'usines par des maneuvres
de vannes, etc.... II suffirait pour cela introduire les conditions
initiales et aux limites correspondantes.
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