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82. Jahrgang Heft 16

8CHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

18. April 1964

ORGAN DES SCHWEIZERISCHEN INGENIEUR- UND ARCHITEKTEN-VEREINS §.1.A. UND DER GESELLSCHAFT EHEMALIGER STUDIERENDER DER EIDGENOSSISCHEN TECHNISCHEN HOCHSCHULE G.E.P.

Zur Statik schief gelagerter Trager
Von Dr. Konrad Basler, Egg bei Ziirich

DK 624.074.11

Erweiterte Fassung des Vortrages, gehalten am 8. November 1963 vor der S. 1. A.-Fachgruppe fiir Briickenbau und Hochbau (FGBH) im

Auditorium maximum der ETH in Ziirich

Vorwort

Bei zunehmendem Verkehr und dichterer Besiedlung
wird zur niveaufreien Kreuzung von Verkehrswegen die
Briicke mit schiefer Lagerung die Regel darstellen, Der
wesentliche Unterschied zwischen rechtwinkliger und schie-
fer Lagerung liegt darin, dass bei der letztgenannten selbst
unter zentrischer Lastanordnung eine Torsionsbeanspruchung
erzeugt wird.

Dass dadurch die Berechnung schief gelagerter Durch-
lauftréager schwieriger wird, ist schon daraus ersichtlich,
dass sich der Grad der statischen Unbestimmtheit durch
Schiefstellung der Lager auf mehr als das Doppelte erhsht:
eine liber drei Felder durchlaufende normale Briicke ist zwei-
fach statisch unbestimmt gelagert. Werden ihre acht Lager-
korper aber schief zur Stabaxe angeordnet, so wird sie fiinf-
fach statisch unbestimmt, wobei als iiberzéhlige Grossen
z.B. fiinf Auflagerreaktionen eingefiihrt werden konnen,
oder deren drei mit zwei Stiitzmomenten usw.

Gegeniiber allen Veroffentlichungen auf diesem Gebiet 1)
unterscheidet sich diese Arbeit dadurch, dass ein Berech-
nungsverfahren entwickelt wird, das so wenig {iberzihlige
Grossen in einem dreigliedrigen Gleichungssystem verkettet
wie der normal gelagerte Stab; ja, dass die Berechnung
tiberhaupt zuriickgefiihrt werden kann auf die dem Bau-
ingenieur geldufigen Dreimomentengleichungen des durch-
laufenden Balkens, s. Gl. (12). Die strenge Losung des Pro-
blems gestattet auch die bei Schiefstellung auftretenden
Parameter zu erkennen, ihren Einfluss zu diskutieren und
Néaherungsverfahren zu entwickeln, Da die Berechnung bis
zu den Schnittgréssen und ihren Vorzeichen mathematisch
formuliert wird, sind damit auch ideale Voraussetzungen
zum programmgesteuerten Rechnen geschaffen.

Voraussetzungen und Inhaltsiibersicht

Es werden die beiden tiblichen Voraussetzungen gemacht,
dass erstens die Stabstatik Giiltigkeit habe, d. h. die Spann-
weiten gegentiber den Querschnittsabmessungen gross seien,
und zweitens, dass der Wolbkraftanteil zur Aufnahme der
Torsion vernachlédssigbar klein sei, In Rechnung wird also
nur die sog. St. Venantsche Torsionssteifigkeit GK gesetzt,

1) Die wichtigsten sind:

F. Wansleben: Beitrag zur Berechnung schiefler, drillsteifer Briicken,
«Der Stahlbauy, Jg. 24, 1955, S, 224.

H. Homberg und W. R. Marsz: Schiefe Stibe und Platten, Werner-
Verlag, Diisseldorf, 1958.
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Bild 1. Torsionssteifigkeit GK bei Plattenbalken und Hohlquerschnitten
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was flr Plattenbalken und einzellige Hohlquerschnitte in
Bild 1 definiert ist.

Die Berechnung wird fiir gerade Stdbe mit variablem,
aber bezliglich der Vertikalaxe symmetrischem Stabquer-
schnitt und beliebiger, von Auflager zu Auflager verschie-
dener Schiefstelung entwickelt. Die zu verwendende Bezeich-
nungsweise ist dabei wesentlich und wird daher vorangestellt,

Bezeichnungen und Abkiirzungen

Am durchlaufenden Balken werden die Felder mit i be-
zeichnet und in numerischen Berechnungen dafiir die gera-
den Zahlen 2, 4, 6, ... verwendet. Die Auflager seien mit
k bezeichnet und werden in numerischen Beispielen mit den
ungeraden Zahlen durchnumeriert (Bild 2).

Die Lage des Koordinatensystems geht auch aus dieser
Abbildung hervor, ebenso die als positiv definierten Stab-
drehwinkel und Torsionsmomente. Eine vom rechten Stab-
ende zurilicklaufende Abszisse, 2/, wird mit Strich gekenn-
zeichnet. Das selbe gilt fiir die Abkiirzungen ¢ = 2/1, ¢’ = &'/,
welche zur Fixierung der Lage einer Schnittstelle verwen-
det werden,

Als Bezeichnungen flir Auflagerdrehwinkel und Auf-
lagerdriicke am linken Auflager, sowie Entfernungen von
diesem, sind die Buchstaben «, 4 bzw. ¢ vorgesehen; die kor-
respondierenden zum rechten Lager mit 8, B bzw. b.

Werden flir Binflussgrdssen Doppelindizes benédtigt, so
fixiert der erste seine Lage, der zweite die Ursache. Der
Ursachenzeiger o bedeutet immer «infolge Husserer Be-
lastung».

Liste der Abkiirzungen

Determinante, definiert in Tab. 2

a Abstand vom linken Auflager
A Auflagerdruck links am einfachen Balken
b Abstand vom rechten Auflager
B Auflagerdruck rechts am einfachen Balken
GEK tg2s .
(0] Stabkonstante SE o mit Indizes: s. Tab. 2
d Stabbreite
D
e

Gegenseitige Verschiebung der Lagerkérper

Bild 2.

Bezeichnungen der Felder und Lager am Durchlauftrager

269



Elastizitdtsmodul

Resultierende Auflagerkraft

Schubmodul = E/2(1 + »)
Fléchentridgheitsmoment (beziigl. der z-Axe)
Torsionskonstante (Drillwert), s. Bild 1
Spannweite

Biegemoment

Drehmoment bezligl. der Stabaxe

Verteilte Belastung

Einzellast

Querkraft

Torsionsmoment

Koordinate (Bild 2), Exzentrizitit einer Last
Koordinate (Bild 2), lotrechte Durchbiegung
Koordinate (Bild 2), Distanz vom linken Awuflager
Riicklaufige Koordinate, Distanz vom rechten Auf-
lager

Auflagerdrehwinkel am linken Auflager, s. Tab. 1
Auflagerdrehwinkel am rechten Auflager, s. Tab. 1

BRI RO T B N N
(o]

dz
Verschiebungsgrosse: fﬁ , s. Tab. 1

» X R

Lagerschiefstellung (= Abweichung von recht-
winkliger Lagerung)

G 2/1, Normierte Lagekoordinate vom linken Auflager

ausgehend

2’/l, Normierte Lagekoordinate vom rechten Auf-

lager ausgehend

Verhéltnis von Endfeldlinge zu Mittelfeldlinge

Poissonsche Zahl (1/;3 fiir Stahl, 1/ fiir Beton)

/1, Normierte Lagekoordinate

Normalspannung

Schubspannung

Stabdrehwinkel

e

>

€ 9 q o N

Indizes:
Gerade Zahl, den Feldern zugeordnet, s. Bild 2
Ungerade Zahl, den Lagern zugeordnet, s. Bild 2
«infolge dusserer Belastungs»

UOE.@.

«infolge eines Drehmomentes M, als &dussere Be-
lastung»

f) «am Grundsystem des beidseitig fest eingesp. Sta-
bes» (Kopfzeiger)

Torsionsmomente und Nebenwirkungen

Durch Schiefstellung der Lager werden in den Stabfel-
dern auch unter lotrechter, zentrischer Belastung Torsions-
momente verursacht, die ihrerseits wieder Einfluss auf die
Biegemomente haben. Zur Anschrift dieser Verkniipfung

k k+1
- L -
—=e I'“ —’ekj-ﬂ!“—
5k I —I—»—-===——-—)(—-—- _“| 6k+l d
a) } I 1
] |
| |
| P-\ | Iy
M| Pi [M,,
R T L .

B:

|
|

Bild 3. Verkettung von Durchbiegung und Verdrehung
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Tabelle 1. Verschiebungsgréssen und Belastungsglieder am ein-
fachen Balken des Feldes i
Verschie- bei variablem prismatischer
bungsgrosse Querschnitt Stab
Li
X 1 _lel P l,“
@ ; T2 | mr B2 3ET
0
Zl
1 2t U
g1 = B = | BT 4% T
1
) ‘
l;
8 1 f B . L
AR —— l—=——d=z ST
i 12 EI 3EI;
0
L
. de Z,'
Yi: GK GE
0
Belastungsglieder fiir Einzellast P
i
1 MO 2l . P li2 7
@i * o —H1 9% BETL (§i'— &'®)
0
Ui
L My 2 P2
Bio : 7 o GTIi(é'i—fl"’)
0
Belastungsglieder filir verteilte Belastung p
i
BIL e pLs
aio : T e 24E1;
0
i
D 2’ 22 U3
Bio : 25 | ®BIr %% 24 E 1,

0

wird das Feld i, zwischen den Auflagern k und k -+ 1 gelegen,
herausgegriffen (Bild 3a).

Der Stab sei sowohl durch dussere Lasten p und P als
auch durch je ein Stiitzmoment M; und M . belastet, die
alle in der Vertikalebene durch die Stabaxe wirken. Vor-
iibergehend denke man sich den Stab auch nur durch zwei
Lager unter seiner Axe gestiitzt. Da keine Ursache zur
Vierdrehung des Stabes vorliegt, zeigt sich die Ansicht der
Neutralebene wie in Bild 3b skizziert, mit Stabecken, die
beim Auflager k eine Hohendifferenz von q; €, beim Lager
k + 1 eine solche von Bex.1 aufweisen,

Wie aus der Blickrichtung in Stabaxe ersichtlich ist,
Bild 3¢, betrdgt die erforderliche Stabverdrehung ¢;,,, um die
Ecken auf die Hohe der Lagerkanten zu zwingen:

a; €k Bi€ks1
wm:( e

Mit ey/d = tgs; und er,1/d = tgdr.1 wird daher die Ver-
triaglichkeitsbedingung, die bei schiefer Lagerung horizontale
Lagerkanten verlangt:

(1) aitgdx + @i + Bitg ok =0
Diese Bedingung muss fiir jedes Feld des Durchlauftrégers

erfiillt sein.
Um einen Stab von der Lénge I; mit der Torsionssteifig-
keit GK um den Winkel ¢; zu verdrehen, braucht es ein Tor-

k k+1
I L —

!
| 1]

ad | Pk
ey R
AMii AMyy i

Bild 4. Statisch unbestimmtes Grundsystem
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Tabelle 2. Liste der Stabkonstanten C und D

Querschnitt variabel EI und GK feldweise konstant
Schiefstellung
der Auflager: verschieden von Auflager zu Auflager bei allen Auflagern = §
e IL- tg 8i (aintg 8k + air+1tg Srs1) GK; tgdy
ek — Yi T]l 6 (2 tg 81\7 + tg 51;4—1)
tg Skt (@i tg s i1 L8 8 G K, tg §;
e g0kt (ain tg ;c'—f-a k+1tg 8ri1) = g 61 g i e b o)
i v o G K; tg2s
| t& 8k (Bik tg 8k + Bikes tg Skar) GE; tgo T EL 2
Cipr = - I, 6 (tg 8y + 2 tg k1)
) _ | t88k+1 (Bintg Sk + Birs1 tg k1) GE; tg ks
Cig ki1 = = BEL, 6 (tgdr + 2tg Sx+1)
GE; tg20;+ tgortgdkr1+ t82 8kt G K;
D; = |1+ Cior + Cip s 1+ g, 3 1420 =1+ 57 tg?s
sionsmoment von der Grosse T; = ¢i/yi, wobel die Verschie- a; = ajo + My aie + Mpe1 @i ge1 — @ Ci o — Bi Cia ket

bungsgrosse v; in Tabelle 1 definiert ist. Somit folgt aus (1):

o, gk + Bitg Sk
Yi

Man kann sich dieses Torsionsmoment durch ein in den
Ecken des Lagers k lotrecht wirkendes Kréftepaar X; auf-
gebaut denken. Am Stabende k -+ 1 wird es wieder durch ein
entgegengesetzt drehendes Kriftepaar X; abgebaut. Dass der
Hebelarm der beiden Kriftepaare gleich der Stabbreite d sei,
ist eine fiir die nachfolgende Betrachung bequeme, aber
keinesfalls notwendige Annahme.

Aus der letzten Skizze von Bild 3 ist ersichtlich, dass die
Krifte X; auch Nebenwirkungen auf die Biegemomente des
Stabes haben. Die Aenderung im linken Stiitzmoment be-
tragt:

(2) T, = —

T;
3) AMy; = Xiep = —5 €k = Titg dk

im rechten

TA
(4) AMyy = X641 = Tl err1 = Titg 8k
Bei positiven, also nach unten gerichteten, Enddreh-
winkeln a; und 8;, positiven Winkeln §; und 8.1 ist T; stets
negativ. Die Aenderungen (3) und (4) in den Stiitzmomenten
sind dann auch negativ, was in Bild 4 zum Ausdruck kommt.
Wire die Schiefstellung der Auflager negativ, so wiirde
zwar T, positiv, aber die Ausdriicke (3) und (4) wiederum
negativ, infolge negativer Tangenswerte. Schiefstellung der
Auflager wirkt sich daher stets wie eine erhthte Einspan-
nung des Stabes aus, Die Feldmomente werden auf Kosten
der Stiitzmomente abgebaut.

Auflagerdrehwinkel bei schiefer Lagerung

Beim Anschreiben der Drehwinkel nach dem Superposi-
tionsgesetz miissen die Zusatzmomente mitberiicksichtigt
werden:

a; = ajo + My aix +
+ M1 i git + AMyg i + AMpciq i @igest
(5)
Bi = Bio + My Bix +
4 M1 Biksr + AMp Bik + AMici1 i Bikea
nach (3) und (4):
@i = aip + My aire +
+ Myst i ket + Ti (oik £ 8 + @i ka1 t8 8r+1)

Bi = Bio + My Bir +
+ M1 Birssr + Ti (B t8 8k + Bi k1 t& Spert)
Wird T; gemiss (2) eingesetzt, so ergibt dies mit den in
Tabelle 2 definierten Abkiirzungen:
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Il

Bi = Bio + My Bir + Myr1 Bik+1 — @i Ci g — Bi Cip k1
oder, geordnet:
a; (14 Ciar) + Bi Ciak+1 =
= ai0 + My aik + Mps1 @i g1
(6)
+ Bi (1 4 Cig kv1) =
= Bio + My Bir + M1 Bi ke1

Da Cigr Cip k+1 = Cipk Cia k+1 , lautet die Determinante der

a; Cipk

Matrixkoeffizienten sehr einfach:
D; =1 + Ciar + Cip ks1

Damit sind die Losungen des Gleichungssystems (6):
ay = f] [Mh (aik + gl Oi,b’ k+1 — ,lec Cim k+1) ‘|‘

+ Mpiq (@i gs1 + @ins1 Cig krr — Biks1 Cia ke1) +

4+ a0 +aio Cigrsi—PBio Cia k+1]

(7)
Bi= —11)7 [M!c (B + B Ciak —auxx Cigr) -+
4 M1 (Biker + Biks1 Ciok  — @i k1 Cigr)  +
+ B +Bio Ciok —aio Cipk ]

Dreimomentengleichungen

Die bis anhin untersuchten Balkenfelder sind insofern
vertriglich mit den Auflagerbedingungen, als ihre schiefen
Rinder horizontal liegen. Fiir einen durchlaufenden Tréger
muss dazu noch Kontinuitdt in Stablangsrichtung formuliert
werden. Diese zweite Vertrdglichkeitsbedingung verlangt,
dass die Summe der Enddrehwinkel bei jedem Auflager ver-
schwindet.

(8) Bi-i+0; =0

Der Auflagerdrehwinkel «; ist bereits im ersten Aus-
druck von (7) gegeben; By wird aus dem zweiten erhalten
durch Reduktion der Indizes i und k um eins. Wie bei den
Dreimomentengleichungen des Durchlauftragers auf frei
drehbaren Stiitzen konnen die einzelnen Koeffizienten als
Faktoren der unbekannten Stiitzmomente My, 1, My und My,
auftreten, oder aber als «Belastungsglieder» auf die rechte
Seite deg Gleichheitszeichens geschlagen werden, In dieser
geordneten Anschrift sind nachstehend die Vertraglichkeits-
bedingungen (8) wiedergegeben; es sind die Dreimomenten-
gleichungen des schief gelagerten durchlaufenden Stabes.
Direkt anschliessend sind die vereinfachten Gleichungen auf-
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geflihrt fiir den Fall, dass Biege- und Torsionssteifigkeit selbe bleibt (Spezialfall 2), und schliesslich, dass fiir den
feldweise konstant sind (Spezialfall 1), dass dazu noch die ganzen Stab sich weder der Querschnitt noch die Lager-
Auflagerschiefstellung iiber den ganzen Durchlauftriger die- schiefstellung dndert (Spezialfall 3).

Stabquerschnitt: variabel, BI(z), GK(z)
Allgemeiner Fall ] Lagerschiefe: verschieden, 8.1 % 8,
g1
My-1 (Bi-x k-1 + Bict k-1 Cict e ko1 —@in1 1 Cict pr1) Dy
+ Mr [(Bix e +Biak Cizeri—eiin Cicipr1) Dy +
+ (air + @ik Ciprer  — Bix Ciorsn ) Di] -
9) ¢+ Mis1 (@iner  +@insr Cigrss  — Birsr Ciawrr ) Diq =

= —[(Br10 FFitio Cisiar-1 —ai-1o Ciipgr-1) Di -+

+ (aio -+ aio Cigry1  — Bio Ciak+1 ) Di4]
Clapeyronsche Ergéinzung infolge Lagerschiefstellung
Dreimomenteng]l.

mit: — Verschiebungsgrossen o, 8: s. Tab. 1, erste Kolonne
— ‘Stabkonstanten €, D: s. Tab. 2, erste Kolonne

. y . k:1,3,5,...)
— Indizes k, i: s. Bild 2 (z =248,

Stabquerschnitt: feldweise konstant, EI;, GK;

Spezialfall 1 { Lagerschiefe: verschieden, 8j_1 =% 8 5% 8j 41

Berechnung wie in (9), jedoch mit den zweiten Kolonnenwerten von Tab.1 und 2, oder:

GKi~1 tgak—l thk
My GEL = (1 BT, 2 ) =
GEK; 1 tg28;1 L ( G K; tg2 0k )
+Mk [6E111 ( EIi‘l 2 )D‘+ 6EIL 2+ Elz 2 Di-l +
i GK; tg oy tg o1
10 . R S RSP e e
( ) +M’C+1 ¥6E11 (1— EIL 2 )D7-1_

GEiq tgdr.1+4 2tg o G K.y 2tg 8.1 + tg Ok
= I:Oéi 10 EIil_l 6 tg k-1 — Bi-10 (1 ale Tlijl — @ 8%k D; +

+ [Bio C;II{: 2tg 8 —g tg Sks1 SRl ST (1 4 C;flf: tg ok +: tg Srst tgakﬂ):l X
wobei
Diy=1+4 C;f_l: tg? dk1 + tg 3"?;1 tg ox -+ tg? 8k
D=1+ (;II{ tg? o + tg 8k ti Op+1+ 82 Sk
mit: (F 25500

Die Quotienten GK;/EI; sind oft unvariant, d.h. unab-
héngig von der Stabstirke, s. Abschnitt «Die Stabkonstante
C». Daher wird

r Stabquerschnitt: EI = feldweise konstant,
Spezialfall 2 § GK/EI = invariant - = i
1 Lagerschiefe: tiberall gleich, 8§, = 8p.q4 = o [ Stabquerschnitt: konstant iiber alle Felder

Spezialfall 3 | Lagerschiefe: gleich iiber allen Stiitzen

(1—0) ~+ My -

er 127, . 6EI
Myp4lia(1—0C)+

Z71 li
) '(GEIll + 577, ) RA-0) + M g @ =) = la2) § 4 My (ly +8) 214 C) + Myen ls (1—0O) =
=—6EI[—ai10C+ (Bi1o+ o) (14 C) — i 0]

— [(Bi-10 + ai0) (1 + C) — (ai-10 + Bio) C]

: GH tg?0 (5 =1,35,... - GK tg28 ([} =1,68,5,...
wobei: C = 77 —5 ,(1- TG wWebels MCE= s mopn o (G R
6 H I, &
l —7 (aio tg 8k + Bio t8 Sir1) + My (2 tg S +-t8 Sr1) + Myen (tg Si + 2 tg Spi1)
(14) Tl — B I
I 6 ar + 2 (tg2 dy + tg Ok tg Sir1 + 82 S141)
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Schnittgrossen und Deformationen

Das durch Auflagerschiefstellung induzierte Torsions-
moment ist mit Gl (2) gegeben, wobei die Auflagerdreh-
winkel geméss (7) einzusetzen sind. Unter Beachtung, dass

O[/)’ k+1tg O = C:/?Ir tg Sk
und Ci(rk tg Spr1 = Cm k+1 tg P

wird das Torsionsmoment im Feld i im allgemeinsten Fall
(Querschnitt variabel, Schiefe von Lager zu Lager verschie-
den)

-1
Ti= p leotgsn  +Botgdia  +

+ My (aptg Sk + Butgdrix ) +
+ Mii1 (@iree1 t 85 + Biresr t8 Spia) |

(13)

wobei D; der ersten Kolonne von Tabelle 2 zu entnehmen ist,
Im Spezialfall 1 (BI;, GEK; feldweise konstant, 81 = Sjs1)
gilt Forme] (14).

Sind neben feldweise konstanter Biege- und Torsions-
steifigkeit auch die Lagerschiefstellungen iiber den ganzen
Stab gleich (8, = §,.1 = 8), so wird fiir die Spezialfdlle 2
und 3:

@5a) T — — tg 8 [EL‘ (@io + Bio) 4 M+ My q
EI; Y l; 2
ok +ters
/ kil G K; tg2s
oder mit der Abkiirzung C; = ST o
1 20; E I; (@io 4 Bio) My + My 4
(sh) 7= —5 g | 2 2 ]

Hier lésst sich der Klammerausdruck folgendermassen deu-
ten: EI; a;, ist nach der Mohrschen Analogie der linke Auf-
lagerdruck infolge der alg Belastung eingefiihrten Momen-
tenfliche M;y; EI; 8,y der entsprechende rechte des Feldes i.
Die Summe dieser beiden Ausdriicke stellt somit den Inhalt
der Momenenfldche dar, und es ist

U
fMiO dz
E I; (aip + Bio) 0

l;

(16) = 7

Fiir den ersten Summanden im Klammerausdruck kann da-
her das durchschnittliche Moment aus #Husserer Belastung
am Balkenfeld i gesetzt werden, was fiir eine konzentrierte
Einzellast P

a; b;
maxr — —é‘l:

EI; i i 1
(162) (ao.-l-ﬁo)

L =
oder fiir gleichméissig verteilte Belastung p

B I (aig + Bio) 2 pl?
(16b) fl = ? max — T
ergibt.

Zum Anschreiben der Biegemomente sind die Stiitz-
momente am linken und rechten Ende des Feldes i von be-
sonderem Interesse. Diese seien mit My; und Mj. ; bezeich-
net und werden durch Einsetzen von (3) und (4)

17 My =M, +AMy; =Mp 4 Titg Sy
D | Myo1s = Moy + AMyq i = Myq + T, tg Sris

Superposition der Einfliisse ergibt den vertrauten Ausdruck
flir das Biegemoment an der Stelle ¢; = z,/I; bzw.

&= =
(18) My = Mio + My §'s + Myes &

Zum Aufzeichnen der Momentenflichen wird man die beiden
Stiitzmomentwerte fiir jedes Feld bestimmen, und dann
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die Momentenfliche M;, (ermittelt am Grundsystem des ein-
fachen Balkens i infolge dusserer Belastung) uberlagern.

Mit diesen Stiitzmomenten (17) koénnen auch die Quer-
kréfte @ und die Auflagerdriicke F wie iiblich ausgedriickt
werden:

(19) Qi = Qo +7M"‘i;iM’“'

My 1 i— My My — Moy i
Flc:BL—10+AiO+ F'Ili - - li-i :

Die Wirkungslinie dieses Auflagerdruckes geht nicht
mehr durch die Stabaxe, auch wenn die Hussere Belastung
nur durch diese angreifen darf. Ihre Verschiebung aus der

Stabaxe kann ausgedriickt werden durch die x-Koordinate
zu

(20)

T; — T4
Tek = — g —

(21)

Als zweiter geometrischer Ort fiir die (vertikale) Wirkungs-
linie des Auflagerdruckes bleibt natiirlich die Gerade lings
der schiefen Lagerkante F«.

Die lotrechte Durchbiegung der Stabaxe, Y, kann wieder-
um durch Ueberlagerung der Einfliisse am Grundsystem des
einfachen Balkens folgendermassen angeschrieben werden:

(22) Yi = Yio + M Yire + M 11 Yi 1041

wobei
Yio — Biegelinie infolge dusserer Belastung
Yire — Biegelinie infolge M;; = 1

Yi 11 = Biegelinie infolge Mj.;1 = 1

Die letzteren beiden Werte lassen sich direkt der Tabelle 1
(Fall Einzellast mit P = 1) entnehmen, denn nach dem
Maxwell-Mohrschen Gesetz iiber die Gegenseitigkeit der Ver-
schiebungen ist y;; = a;, und

Yi 1+1 = Bio-

Zur Beschreibung der Durchbiegung all jener Stabfasern,
die nicht in der Stabaxe liegen, wird auch die Stabver-
drehung ¢ benotigt. Der Drehwinkel ¢ wird von der Hori-
zontalen aus gemessen. Der positive Drehsinn ist in Bild 2
definiert. Allgemein gilt:

Ri
(23) o (2 :m(zi:0)+f¢’dz

0
Da bei schiefen Briicken ¢(z; = 0) = a;tg ) ist (s. Bild 3),
und bei St. Venantscher Torsion ¢’ = T/GK, so folgt mit a;
aus Gl, (7):

21 T
(24) ¢ (%) = a;tg sy -+ fﬁ dz
0

Beispiel: Durchlauftriger iiber drei Felder

Der in Bild 5 skizzierte durchlaufende Balken mit kon-
stanter Biegesteifigkeit EI, konstanter Torsionssteifigkeit
GK und gleicher Lagerschiefstellung § wird durch eine
gleichméssig verteilte Belastung p im Mittelfeld belastet.

Infolge der Symmetrie in Tragwerk und Belastung ist
das Uebertragungsmoment M3 gleich demjenigen bei 5,
Ms = Ms, und die einzige erforderliche Gleichung lautet
nach (12):

M3zl (A +1) (2+C) + M3l (1—C) =

pI3 pI3
=k [+24—Ez(1+0>—m‘0

i GK tg2s
O T
1 3 5 7
T S—
}HlHHlllllllllllllHU

X FAYN ON
=L f l,=1 ! lﬁ)dj

Bild 5. Dreifeldriger Durchlauftrager
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woraus folgt:
3 pl2

M= 312A @ 12

Die Schnittgrdssen entsprechend den Formeln (15) bis (21)
lauten:

3 2 C M
o Te= Te=—ts5 1120 2
il 3C pl2
=+ tgs AF20) BF2rF+10) 12
2 c pi2
o Ts=—153 1+25(T2+M3)
) il 270 (2 + 0) pl2
T TTtgs (1+2C) BF2NF+AC) 12
Ml" = MT(‘; = T2 tg )
(25¢) 3C pl2
= (1+20) 83F2x +AC) 12
Mzo = Mz = M3+ Totg $
(25d) B 3(1+0) pi2
= EE2@) (32 R AE) 12
Mzy= Msy= M3+ Tystgs
(25€) 3+60+47C+2102 pl2
= @FR20)(B L2 FEr0) 12
Mao— M
Q2= —Qe=0+—"57
(25¢)
M 1
=—dIr@BF2rF2r0) P!
(25g) Q4= (1/2—¢y) pl
F1:F7 :QQ
(25h) 1
=—Zr@F2r 20 P
pl
 F3=F; =-5—0,
(2od) _ L 2ABE2AA0 41
= X (3 F2r+rC) P
o

Ty
Xp1 = — Xp1 =
(25k) 9z e
=—igs 1+20°
Ty— Ts
ZLF3 = — XF5 = s
(251) o
3tg s

344N+ 200
"AF20) AF6rt4reranag) !

Die angeschriebenen Formeln fiir die Momente und zum
Teil auch fiir die Querkréfte, Auflagerdriicke und ihre Wir-
kungslinie lassen sich fiir folgende Grenzfille iiberpriifen:

— Keine Schiefstellung der Auflager. Durch Nullsetzen von
C und tgs, aber auch C/tgs, ergibt sich My = Mgo = May
= —pl2/(12 4 8X\), was tatsidchlich gleich dem Stiitzmoment
des entsprechenden gewohnlichen durchlaufenden Balkens
unter Mittelfeldbelastung ist. Die Torsionsmomente T, und
T, verschwinden, ebenso die Exzentrizitit der Auflagerkraft.

— Totale Einspannung des Mittelfeldes. Diese wird erreicht
durch vollstdndiges Zusammenriicken der Auflager in den
Endfeldern. Fir X = 0 ist, den Erwartungen entsprechend,
T,1 = 0 und M_'j = M3y = — ])ZQ/12

— Mittelfeld als einfacher Balken. Fiir den Grenzwert
A —> oo wird

1 20 pr
Ts=—%s51+20 1@ = L
2C pl2
&) Mos=— 7790 13 =M
-] l c
Trs = — O = —gias 1150 = OF

Ein fiir das numerische Rechnen bequemer, und wie sich
spédter zeigen wird, nicht unrealistischer Néherungswert fiir
einen schmalen, rechteckigen Voll- oder Hohlquerschnitt ist
GK/EI = 2. Dann wird ¢ = tg2§ oder tgs :VF.

Mit diesen Annahmen sind fiir gleiche
Feldweite und eine Lagerschiefe von 45°,
die Werte aus den Formeln (25) in Bild 6
aufgezeichnet, Hg zeigt zuoberst den

Grundriss, wobei die angenommene [Stab-

breite willkiirlich ist. Die Lagen der re-
sultierenden Auflagerkrifte sind darin

eingezeichnet. Sowoh] bei positiver (La-
ger 3 und 5) als auch bei negativer Auf-
lagerkraft (Lager 1 und 7) befindet sich
die Resultierende stets auf der dem be-
lastenden Mittelfeld n&@her gelegenen
Auflagerseite.

= Die Resultierende kann nun, nach-
| traglich, zerlegt werden in Auflager-

kriafte mit den effektiv benutzten Wir-
} kungslinien (s. Abschnitt «Verhaltnisse
' bei den Auflagern»), was zu entspre-
| chenden Erginzungen der Schnittkraft-

diagramme tiiber den Stiitzen fiihrt, Die

P

Diagramme, Bild 6, sind unter der An-
nahme gezeichnet worden, dass zwei La-
gerkorper pro Stiitze unter den Stab-
langsrindern vorhanden seien. Es ist
deutlich ersichtlich, dass mit zunehmen-

7

+lpl ——

Bild 6.
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x dem C-Wert eine erhdhte Einspannung
des belasteten Feldes erzeugt wird.

Die Zunahme der Verénderung gegen-
uber dem gewohnlichen durchlaufenden

Biegemomente-, Torsionsmomente- und Querkraft-Flachen flir Mittelfeldbelastung
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| — |
-08 L —
L —]
|_—"1 M M M32Mss
-06 —</ | ‘
0 \ a ol a a
\

-04 T \
-02 t \

/

—]

+02 \M&B__L_ZO‘” —
10° 20° ’ ° ‘ 40° 50° 60° 70° 80° 0° 8
12M A 12 1 2 16 o
p?
Bild 7. Biegemomente als Funktion der Lagerschiefe &

Balken ist filir die Biegemomente ganz verschieden von den
Torsionsmomenten. Um dies zu illustrieren, sind die Abbil-
dungen 7 und 8 angefertigt. Wihrend sich die Biegemomente
bis zu einer Lagerschiefe von 10° noch unwesentlich ver-
andern, sind die Torsionsmomente schon beinahe auf der
Hilfte ihres Hochstwertes,

Dije Biegemomente variieren im Mittelfeld nahezu gleich-
formig vom Ausgangsfall des gewdhnlichen Durchlauftri-
gers bis zum Grenzfall des voll eingespannten, Dagegen
nimmt das Torsionsmoment bei grosserer Lagerschiefe wie-
der ab. Dieses interessante Verhalten erklidrt sich aus
Gl. (2). Daraus ist ersichtlich, dass das Torsionsmoment
nicht nur mit der Liagerschiefe, sondern auch mit der Summe
der Auflagerdrehwinkel wéichst. Da sich das System bei
hohen §-Werten dem Fall totaler Einspannung n#hert, neh-
men die Auflagerdrehwinkel ab. Im Grenzfall verschwinden
sie, und mit ihnen das induzierte Torsionsmoment.

Allgemeine exzentrische Belastung

In diesem Abschnitt werden die bis anhin gewonnenen
Erkenntnisse auf den Fall von lotrechter, aber nicht mehr
in der Symmetrie-Ebene liegender Belastung erweitert.

Als die wesentliche neue Aufgabe stellt sich daher, die
Wirkung eines angreifenden Drehmomentes M, auf den
schief gelagerten, durchlaufenden Balken mit St. Venant-
scher Torsionssteifigkeit zu studieren. Es wird sich zeigen,
dass auch dieser Lastfall mit den hergeleiteten Dreimomen-
tengleichungen berechnet werden kann.

Am beiderseits gegen Verdrehung fest eingespannten
Stab (Kopfzeiger f) werde die aus #usserer Drehbelastung

hervorgerufene Torsionsmomentenfliche mit 7'{/) und seine

Stabendmomente mit T} und T, /) = bezeichnet. In Bild 9

+11
sind solche Fldchen und ihre bei den Einspannstellen auftre-
tenden Werte eingetragen filir den Fall eines gleichmissig
liber die Stabldnge verteilt angreifenden und eines nur strek-
kenweise wirkenden, verteilten Drehmomentes mp 2).

Die Torsionsmomente bei den Lagern k und k -4 1 sind
gleich ihren Werten bei fester Einspannung plus die durch
Auflagerdrehwinkel verursachten Aenderungen. An Stelle
von GIl. (2) treten nun zwei Ausdriicke:

D=l RO +YB’ £E Dl
(27) ’

a;tg 8k + Bitg k1
Vi

)
Trs1i =Tp1i—

Fiihrt man noch einmal dieselben Gedankenginge durch,
die von Gl (3) auf Gl. (6) fiihren, so folgt, dass die in den
Dreimomentengleichungen (9) einzusetzenden Belastungs-
glieder infolge Drehmomente in allgemeinster Form lauten:

2) C. F. Kollbrunner und K. Basler: Torsionsmomente und Stab-
verdrehung bei St. Venantscher Torsion, «Mitt. d. TK», Heft 27,
Verlag Schweizer Stahlbau-Vereinigung, Zirich, 1963.
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h Ty
=04 & = < = A
-0856 / T4 \
-02 \\
0 / —
\7 —
+02 1 1066 | T
10° 20° ‘ 30° ’ 40° 50° 60° 70° 80° 90° §
2T [/ 1 2 1 w C
p2
Bild 8. Torsionsmomente als Funktion der Lagerschiefe &
— 7D 4 te s AR ¢
aip =T ki @ik t8 8 + Tyt i @i ket L Sper
(28)

Bin =T} B tg 81 + Tp) o Bi vt te Sprs

Wird z. B. angenommen, das Stabfeld i werde durch
ein auf ganze Lénge gleichmissig verteiltes Drehmoment
mp (Kraft mal Linge/Lénge) belastet und habe konstante
Biege- und Torsionssteifigkeit, aber verschiedene Lager-
schiefe, so werden die Belastungsglieder nach Einsetzen der
in Bild 9a gegebenen Werte in (28):

mp ll‘z

aip = 1281, (2tg 8k —tg 8rr1)
(29) i
mp b

Bip = 15 g, (t8 %k —21t8 dks1)

Sind auch die Lager noch parallel (8§, = 8.1 = 8), so ver-
einfachen sich diese Werte auf

mp l12

(80)  aip =—Bip = B B0
Hat man beliebige exzentrische Belastung, so wird diese
zunédchst in den zentrischen und den verdrehenden Anteil
zerlegt, um die Belastungsglieder a;, + a;p und B;, + Bip zZu
bestimmen. Diese werden in die Dreimomentengleichungen
(9) bis (12) eingefiihrt und die {iiberzédhligen Grossen M
durch Auflosen des Systems erhalten. Damit kann nach (13),
(14) oder (15) die Verschiebung der Schlusslinie der Tor-

sionsmomentenfldchen angegeben werden, d.h. es entsteht

(F) mp
Tk+1,i=" %'

—=2;
L
O) k k+1
(f) . 2aj+¢;
Txnj == MoCi lei
[ +
® 2bisc
Thi = *MoCi 51—
% 0[-—)—— ci bj ——
1:
b) K ' k+1

Bild 9. Torsionsmomentenflache T;ff am Grundsystem des fest einge-
spannten prismatischen Stabes unter gleichméassig verteiltem Dreh-

moment my iiber a) die ganze Stablange, b) die Teilstrecke c;

275



die folgende Anschrift fiir die Torsionsmomente im Stabfeld
i aus Ueberlagerung der am Grundsystem bestimmten T -

Flache mit diesem Schlusslinienzug (allgemeinste Formu-
lierung entsprechend (13)):

1
=14 — 5 [0 + aw) tg 81+ (Bio+ Buv) -
(811 “tg Srex + My (i tg 8i + Bu tg Srs1) +
| + M1 (@i 1t 0k + Bik+1 t8 Sxv1) ]

Aus diesen Stabendwerten Ty; und Tp.q ; lassen sich die
Stlitzmomente fiir die Biegemomentenflichen berechnen, so-
dass auch diese Schlusslinien gezogen werden koénnen:

(32)j My =M + T tg ok

\ Mis1i=My1 + Tretitg Sian

Die Awusdriicke (18), (19) und (20) fiir die Biege-
momente, Querkréfte und Auflagerdriicke bleiben damit er-
halten. Die Liage der Wirkungslinie des Auflagerdruckes wird
aber préziser formuliert

Tri — Tria

Flc

Wie bei den Gl. (13) bis (21) werden auch aus diesen
Formeln die Schnittgrossen am schief gelagerten Einfeld-

trdger erhalten durch nullsetzen der Uebertragungsmomente
My, und My;.

(33) Lpr =

Beispiel: Einflussflichen

Die Einflusslinie fiir eine Schnittgrdsse an einer be-
stimmten Stabstelle wird erhalten durch Auftragen der Ein-
flussgrosse unter der Laststellung. Da die Lage der kon-
zentrierten, lotrechten Einzellast P =1 bei exzentrischer
Lastanordnung durch zwei Koordinaten beschrieben werden
muss (#; und «, s.Bild 2), entsteht notwendigerweise eine
Einflussflache filir die Schnittkraft, auch wenn zur Berech-
nung die Stabstatik zugezogen wird.

Die Lasteinheit P = 1 wird zundchst auf die Stabaxe
reduziert. Dann werden die Schnittgrossen fiir die beiden
Lastfille «zentrische Belastung unter P = 1» und «Dreh-
moment als Belastung infolge M, = x» berechnet und super-
poniert. Da die Berechnung der beiden Lastfélle bereits be-
sprochen worden ist, bietet das Bestimmen solcher Ein-
flussfldchen keine neuen Probleme mehr.

Zur Illustration sollen die Einflussflachen fiir das Tor-
sions- und Biegemoment des HEinfeldbalkens mit gleicher
Lagerschiefe berechnet und fiir die konkreten Werte

- Schnitt in @ = 21/3 resp. b =/3
(84){- GEK/EI=2
= O =1/2 resp tgsd=1/)2

gezeichnet werden.

Infolge zentrischer Belastung durch die Einheitslast in
a bzw. b = 1—a wird aus der Gleichung (15b) mit (16a)
das Torsionsmoment

il C ab
= tgls 1ED20 W
erhalten. Infolge des Drehmomentes I, = x ergeben sich
nach dem vorangehenden Abschnitt folgende Ausdriicke fiir

das Torsionsmoment zu beiden Seiten der Schnittstelle:

4!

b C bi—a
Ta= Mp7—Mpgrog 7

a C b—a
i Sl o

\

»u,{ -006 -0g6 -0pk-002 O
7./__ €l 4
/

Einflussflache fiir das Torsionsmoment im Schnitt § = 2/3,
{7 = 1/3 (Werte mit Pl multiplizieren)

(] i—/qoz -004 -006 -008
o)l ;
3

Bild 10.
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Die Ueberlagerung der beiden Lastfille

Mp =

ergibt mit

1
ST

C ab x b b a
"{—tg<szz+z[ AEr2 Gl = (z_z)]}

[ C ab % a b a
T tes & T T[‘(HZO)T—C(T“T)]

Fiir die Beschreibung der Lage des Lastangriffspunktes wer-
den noch die Abkiirzungen a/l = ¢, b/l = ¢’ und x/l = ¢ ein-
gefiihrt und die Summanden in den eckigen Klammern ver-
rechnet, Damit werden fiir die Torsionsmomente bei den
Auflagern 4 und B folgende Einflussfunktionen erhalten:

1 C
1 C
1F20 [—tgiss"f'—i(c'-%é’)]

Da der Wert T, auch das Torsionsmoment an jeder
Stabstelle zwischen Liager 4 und dem Angriffspunkt des
Drehmomentes M, = x darstellt, ist die Losung T, auch der
Einflussflachenteil, der sich von der Schnittstelle bis zum
Lager B erstreckt. Andererseits stellt Tp in (35) auch den
zwischen Lager 4 und betrachteter Schnittstelle gelegenen
Einflussflachenteil flir das Torsionsmoment dar.

Fiir die Annahmen (34) sind die beiden Flédchenteile
in Bild 10 in Relief- und in Bild 11 in isodiametrischer Dar-
stellung gezeichnet. Die numerischen Werte fiir diesen kon-
kreten Fall lauten

(35)
Tpy=

T I g " ¢ >2/3
p7 = — 0385 +£(0,25 +05(") {§,<1/3
i ¢ <2/3

— 1 & J
p7 = 035458 —£ (025 +05¢)

& >3

Als letztes Beispiel soll noch die Greensche Funktion,
d. h. die Einflussfunktion, fiir das Biegemoment des einfel-
digen Stabes hergeleitet werden, Da bei diesem keine iiber-
zéhligen Grossen M) und M,y errechnet werden miissen, er-
geben sich die Biegemomente an der Schnittstelle ¢ bzw.
b =1—a aus Gl. (18) unter Einsetzen von (32) zu

b a
M=Mo+Ts tgdst Tp 7 tgds

Wird die Einflussordinate mit 5 bezeichnet, so ist entspre-
chend

Bild 11.

Raumliche Darstellung der Torsionsmomenten-Einflussflache
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b a
(86)  my =mwo + mra 7 tgS4+nrp 3 tgos

In diesem Ausdruck bedeutet 7;, die Einflussfliche am
Grundsystem des einfachen Balkens, die sich im Aufriss
als das vertraute Dreieck mit der Ordinate ab/l projiziert.

b a
l l—lg , wenn { < -
37)  mmo=
a b
| =t , wenn ¢ < —
l l
Die Faktoren n;4 und 55 sind die Einflussfldchen fiir
die Torsionsmomente in den Lagern 4 und B. Fiur gleiche
Lagerschiefe, §4 = dp = 8§, sind die Ausdriicke bereits in
(35) gegeben. Werden sie in (36) eingesetzt, so ergibt dies
folgende Greensche Funktion fiir das Biegemoment im
Schnitt a, bzw. b = I — ¢ eines einfeldigen, links und rechts
gleich schief gelagerten Stabes:

b
7§ =
s l c : ftgo
’”’_Zla T i+eze Wtitsce
TR
(38) t< a
b o .. A
o2 oy O ey |, "
1 l @
$= =7
Flr die speziellen Werte (34) wird
|1§ (< 2
B 1 V2", (1 I - 3
y=11° el (R VLR oo flasms ] S i
N 9 758 =1 7 5(6 g) r 9
& =3

was in den Bildern 12 und 13 als Einflussfldche veranschau-
licht ist. Zum Vergleich ist im Awufriss von Bild 12 auch die
Einflusslinie 5, Gl. (37), eingetragen.

Die Stabkonstante C

In der gesamten Berechnung spielt der Koeffizient C
(Tab. 2) eine entscheidende Rolle, In ihm sind alle zu er-
wartenden Faktoren bei schiefer Lagerung enthalten.

Im einfachsten Fall von gleicher Lagerschiefe §, kon-
stanter Torsionssteifigkeit GK und Biegesteifigkeit EI ist zu
erwarten, dass die Schnittgrossen nicht nur von Spannweite
und Belastung abhéngig sind, sondern auch noch vom Ver-
hédltnis von Torsions- zu Biegesteifigkeit, GK/FI, und ir-
gendwie vom Winkel 8. Es ist ferner zu vermuten, dass sich
eine Vergrosserung der Torsionssteifigkeit gegeniiber der
Biegesteifigkeit in &hnlicher Richtung auswirken wird wie
die Vergrosserung der Lagerschiefe,

Aus dieser Arbeit resultiert, dass der alle neuen Ein-
flisse umfassende Koeffizient C' folgendermassen aus den
Parametern GK/FEI und § aufgebaut ist:

2
o= SE 0
2
Hs ist zu erwarten, dass der erstgenannte Parameter,
GK/EI, stark von den Abmessungen des Stabquerschnittes
abhédngt. Um eine Vorstellung dariiber zu erhalten, seien
nachstehend zwei typische Félle untersucht.

Fiir einen schlanken, rechteckigen Vollquerschnitt, dar-

gestellt in Bild 1a, ist

(39)

GRUNDRISS

016 0f2 008 004
| |
|
'I

\
=

RISS!

Bild 12. Einflussflache fiir das Biegemoment im Schnitt { = 2/3, {' = 1/

(M =7 PI)
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Das Verhéltnis von Torsions- zu Biegesteifigkeit ist somit
unabhéngig von den Querschnittabmessungen! Wenn daher
die Vouten bei einer Vorberechnung fiir den Einfluss der
Lagerschiefstellung unberiicksichtigt bleiben, so wird eine
genauere Berechnung keine grossen Verdnderungen mehr
bringen. Die Stabkonstanten sind jedoch nicht vollstdndig
unabhéngig von der Materialverteilung, wie aus der ersten
Kolonne der Tabelle 2 ersichtlich ist.

Im Falle eines rechteckigen Hohlquerschwitts, b - h, mit
konstanter Wandstérke ¢ wird K aus der Bredtschen Formel
berechnet (Bild 1b), und das Verhédltnis von Torsions- zu
Biegesteifigkeit ist nun

B 4 b2 h2
@y SE_2ZA¥A TOEm
E1 — E 1 2 -
?bth‘l%—ﬁthfi
2 al
T 14 h 1 k)
t+5)(+53)

Wenn somit die Querschnittshéhe h klein ist gegeniiber der
Breite b, so entsteht derselbe Wert wie beim entsprechenden
Vollquerschnitt!

Verhaltnisse bei Auflagern

Zur Darstellung des durch Lagerschiefstellung verur-
sachten Torsionsmomentes sind in Bild 6 zwei an den Stab-
réndern liegende Lagerkorper pro Stiitze angenommen wor-
den. Dies geschah, um die Vorstellung zu erleichtern. Die
effektive Stabbreite oder der Abstand der Lagerkorper ist
unwesentlich fiir die Berechnung. Als Resultat wird lediglich
der Auflagerdruck, Gl. (20), wund seine Wirkungslinie,
Gl, (21) bzw. (33) festgesetzt.

Dies sei veranschaulicht am gleichméssig verteilt be-
lasteten Einzelfeld. Der resultierende Auflagerdruck ist
F, = Fp = pl/2. Seine rechtwinklig zur Stabaxe gemessene
Lage ist durch den letzten Ausdruck in (26) festgelegt. Die
Resultierende liegt immer auf «der Verldngerungsgeraden
durch die schiefe Lagerkante. In dieser Richtung gemessen
betragt die Exzentrizitat

x| 1 c
cosd — 3sind 14+ 2C

r=
mit € nach (39) eingesetzt
I San e
(42) 7=

cos2 3§ + sin2 §

GK
EI

Bild 13,

Raumliche Darstellung der Biegemomenten-Einflussfléache
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Diese Lage der resultierenden Auflagerkraft ist im
Grundriss des Stabes (Bild 14) eingezeichnet fiir alle Win-
kel 8 und den grosstméglichen Wert von GK/EI = 2. Fiir
GE/EI = 1 entsteht als Spur der Resultierenden bei variabler
Lagerschiefe § je ein Halbkreis mit Durchmesser 1/6. Was
diese Figur auch illustriert, ist die Feststellung, dass die
geringste Lagerschiefstellung die Resultierende stark aus der
Axe verschiebt und demzufolge ungleiche Lagerpressung
verursachen wird.

l : 1
Lage der Wirkungslinie des Auflagerdruckes als Funktion der
Lagerschiefe & beim Einzelfeld unter gleichméassig verteilter Be-
lastung

Bild 14.

Falls bei der baulichen Ausfiihrung nur zwei Lager-
korper vorgesehen sind, so kann aus Kenntnis der Wirkungs-
linie und Resultierenden die Belastung der beiden Lager-
korper mit Gleichgewichtsbedingungen allein berechnet wer-
den. Befinden sich diese in den Abstdnden —+d/2 und —d/2
von der Stabaxe (positive Abstédnde in x-Richtung gemes-
sen), so sind die beiden Lagerkorperauflasten Fj(-+d/2) und
Fi.(—d/2).

a Fy Tyi — T i1

Sind mehr als zwei Lagerkorper vorhanden, oder wird
ein eigentliches Linienlager ausgebildet, so ist die Lastver-
teilung auf die einzelnen Lagerpunkte moch unbestimmt,
nicht aber — und dies sei nochmals betont — Lage und
Grosse der resultierenden Auflagerkraft. Wird als Hypothese
die Annahme der linearen Lastverteilung getroffen, so ist die
Linienpressung pro Lé&ngeneinheit der schiefen Lagerkante

= Fy 12 (T — Thi-1)
% = |~ as

(44) x} cos §j

Beim Betrachten von Bild 3b scheint es, als ob zu den
Voraussetzungen der durchgefiihrten Berechnung auch die
Annahme gehore, dass die Biegelinie in Auflagerndhe durch
ihre Tangenten in den theoretischen Lagerpunkten ersetzt
werden miisse. Da aber nichts liber die Distanz zweier ange-
nommener Lagerkorper ausgesagt zu werden braucht, kann
man sich diese auch beliebig nahe, aber dennoch schief, zu-
sammengeriickt denken, um die Voraussetzungen zu erfiillen.
Mit anderen Worten, die Randbedingung ist eine mathe-
matische, und es genligt, die im Vorwort erwédhnte Voraus-
setzung der Giiltigkeit der Stabstatik zu postulieren.

Zur Beurteilung verschiedener Einzelheiten ist es aber
von Vorteil, wenn man sich des Unterschiedes gegeniiber
praktisch ausgefiihrten Randbedingungen bewusst ist. So
wird zum Beispiel eine Einflussfliche, wie sie in Bild 10
gezeichnet ist, nur die mathematische Randbedingung in den
Endpunkten des Stabes erfiillen, Wiirde je ein Lager in den
Ecken des skizzierten Balkenfeldes angenommen, so wiren
selbstverstandlich die tatsdchlichen Randbedingungen leicht
verletzt, wie dies deutlich aus Bild 10 ersichtlich ist.

Aber auch die Torsions- und Biegemomentenfldchen er-
fahren iiber den Stiitzen leichte Korrekturen, die von der
ausgefiihrten Lagerkorperanordnung abhéngen. Wiirden
zum Beispiel je zwei Lagerkorper pro Stilitze in einem so
grossen gegenseitigen Abstand ausgefiihrt, dass sie unter
die Stabrinder zu liegen kédmen, so entstiinde der in Bild 6
mit kriftigen Linien dargestellte Verlauf der Schnittgrossen.

Die Feststellung, dass sich schiefe Lagerung giinstig auf
die Feldmomente auswirkt, ist jetzt noch dahin zu ergén-
zen, dass sich auch iiber den Stiitzen die Momentenspitzen
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brechen lassen durch Lagerschiefstellung. Dabei konnen al-
lerdings erhohte Schubkréfte zwischen den beiden Lager-
korpern auftreten.

Grosste Schubspannung infolge Lagerschiefe

Schiefstellung der Auflager hat den Nachteil, dass
Schubspannungen aus Torsion verursacht werden, auch wenn
nur zentrische Belastung vorkommen soll. Wie gross konnen
diese, ausschliesslich auf Lagerschiefstellung zuriickzufiih-
renden Schubspannungen werden? In diesem Abschnitt soll
versucht werden, dafiir eine obere Schranke zu erstellen.

Aus Gl. (15a) ist ersichtlich, dass das Torsionsmoment
dann am grossten ist, wenn der Quotient vor der Klammer,
wie auch deren Inhalt, den grdsstmoglichen Wert erreicht.
Der erwdhnte Quotient

tg ¢
TT
TE + tg2 3§
verschwindet fiir eine Lagerschiefe § = 0° als auch § = 90°.

Hr muss zwischen diesen beiden Grenzen einen optimalen
Wert erreichen, dessen Lagerschiefe sich aus der Bedingung

(@)=

EI . y
aQ ——GK—§—tg §—2tg2é
(45) dge) = Fobi 5 =0
(ﬁ“g”)

bestimmen ldsst zu

BEI
8o = |/ gx

T'<1 GEK: | EI (aj + Bi) My + Miq
S5 20V I o 2

Der Klammerausdruck stellt ein durchschnittliches
Biegemoment iiber die Stablédnge 7; dar. Wie immer auch die
Belastungsanordnung und die Stabeinspannung gewéahlt
wird, das durchschnittliche Biegemoment kann das extremale
nie libersteigen, d. h.

1j/GK
TOpt = ? EI Mextr

Diese Ungleichheit ist nun noch in Spannungen auszu-
driicken. Fiir die beiden im vorletzten Abschnitt besproche-
nen Querschnitte lauten sowohl die Schubspannungen infolge
St. Venantscher Torsion 3) als auch die Normalspannungen
infolge Biegung

Somit ist

(46)

Schmaler Rechteckiger
Rechteckquerschnitt Hohlguerschnitt
T 7
T=3%p T = 2bht
M M
g=06 b U= ==
bht (1 + 3 75)

Fiir den schmalen Rechteckquerschnitt ist daher 7,,, =
Topt O2/z und M .i, = 0,4, D12/g. Eingefiihrt in die letzte Un-
gleichung, in der auch GK/EI entsprechend (40) ersetzt
wird, liefert:

1 2
Topt = Ty Gentr

Die entsprechende Ungleichung fiir den rechteckigen Hohl-
querschnitt wird erhalten zu

1 h
_1 V 2 Loag=p
Topt = - m Oexty =
1o os
Fiir kleine Seitenverhidltnisse h/b wird die zweite Wur-
zel in guter N&herung eins; jedenfalls wird die Ungleichung

3) Torsionskonstanten und Schubspannungen bei St. Venantscher
Torsion, von €., F. Kollbrunner und K. Basler, «Mitt. der T. K.»,
Heft 23, Verlag Schweizer Stahlbauverband, Ziirich 1962,
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durch kein Seitenverhiltnis h/b verletzt, wenn der Wurzel-
wert durch eins ersetzt wird. Schliesslich liegt flir alle
Materialien » zwischen null und 0,5, so dass im ungiinstigsten
Falle der erste Wurzelwert = |/2 sein kann. Wéren dicke,
rechteckige Vollquerschnitte zugelassen, so wiirde sich das
Verhiltnis GK/EI leicht verkleinern.

Somit ldsst sich aussagen, dass sowohl fiir den recht-
eckigen Voll- als auch Hohlquerschnitt die durch Lager-
schiefstellung verursachte Schubspannung unter keiner Last-
stellung, bei beliebigen Spannweitenverhéltnissen und freier
Wahl des Baumaterials, den V?/él-fachen Wert der Biege-
spannung iliberschreitet

(47) Topt = 0,354 oeqtr

Zusammenfassung

Bei schiefen Briicken sind zwei Sitze von Vertréglich-
keitsbedingungen notwendig: eine Bedingung fiir jedes Feld,
die verlangt, dass die Gesamtverdrehung des Stabfeldes ver-
schwinden muss, damit es vertridglich mit den horizontalen
Lagerkanten sein kann, und eine Bedingung fiir jede Zwi-
schenstiitze, die bewirkt, dass die Stabaxe kontinuierlich ist.
Diese beiden Bedingungen sind in den Gl. (1) und (8) formu-
liert. Sie entkoppeln sich nur fiir normale Lagerung des
Durchlauftrigers, d. h. wenn tg 8, = tg dpx = O ist.

Als iiberzihlige Grossen werden beim durchlaufenden
Trager liblicherweise die Stiitzmomente eingefiihrt. Bei schie-
fer Lagerung sind aber zwei Stilitzmomente pro Lager k
vorhanden, My ;1 und My, und je ein Torsionsmoment T;
pro Feld. Die Zahl der Unbekannten ist daher gleich der
dreifachen Felderzahl, Wiirden diese Unbekannten beniitzt,
so miissten die erwdhnten beiden Sitze von Elastizitdtsglei-
chungen noch durch je eine Momentengleichgewichtsbedin-
gung pro Stiitze ergénzt werden.

(48) Myi— Mpj-r— (T; — Tio1) tg 8 =0

Trotzdem ist es gelungen, ein Berechnungsverfahren
herzuleiten, bei dem die Zahl der iiberzihligen Grossen auf
diejenige des Normalfalles beschrénkt ist, ohne dabei eine
grossere Verkettung der Elastizitdts-Gleichungen zu erhalten
als bei den Clapeyronschen Dreimomentengleichungen. Die
zwei wesentlichsten Punkte, Wahl des Grundsystems und
der diberzdhligen Grossen, seien nochmals kurz beleuchtet.

Zur Herleitung des Berechnungsverfahrens wurde eine
Serie einfeldiger, aber bereits mit der schiefen Lagerung ver-
traglicher Balken als statisch unbestimmtes Grundsystem
benutzt, Durch Auflosen der simultanen Gleichungen (6) ist
ein fiir alle Mal ein zweigliederiges Gleichungssystem geldst
worden, das fiir jedes Feld des Trigers Gliltigkeit hat und
daher die Zahl der iiberzdhligen Grossen um gleichviel zu
reduzieren vermag, wie Stabfelder vorhanden sind. Als ver-
bleibende iiberzihlige Grossen wurden auch nicht die effek-
tiv vorkommenden Stiitzmomente gewé&dhlt — man miisste
sich dabei fiir die linken oder die rechten entscheiden —
sondern ideelle Uebertragungsmomente M. Diese sind zwar
keine am Bauwerk feststellbaren Grossen mehr, vermogen
aber die Berechnung noch weiter zu vereinfachen und formal
derjenigen des normalgelagerten Durchlauftrégers anzu-
gleichen.

Diese Ueberlegungen braucht der Konstrukteur nicht
fiir jeden schief gelagerten Tréger neu herzuleiten, denn das
verbleibende Gleichungssystem wie auch die zu ermittelnden
Schnittmomente sind in vertrauten Verschiebungsgrossen
ausgedriickt, die sich am normal gelagerten, einfachen Balken
bestimmen lassen. Die Anleitung fiir eine solche Berechnung
lautet einfach:

Alternierend sind Auflager und Feld durchzunumerieren,
so dass den Lagern die ungeraden Zahlen k und den Feldern
die geraden Zahlen i zugeordnet sind. Fiir jedes Feld sind —
wie beim normal gelagerten Durchlauftriger — die Be-
lastungsglieder zu ermitteln, Ferner sind fiir jedes Feld die
Stabkonstanten € und D entsprechend Tabelle 2 bereitzu-
stellen., Anschliessend konnen die Dreimomentengleichungen
angeschrieben werden, wobei je nach Kompliziertheit des
Falles die Formen (12), (11), (10) oder (9) angewendet
werden diirfen. Nach deren Auflsung muss als erste Schnitt-
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grosse das Torsionsmoment in jedem Feld angeschrieben
werden. Dies geschieht mit den Formeln (15b), bzw. (14)
oder (13) je nach der Schwierigkeit des Falles. Unter Mit-
beniitzung dieser ersten Schnittmomente lassen sich die
Stiitzmomente berechnen aus den Gleichungen (17) und
damit, wie iiblich, die Biegemomente an jeder anderen Stab-
stelle, (18), die Querkréfte, (19), und die resultierenden
Auflagerdriicke, (20). Zu den letzteren gesellt sich noch je
eine Angabe iiber die Lage ihrer Wirkungslinien (21).

Im Falle einer exzentrischen Belastung wird diese zer-
legt in eine zentrische und in ein angreifendes Drehmoment.
Mit dem ersten Belastungsanteil wird wie oben verfahren,
aber auch mit dem zweiten kénnen dieselben Dreimomenten-
gleichungen verwendet werden, falls die Belastungsglieder
nach Gl. (28) eingesetzt werden.

Adresse des Verfassers: Dr. sc. techn. Konrad Basler, Sud-

strasse 1090, Egg bei Ziirich

Neue Wege zur Behandlung schiefer
Tiirme DK 624.159.2

Von Prof. Dr. R. Haefeli, Zirich

Die Schiefstellung von Tiirmen ist ein schleichender,
sich oft iiber Jahrhunderte erstreckender Vorgang, wobel
die Exzentritdt der Resultierenden immer grosser wird. Bo-
denmechanisch betrachtet handelt es sich dabel um eine ste-
tig fortschreitende Verformung des Untergrundes unter der
Wirkung #Husserer Krifte (Auflagerkréifte des Turmes),
d. h. um einen Kriechprozess, welcher die Nachsetzung mit
umfasst. Es liegt daher nahe, die gleiche Eigenschaft des
Bodens, ndmlich seine Kriechfdhigkeit, zu verwenden, um
die Schiefstellung des zu behandelnden Objektes zu korri-
gieren bzw. zu beeinflussen,

Um einen schieten Turm wieder aufzurichten oder in
einer bestimmten Lage zu stabilisieren, kénnen kiinstlich re-
gulierbare Kriechprozesse eingeleitet werden, die der Schief-
stellung in der gewiinschten Weise entgegen wirken. Nach
diesem Verfahren wurde in den Jahren 1955—1956 ein
30 m hoher, im kriechenden Bergschutt fundierter Pfeiler
des Castieler Viadukts!) der Rhatischen Bahn durch einen
regulierbaren Seilzug mit Erfolg behandelt. Dabei zeigte es
sich, dass bei einer geeigneten Disposition die &dusserlich
aufgebrachten Zusatzkréifte so reguliert werden konnen,
dass nach gegebener Zeit eine vorgeschriebene Neigung des
schiefen Objektes erzielt wird. In #hnlicher Weise wurde
schon in den 20er Jahren der #Husserste Pfeiler des links-
seitigen Anschlussviaduktes der Hisenbahnbriicke bei Eglis-
au?), der sich durch den einseitigen Gewdlbeschub gegen
den Fluss geneigt hatte, dadurch korrigiert, dass man auf
den Pfeilerkopf einen konstanten, vom eisernen Ueberbau
aufgenommenen Horizontaldruck — als Ersatz flir den feh-
lenden Gewdlbeschub — wirken liess.

In gewissen Féllen, insbesondere bei berlihmten Baudenk-
méilern, wie z. B. beim schiefen Turm von Pisa, besteht die
Aufgabe bekanntlich darin, den Turm — wenn tiberhaupt —
nur soweit aufzurichten, als dies vom Standpunktder Sicher-
heit aus notwendig ist. Er muss also in einer gerade noch
stabilen Lage erhalten bzw. fixiert werden, d. h. mit einer
«zuldssigen Schiefstellungs, die seinem Weltruf als der
«schiefe Turm» angemessen ist.

In diesem wie in allen andern dhnlich gelagerten Féllen
wird die Aufgabe dadurch wesentlich erschwert, dass die
korrigierenden Krifte, die den stabilisierenden Kriechpro-
zess bewirken, #dusserlich nicht in Erscheinung treten sol-
len. Die letzte Bedingung kann dadurch erfiillt werden, dass
man die Korrekturkrifte unter der Bodenoberfliche auf das
betreffende Objekt bzw. dessen Fundamente angreifen lasst,
was allerdings in der Regel mit einer gewissen Verteuerung
der Sanierung verbunden ist, Trotzdem diirfte die genannte
Methode, die nicht zuletzt auf den Fortschritten der Boden-
mechanik und inshesondere auf den neuen Erkenntnissen

1) Vergleiche auch SBZ Bd. 124, S. 255 ff. (1944)
2) Siehe SBZ Bd, 79, S. 133 ff. (1922): #hnlich Sitter-Briicke der
BT, SBZ Bd. 83, S. 287 ff. (1924).
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