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Spannungen in Zylinderschalen endlicher Lange

Von E. Eberle, dipl. Ing., Winterthur

Analogie mit dem Trager auf elastischer Bettung

Infolge der gesteigerten Anforderungen an die Werk-
stoffe wird die Kenntnis der Spannungen in den Bauteilen
immer bedeutungsvoller. Das hier behandelte Problem der
Spannungen in Zylinderschalen stellt sich h#ufig und in
mannigfacher Weise auf den verschiedensten Gebieten der
Technik. Insbesondere erlaubt die Analogie mit dem Tréger
auf elastischer Bettung eine Anwendung im Bauwesen. Es
wurde besonderer Wert auf die Untersuchung verhéltnis-
missig kurzer Zylinder bzw. Tréger gelegt, bei denen sich
die Randeinfliisse iliber die ganze Linge der Schale bemerk-
bar machen. Wie gezeigt wird, ist damit keine Beschrén-
kung auf einen engen Anwendungsbereich verbunden, da
sich die Ergebnisse, dank einer typischen Eigenschaft von
Schalen, leicht auf beliebig lange Zylinder iibertragen lassen.
Ein Beispiel am Schluss zeigt die Anwendung der Kurven.

1. Einleitung

Das Problem der Spannungen und Deformationen von
zylindrischen Schalen unter radial wirkenden Belastungen
ist mathematisch gleichbedeutend mit dem Problem des
Balkens auf elastischer Bettung. Gerade dieses wurde sehr
friih durch die Erfordernisse des Bauwesens aufgeworfen
(Eisenbahnoberbau, Fundamentierungen usw.). Deshalb sind
auch die meisten Arbeiten auf diesem Gebiet zu finden [1],
[21, [31, [4], [5]1). Grundsétzlich konnen alle kompli-
zierten Belastungs- und Lagerungsfélle aus drei Grundféllen
durch Superposition gebildet werden. Um den Umfang auf
das Wesentliche zu beschrinken, soll hier nur auf diese drei
Grundfille eingegangen werden. Eine vollstdndige Behand-
lung aller Fille findet sich in [9]. Die graphische Darstel-
lung des Spannungsverlaufes soll es erlauben, sich schnell
ein Bild iiber den Einfluss von Einspannung, Zylinderldnge
usw. machen zu konnen (siehe auch das Beispiel am
Schluss).

2. Theorie

21. Zylinder (Bild 1)

Ein Zylinder von konstanter Wandstérke h, dessen mitt-
lerer Radius a betrage, ist durch eine Flichenlast p iiber die
ganze Linge ! belastet. Die Belastung p kann vom Innen-
druck oder von der Fliehkraft infolge Rotation des Zylinders
herrithren. Das Verhiltnis der Wanddicke h zum Radius a
sei klein:; dadurch wird der Einfluss der Schubspannungen
auf die Deformationen vernachldssighar. Ferner sei ange-
nommen, dass sidmtliche Belastungen kreissymmetrisch
wirken und dass in axialer Richtung keine Krifte auftreten.
Von besonderem Interesse sind die Léngs-Biegespannungen
und die Tangentialspannungen, wihrend die Quer-Biege-
spannungen, die Schubspannungen und besonders die Radidl-
spannungen in ihrer Bedeutung zuriicktreten.

Die Differentialgleichung des Problems sei als bekannt
vorausgesetzt; man findet deren Ableitungen in [7] und [8].
Mit den am Schluss des Aufsatzes zusammengestellten Be-
zeichnungen lautet sie:

P

diy Aegids
da? A g

(1)

wobei die Abklingungszahl \ kennzeichnend ist fiir die
Schnelligkeit, mit der die Wirkung einer Storung abklingt.

1) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Lite-
raturverzeichnis am Schluss des Aufsatzes,
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Dabei ist

1.4y a\2

(28) A= Vs (1 52 (h‘)
Den Ausdruck I#
Schale bzw. Platte.
3
121 —»2)

nennt man die Biegesteifigkeit einer

(2b) It —

Die Losung der Differentialgleichung kann nach Einfiithrung
der Beziehungen

(83a) m=Al
(3b) 7 =yl/a
(8e) & =a/l

in folgender Form dimensionslos geschrieben werden:

a
7=1np + m= -g— = 4+ A coshn¢cosné 4

+ Bcoshné¢sinné + Csinhngcosné + D sinhné¢sinn ¢

(4a)

Die partikulire Losung 7p stellt die Dehnung des Zylinders
durch die Belastung p dar, wihrend die Ldsung der homo-
genen Differential-Gleichung 7, mit den Integrationskon-
stanten A4, B, C, D die Randeinfliisse wiedergibt.

p a
5 e
(Pa) e rg
(6b) 7 = A coshn¢cosné + Bcoshnésinng +

+ Csinhn ¢cosné + Dsinhnésinné
Mit den Koeffizienten
(6) a = coshn¢cosné
B = coshn¢sinné
Yy = sinhn ¢cosné
§ — sinhnésinné

lassen sich die Formeln stark vereinfachen. So ldsst sich die
allgemeine Losung in folgender Form darstellen:

(4b) 7l:"7p+ACY+Bﬂ+C"/+DS

‘_ - — l.__\-._

SULZER
91940

Bild 1. Schematische Darstellung des Problems
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Zur Bestimmung der Integrationskonstanten aus den Rand-
bedingungen ist es notwendig, die Beziehungen zu kennen,
durch welche die Randmomente und Randkridfte mit den
Auslenkungen und deren Ableitungen zusammenhéngen.

e g Oy
T os-Bieg nent = EIFT o ks
(7) Léangs-Biegemoment M = E du? 2 g
E d27]
= a2z
am a . di d3y
r e B g e S R el
(8)  Querkraft @ = 7 s Q" e

Der Aufbau der Formeln 1ldsst die Aehnlichkeit mit der all-
gemein bekannten Biegetheorie des Balkens leicht erkennen.
Es ist nur das Trégheitsmoment I durch die Biegesteifig-
keit I* zu ersetzen. Der Unterschied ist eine Folge der
unterdriickten Querdehnung in Umfangsrichtung bei der
Schale. Dies fiihrt zum Aufbau einer Querbiegespannung
(9)
in Umfangsrichtung und schliesslich zu einer Versteifung,
die im Verh&ltnis

IS 1

I 71— 92

ay — v oy

(10)

zum Ausdruck kommt.

Abschliessend zu diesem Kapitel seien noch die Formeln
angegeben, die die Abhédngigkeit der Spannungen von den
Deformationen und deren Ableitungen wiedergeben:

(11a) Tangentialspannung o; = E1g

1 Li Bi NG DB E a2y
(11b) Léngs-Biegespannung o; = SR o
el )
— Op TQ
(9) Querbiegespannung o, = v o}
o e O B ey e
(11c) Schubspannung 7 = = = ey oy T 5

22. Trager auf elastischer Bettung (Bild 2)

Unter Annahme einer ideal elastischen Bettung gilt die
Beziehung p = C y mit C als Bettungsziffer. Eine einfache
Ableitung auf die hier verzichtet werden kann, fiihrt zur
Differentialgleichung

diy 1

p
dwr T OET

(1) Y= BT

Die #ussere Belastung p kann natiirlich beliebig geartet
sein, doch soll sie hier als konstant vorausgesetzt werden,
was selbstverstdndlich an den prinzipiellen Erwidgungen
nichts &ndert. Die Analogie zur Differentialgleichung des
Zylinders ist sofort erkennbar. Aus den im Abschnitt 21 er-
wihnten Griinden tritt an die Stelle der Biegesteifigkeit I*

der Schale das Tragheitsmoment I des Balkens
h3

@h). (4% 12 (1 — »2)

3
=

immer fiir eine Breite von 1 cm gerechnet!

(2b)

Aus dieser Analogie kann wechselseitig Nutzen gezogen
werden, indem Formeln, Kurven usw., die filir das eine Pro-
blem aufgestellt worden sind, sich mit entsprechenden Ab-

TR S -
T o
! IIrs5 6 —1
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dnderungen auch fiir das andere verwenden lassen. Die Bet-
tungsziffer C' gibt die elastischen Eigenschaften des Grun-
des wieder, und der Bettungsdruck p iibt auf den Balken
denselben Einfluss aus, wie die Tangentialspannungen auf
einen Lingsstreifen des Zylinders. Diese Ueberlegung fiihrt
zur Einflihrung eines ideellen, &dquivalenten Zylinders mit
der Wandstdrke h und dem Radius a. Dieser Ersatzzylinder
hat die selben elastischen Eigenschaften wie ein Balken
von der Hohe h, der auf einem Grund mit der Bettungs-
ziffer C aufliegt.

Um dem fehlenden Einfluss der Querdehnung beim
Tréager auf elastischer Bettung gerecht zu werden, ist beim
Ersatzzylinder die Querdehnungszahl » = 0 anzunehmen.
Unter diesen Annahmen wird der Radius des &dquivalenten
Ersatzzylinders

a=|CEL

und mit der Abklingungszahl
X = Y@CED T

ergibt sich

diy
dax?

p

1) + 4Ny = o

Damit ist vollkommene Analogie hergestellt, und der Triger
auf elastischer Bettung kann ersetzt werden durch -einen
gleichwertigen Zylinder unter Beachtung von » = 0. Damit
im Einklang steht auch, dass beim elastisch gestiitzten
Balken keine Quer-Biegespannungen auftreten.

3. Ergebnisse

Da die Differentialgleichung linear ist, kann vom Super-
positionsprinzip Gebrauch gemacht werden. Ferner erweist
es sich als nlitzlich, die Deformationen und deren Ableitun-
gen dimensionslos darzustellen. Folgende spezielle Bela-
stungsfille werden als Grundfélle beniitzt:

I. Der linke Rand erfidhrt eine radiale Dehnung vom
Betrage 7o* = 1, wihrend am rechten Rand »; = 0 erzwun-
gen wird (p = 0).

Randbedingungen:
linker Rand  7¢* = 1; ¢o = 0
rechter Rand 7y = 0; ¢ =0

II. Der linke Rand erfdhrt eine Neigung gegeniliber der
Axrichtung vom Betrage ¢o* = 79, wdhrend am rechten
Rand 7y = 0 erzwungen wird (p = 0).

Randbedingungen:
5 i dy a dy
linker Rand ¢o* = (W>x o = 7 fdfg' = ng; 1o =0
rechter Rand 73 = 0; ¢; =0

III. Der Zylinder wird auf seiner ganzen L&nge durch
eine Fldchenlast p* = K - h/a belastet, wihrend an beiden
Réndern » = 0 erzwungen wird.

Randbedingungen:
linker Rand 59 = 0; @0 = 0
rechter Rand 7y = 0; ¢y =

In Tabelle 1 sind die Integrationskonstanten A% B*,
C*, D* fiir diese Grundfille zusammengestellt. Mit deren
Hilfe werden folgende Spannungskoeffizienten gebildet:

Integrationskonstanten

Bt c* D*
coshn sinhn 4 cosn sinn e o sinh2n 4 sin2n
sinh2n — sin2n sinh2n — sin2n
7 sinh2n Sl cosh'n,sirrrlrl) Wi c9§1{7§i{1 n
sinh2n — sin2n sinh2n — sin2n
coshn — cosn B sinhn — sinn

sinhn 4 sinn sinhn -} sinn
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Bild 3. Diagramme der Spannungskoeffizenten, oben S, unten S fiir die drei Grundfille in Funktion der Verhiltniszahl ¢ = x/l
(12a) fiir Tangentialspannungen Tabelle 2
sl b e a s R e Grundfall
(12b) fiir Biegespannungen Spannung I II III
Sy, = — A4*§ 4+ B*y — C*f 4 D*a o i
mit »,* = 0 fiir Grundfall I und II und »,* = 1 fir Grund- (13a) Tangentialspannung oy — 10 &S, ’}KE'S’ p hﬁst
fall III. Diese Koeffizienten sind in den Diagrammen 1 bis
6 (Bild 3) in Funktion von 5 und ¢ dargestellt. In Tabelle 2 (13p) Biegespannung o, = xknoBE S, 0 ms, kD i S,
sind die Formeln fiir die Spannungen zusammengestellt, L0 h
wobei
- 7773777
i 1—»2
Unter Beachtung der Beziechungen Tabelle 3
dy a dy as, e T R Hhe
e == — — K, x
(leadey dx 1 lde Y odg und Koeffizient Cru?ldfall ot
am 1 dMm das,,
141 = — =K
konnen auch auf graphischem Wege Neigung und Quer-
kraft gefunden werden. Die Ausdriicke fiir die Koeffizienten y e Sl o nw PO Al
K, und K sind in Tabelle 3 angegeben. (1ob) Fo = £n2@ o antQ no 2N
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Im Maschinenbau tritt h&ufig das Problem auf, die
Spannungen in rotierenden Trommeln zu bestimmen. In
diesem Falle ist an die Stelle von p-a/h die Spannung des
frei rotierenden Ringes s, = pu? zu setzen.

4. Zusammenfassung

Bei der Betrachtung der Diagramme fillt auf, dass eine
Storung in einer dimensionslosen Entfernung von n¢ =3
vom Storort (absolute Entfernung x = 3/\) praktisch abge-
klungen ist. Damit erh&lt die Bezeichnung von A als Ab-
klingungszahl ihren Sinn. Es hat also keinen Sinn, die Dia-
gramme fiir grossere Werte als n = 6 zu bestimmen. (Jeder
Rand wirkt ja praktisch nur bis zu einer Entfernung von
né = 3). Damit ist auch die eingangs erwédhnte Behauptung
bewiesen, dass mit den vorhandenen Kurven beliebig lange
Zylinder und Tréger berechnet werden konnen.

5. Beispiel
Um den Gebrauch der Kurven zu zeigen, sei folgendes

Beispiel durchgerechnet: Ein einseitig vollkommen starr ge-
lagerter Zylinder aus Stahl sei am anderen Ende frei und
rotiere mit 3000 U/min. Fiir Stahl sind die Stoffwerte:

vy = 0,3

p = 8:10-¢ kg s2/cm4

E =21-106 kg/cm?2
Die Abmessungen des Zylinders sind

hi=

Hieraus ergeben sich

e
— -—7—1/3(1*1/2) (ﬁ> — 51
a R

4 cm a =41 cm 7 =25 em

n =2al = 2,5

Ng =N a =41

uw = 128,6 m/s = 1,286+ 104 cm/s
o, = pu = 1320 kg/cm2

In Bild 4 ist dargestellt, wie der gesuchte Fall X durch
Superposition der Félle I, IT und IIT gebildet wird.
Den Formeln (7) und (8) entnimmt man

L R AN CEy
M = M* e mit. M* — = EI* und 7 R 2n28,
e d Sy ; i G ddy s,
Q = @7 Y mit Q@* = "Z:E'EI und = 2n2 ar

Es ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen fiir die
Unbekannten 7y und g¢q:

Mro = Mino + Mro + Mo =
AT :
— 2n2 M* (Ej’L Spur + noSvr +

Q.0 = Quiro + Q10 + Qiro =

0 o
2 »Snn) =0
No

. [ ou dSpm dSyr po dSp11
— 2n2Q* (7 S e e e By —
s \ B d¢ + 70 dé ny d¢ ) 0
und die Unbekannten selbst zu:
oy Di Po oy Dy 3
= —_— (6 it P (i et
Ll mw e S R
Spyr S —8Spm1 S
D = | dSy; dSyir |5 D1 = dSprir dSpir |
S e R o e dg
Syt — Sy
Dy = | dSy; dSprr
T e o el P

Den Diagrammen 1, 3 und 5 von Bild 3 kénnen nun die
entsprechenden Spannungskoeffizienten S, und die Werte
von d Sy/d ¢ entnommen werden, wobei bei der Neigung
d Sy/d ¢ auf den Massstab der Darstellung geachtet werden
muss. Leider bedingt die Verkleinerung der Diagramme,
dass die gesuchten Werte nur ungenau abgelesen werden
konnen, weshalb neben den Werten aus den Diagrammen
in Klammern die genau berechneten Zahlen stehen.
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aus Diagramm 1 Sp1 =—1,0 (—1,020)
(lSz,I 1
T —_— = 5
ds + g = 50 (45,050
aus Diagramm 3 Sy = —1,02 (—1,037)
dSpir 1,02
foa — —ehe 255 2,549
a 04 + 2,85 (+ 2, )
aus Diagramm 5 Spmr= + 0,8 (+ 0,820)
dSpr 0 8 =
= g = — 588 (—5214)

Setzt man diese Werte (auf 2 Stellen genau) in die ent-
sprechenden Formeln ein, so erhilt man

D=4 2,64; D;y—= + 3,31; D= —1,18
und die Unbekannten 7, und g¢o/ng werden
oy D oy Po oy Dir Oy
= —_— — 1,254 e — = — 0,447 —
Ll o B ng . BoD Oetln

Unter Benlitzung der Formeln (13a) und (13b) koénnen
die Spannungskoeffizienten filir den Fall X durch Super-
position gebildet werden, nachdem die Werte fiir n, und
@o/no bekannt sind. Man erhilt

Otr = 0y1 + o1 + o =

P0
= 0B Sy + TESHI + ou St = oy o
0
Opzr = Op1 + Op11 + b1 =

Po
= kno B Spr + & ﬁ*ESbII + oy Sprr = koy Spa
0

Damit ergeben sich fiir Tangentialspannungen
ot = 1,254 81 — 0,447 Syrx + Six

und fiir die Biegespannungen

opr = 1,254 Sy1 — 0,447 Sp1ir + Syur

Durch Einsetzen der Werte Sy, Siyr und S aus den
Diagrammen 2, 4 und 6, sowie der Werte Spr, Sprr und
Sprr aus den Diagrammen 1, 3 und 5 (Bild 3) ergeben sich
die Werte der Spannungskoeffizienten S;, und S;,, welche
in Bild 5 dargestellt sind. Die zugehorigen Spannungen zeigt
Bild 6. Die Bilder 5 und 6 veranschaulichen die interessante
Tatsache, dass ein einseitig gestiitzter Zylinder ungiinstiger
beansprucht sein kann, als der frei rotierende Ring. In un-
serem Fall mit n = 2,5 betrdgt die Erhchung der Tangen-
tialspannung am freien Ende des Zylinders rd. 25 %!

6. Bezeichnungen

A, B, C, D Integrationskonstanten (allg.) —
A* B* (C* D* Integrationskonstanten (speziell) —
a, 3, v, § Koeffizienten —
a mittlerer Radius cm
a mittlerer Radius (Ersatzzylinder) ecm
n Wandstidrke (Balkendicke) cm
1 Lénge des Zylinders (Balkenldnge) cm
C Bettungsziffer kg/cm3
E Elastizitdtsmodul kg/cm?2
I Tragheitsmoment cm
I* Biegesteifigkeit cm+
r Koeffizient —_—
\ Abklingungszahl 1/cm
n dimensionslose Kennzahl n = A —
ny dimensionsloser Wert Ny = N\a  —

y Querkontraktionszahl -
M Biegemoment (pro cm Umfang) em kg/cm
M* Biegemoment (speziell)
(pro cm Umfang) em kg/em

Flichenpressung kg/em?2

P
» Bettungsdruck kg/cm?
¢ Neigung -

@ Querkraft (pro cm Umfang) kg/cm

@* Querkraft (speziell)

(pro cm Umfang) kg/cm

Sy, Spannungskoeffizient —
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Fall

1l

omo o
kg/cm? /
M >M 2000
~CIEIIIR ™ |
g ; -
Mio 3 lQ” o Sy v7[ Gt Gb/
m ( | s / 1320 -———6U—————-——{——
] >MI, E / . /
l ks o 51000
= Spl i 5 \ /
o / £é
i o % 7 2 >
i(e} =Y S
(P\EL/ I > = = A\ 2 c
e e 2 : X g5 N
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0 £| 05 1 i
— / DTy
-01 \‘ -400
Bild 5. Spannungskoeffizienten Bild 6. Spannungen zum Berechnungsbeispiel

zum Berechnungsbeispiel

Bild 4. Symbolische Darstellung der Bildung des gesuchten Falles X durch Superposition der Fille ITI, T und II mit den Unbekannten
no und ¢y, welche aus den Randbedingungen M., =0 und Q0 =0 bestimmt werden kdénnen

S; Spannungskoeffizient -

o; Tangentialspannung kg/em?2
o, Biegespannung (lidngs) kg/em?2
o, Biegespannung (quer) kg/cm?
o, Tangentialspannung des frei rotie-
renden Zylinders kg/em?2

p spezifische Masse kg-s2/cmt
7 Schubspannung kg/em?2
u Umfangsgeschwindigkeit cmy/s
x laufende Abszisse cm

¢ = x/1 laufende Abszisse (dimensionslos) —
y Deformation cm

n = y/a Deformation (dimensionslos) —
K, Koeffizient o
K, Koeffizient kg/em

Adresse des Verfassers: E. Eberle, dipl. Ing., Biielrainstr. 25,
Winterthur.
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Projektierung der Ueberbauung am Helvetiaplatz in Ziirich DK 7115

Der Stadtrat von Ziirich hat zwo6lf Architekten einge-
laden, auf dem Areal des Helvetiaplatzes (begrenzt durch
Molken-, Lang-, Kanzlei und Ankerstrasse) eine Ueberbau-
ung mit Biirohdusern, Kirchgemeindehaus, Schulhaus, Liden
und unterirdischer Garage zu studieren. Jeder Teilnehmer
erhielt eine feste Entschiddigung von 4000 Franken. Die Be-
urteilung der Projekte erfolgte durch ein aus neun Mitglie-
dern bestehendes Expertenkollegium, worin neben den Ver-
tretern des Bauamtes II, des Schulamtes und der Kirchen-
pflege Aussersihl drei unabhéngige Fachleute mitwirkten.
Hier ist nicht der Ort, das gewdihlte Verfahren zur Abkli-
rung dieser wichtigen Bauaufgabe und die Durchfiihrung die-
ser Veranstaltung unter die Lupe zu nehmen; wir wollen uns
auch nicht mit der Verwirklichung des zur Ausflihrung
empfohlenen Projektes befassen. Diese Fragen sind andern-
orts zu behandeln, weil sie den Rahmen unserer Zeitschrift
sprengen. Hier wollen wir uns nur mit der Aufgabe selbst
auseinandersetzen, denn diese ist, wie ein Blick ins Pro-
gramm und schon die fliichtige Betrachtung der hier abge-
bildeten Projekte beweisen, von ausserordentlichem Reiz
aber auch ganz besonders schwer.

Der Helvetiaplatz in Ziirich liegt angrenzend an die
Langstrasse, die sich im Laufe der Jahre zur Haupt-
geschiftsstrasse der Stadtkreise 4 und 5 entwickelt hat.
Diese Strasse ist aber auch vom Verkehr sehr stark belegt.
Die das Areal schrdg durchschneidende Stauffacherstrasse
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wird ebenfalls verkehrlich stark beansprucht, der Kreu-
zungspunkt beider Strassen zdhlt zu den wichtigen Neben-
zentren der Stadt. Der Platz ist auch insofern stddtebaulich
interessant, als ihm im Zusammenhang mit dem Volkshaus
eine gewisse politische Bedeutung zukommt. Seine Ge-
staltung oder, besser gesagt, sein raumkiinstlerisch anspre-
chender Ausbau ist nicht nur ein architektonisches Anliegen
einzelner weniger, sondern auch ein Gebot der Solidaritdt
mit der Arbeiterklasse Ziirichs, fiir die allein schon der
Name Erinnerungen an die Kampfzeit wachruft; das Denk-
mal der Arbeit ist als Wahrzeichen dafiir dort vorgesehen.
Seit vielen Jahren hort man davon, dass der Platz einen
wiirdigen Rahmen erhalten soll. Jetzt ist er noch trostlos
anzusehen; Randbebauungen der Griinderjahre, die Haupt-
fassade des architektonisch nicht gerade ansprechenden
Volkshauses, Nebenfassaden des Bezirksgebdudes und ein
altes Schulhaus mit Turnhalle sind das Gebilde, das mit der
leeren Fliche in der Mitte den stolzen Namen tragt.

Die Tatsache, dass die Kirchgemeinde Aussersihl am
Helvetiaplatz ein Kirchgemeindehaus erstellen will (die Ar-
chitekten dafiir sind bereits auserkoren), mag den Aus-
schlag gegeben haben, das Problem anzupacken. Laut Pro-
gramm standen den Projektverfassern zwei getrennte Bau-
plitze, einer von rund 1000 m2 zwischen Helvetiaplatz und
Molkenstrasse, der andere von rd. 6850 m?2 zwischen Stauff-
acher-, Lang-, Kanzlei- und Ankerstrasse zur Verfligung,
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