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Lineare Torsionsschwingungen mit starker Dimpfung

DK 621-752

Professor Dr. Gustav Eichelberg zu seinem 65. Geburtstag am 21. November gewidmet

von Ing. Dr. Yian-Nian Chen, Gebriider Sulzer, Winterthur

In meiner friiheren Arbeit 1), wurde ein graphisches Ver-
fahren zur Losung linearer Torsionsschwingungen unter Be-
riicksichtigung der Dampfung und der Masse der elastischen
Glieder entwickelt. Die Arbeit beschridnkt sich auf kleine
Diampfungen der elastischen Glieder und auf Erregung an nur
einer am Ende des Systems liegenden Drehmasse. Fiir Er-
regung an mehr als zwei Drehmassen musste mit Charakte-
ristiken operiert werden. In der vorliegenden Arbeit wird ge-
zeigt, dass das Verfahren sich auf starke Dampfung und Er-
regung an beliebig vielen Drehmassen verallgemeinern ldsst.

1. Mehrmassensysteme mit Erregung an einer beliebigen Dreh-
masse

Bild 1 zeigt ein schwingungsfihiges System mit n Lei-
tungsteilen und » + 1 Drehmassen sowie folgenden Bezeich-
nungen:

0;, R; = Massentrégheitsmoment bzw. Reibungsbeiwert der
Drehmasse j;

#;, r;— Massentrédgheitsmoment bzw. Reibungsbeiwert je
Lingeneinheit des Leitungsteils j;

k; = J; G; = Profilwert des Leitungsteils j, wobei J; das
polare Flichentrdgheitsmoment des Querschnittes
des Leitungsteils j und G; dessen Gleitmodul sind;

M; elet = Brregungsdrehmoment auf die Drehmasse j mit der
Kreisfrequenz o;

¢; — Drehwinkel des Leitungsteils j;
t = Zeit
Mjem'
Gy O,
ol (-
A ST R

7
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1

Bild 1: (n + 1)-Massensystem mit Erregung an der ein-
zigen Masse j.

Die Dampfung des Systems wird als proportional der
Winkelgeschwindigkeit angenommen. Fiir einen beliebigen
Leitungsteil j gilt folgende Bewegungsgleichung:

?T"h}()j +L E‘(pj o JjG;' aQ(pj —0
212 §; ot 9 o2

deren Losung lautet

9 = A,—ei wt + wax/c; + a)) L Bje'i(mt—u::):/c, + 83

Hierbei sind 4;, Bj, aj, 3; die Integrationskonstanten und
¢; die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elastischen Tor-
sionswellen. Nach Einsetzen von g; in die partielle Differen-
tialgleichung folgt 2)

Y 1T
= o T
Cii= iy
1+ 7 + w D
w2

1)y Torsionsschwingungen unter Beriicksichtigung der Masse und
der Déampfung der elastischen Glieder, «Zeitschrift fiir angewandte
Mathematik und Physik» Bd. 5, S. 293-316, 1954

2) 8. 295 in der unter 1) genannten Arbeit

Diese Formel vereinfacht sich unter Einflihrung der Aus-
driicke

7 Ji Gy
tgy; = —— und ¢* = /’_J_
w D
zZu
- s b
¢j = ¢;*)cos y; (cos% + isin —”2'—’)
Der reziproke Wert von ¢; wird dann
1 1 1 vj Y
=T = -F T cos’T — zsm—‘2~)
j i Jeos y;
1 (a ibj)
= R
3 ] i f
Cj
mit den beiden Grossen a; und b;:
i in i
. cos - B sin -
aj = T———— ) bj = ——
Jcos y; Vcos ¢;

Die Losung fiir ¢; wird

(1) o (2, t) = Aje1t,a:ei(wt+vj:r+<y;) +
+ Bje—u,scei(ct—v,-x+/3,) —
— (Ajez,m + B]_e—z,w)eiwt ==
— q‘;je’iwt

mit dem Ausdruck Impedanz z;:

bjw aje

; i . @
2 = uj + iv; = + i ——

1 1 7 3

Cj'r Cj

und

- iR
Aj = 4;et Bj = Bje'’

-~
i — 2; X
9; = Aje¥® + Bje— &

Die komplexen Grossen A; und B; sind die Intensitét der
nach links bzw. rechts wandernden Teilwelle und (;]- die Ampli-
tude der sich aus A; und B; bildenden stehenden Welle. Somit
ist die Gleichung (1) ohne jede Konzession an die Dampfung
abgeleitet und gilt ganz allgemein.

Fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist nur der reelle
Teil von ¢, ndmlich c* Vcos Y+ COS /2 massgebend. Die Dif-
ferenz zwischen ¢ und c* nimmt mit wachsender Dampfung
ZU.

Wirkt ein Erregungsmoment M;e'“! auf eine beliebige
Drehmasse j, so gilt flir den Drehwinkel ¢ dieser Masse:

929 do 0 @j ook

0 —— + Rj— + kj 4 — K = ==
ie TR T ’(Bx)¢,:_- ‘(am)ﬂ—

— iwt

_Mje“*

Einsetzen der Ausdriicke ¢; und ¢, von der Gleichung (1)
in die obige Differentialgleichung, unter Beriicksichtigung der
Kontinuitdtsbedingung ¢ = ¢; = ¢ bei @ = [;, ergibt
2)  [(Z; + kaj)A,'ez‘l’ + (Z; — kj2)) Bje_:’l'l =

— K2k (A e.’:;.—l, — Bre zkl‘) - Mj

und
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Ajesil Bje— %l = ApePtl + Bre— b
Hierin ist
Zi = —0?20; + ioR;j = —p; + ig;

die Impedanz der Drehmasse j.

Die Berechnung wird getrennt von jeder der beiden End-
massen 0 und n aus vorgenommen. Fiir die Drehmasse 0 gilt
die Randbedingung

Zo (A1 + B1) — k121 (A1 —B1) =0

Wird der Vektor (Ai + Bi) zundchst beliebig angenom-
men, so konnen die beiden Vektoren A; und B; aus dieser Glei-
chung graphisch bestimmt werden 3). Sie sind die Teilwellen
in der Leitung 1 unmittelbar rechts von der Drehmasse 0.
A1 kommt von und B; wandert zu der Drehmasse 1. An dieser

betragen sie A;e”t und B,e— “4. TUeber die Masse 1
kommt A; vom Leitungsteil 2 und iiber sie wandert B; in
den Leitungsteil 2, und zwar mit den Gréssen As ezt und

Boe— *2h. Diese lassen sich aus der Randbedingung der
Masse 1:

1 .
k—WzQ[(zl + kiz1) Are®th  (Zy — kyzy) Bre— Al
2 |~2(%

= Ase®2h _ Bye— 22k

bestimmen 4). Hierbei ist 25 = us — ivs die konjugierte Im-
pedanz von zo. Die beiden Wellen kénnen auf diese Weise
iber die Drehmassen 2, 3, 4, ..., (j — 1) bis in die Leitung j
verfolgt werden. Unmittelbar links von der Drehmasse j be-

tragen sie A;e* ! und B;e— %Y (Bild 2).

Die Berechnung wird an dieser Stelle abgebrochen. Man
fange dafiir mit einer neuen Berechnung von der anderen
Endmasse n an. Man nehme fiir die in der Leitung n unmittel-
bar links von der Masse n herrschende, resultierende Welle

(An €%l + Bne— *!) einen beliebigen Vektor an und kon-

struiere daraus die Vektoren A el und Bre 2l fijr
die in der Leitung %k unmittelbar rechts von der Drehmasse j
herrschenden Wellen (Bild 3).

Wére der Vektor (A,e* + B, e %) der Grosse
und Richtung nach richtig gewihlt, so miissten die beiden
folgenden Vektoren

o = A€l 4 Bre— #U

und
7= A; el 4 Bje—#il

gleich sein. Um diese Gleichheit zu erreichen, ist der ganze
Vektorplan von Bild 3 zu drehen und zu vergrdssern bzw. zu
verkleinern. Bild 3 ist hier bereits in dieser Weise korrigiert.

Man konstruiere dann aus den Vektoren A; e®li und
Bje—#l den Vektor

[(Z; + Kjzj) Aje*' Y (Z; — K;2;) Bje— 2/ 1]
(Bild 4) und aus Ay e**" und Brpe— ¥ den Vektor
— Kz (A e™l — Bpe— %l

zum Vektor M; (Bild 5). Da M; als Amplitude des Erregungs-
drehmomentes bereits gegeben ist, so sind nunmehr die Teil-

wellen A und B sowie die Schwingungsamplituden (;; in allen
Leitungsteilen durch Vergleich der entsprechenden Vektoren
mit dem M; bestimmbar.

Die beiden Teilwellen A und B erfahren beim Durchschrei-
ten der Drehmasse j durch den erregenden Impuls eine Ver-
stédrkung. Sie speichern hier somit ihre durch die Dampfung
zu vernichtenden Energien zum voraus auf. Die Schwingungs-
amplituden werden deshalb nur so gross sein, dass der Ener-
gieverlust gerade durch die Erregung gedeckt werden kann.

4) 8.297 in der unter 1) genannten Arbeit
4) 8. 301-302

Bild 2. Konstruktion der
Teilwellen

Aje*'l und Bje? b aus
dem Vektor A; + Bi.

3. Gekoppelte Schwingungssysteme

Zwei Schwingungssysteme (0...n) und (r...w) seien
an ihren Massen d und w» durch ein Getriebe von der Ueber-
setzung 4 gekoppelt (Bild 6). Die Erregung erfolge an der
einzigen Drehmasse j. Fiir die Drehmassen d und u gelten die
Bewegungsgleichung

2p op 0 @a 0 'pe
3 — 4+ Ri— + k — =
() (Od 0 t2 43¢ 15z ke ox )w:zd
- 2e 0¢ 0 pu 0@y
—_ £ R == "
- “( ‘ot iy e 0t o 0t )g:l,,

und die Kontinuitdtsbedingung

1
@) Pt =g %=

Aus der Gleichung (3) folgt

(5)  [(Za + Kaza) Aae™ ¥ + (Zg — kaza) Bae™ *al] —
— ko2 (Ace® ¥ — B e %o l) =
= — [ (Zy + Kuzu) Au ez"l“ + (Zy — ku2y) Bue_zuzu] —
A kv 2o [Au eZu Uy - Br e ~L‘lu]

Die Berechnung wird von den Drehmassen 0, » und w aus
genau gleich durchgefiihrt wie im vorangehenden Abschnitt.
Die Vektoren

(A1 + B1) sowie (A; + B,) und [A, e e 4+ Bye—?wlv]

werden deshalb zunédchst angenommen. Die beiden letzteren
werden dann so korrigiert, dass die daraus fiir ¢ = 1, be-
rechneten Vektoren

(PAu = Ay e L + Bue— b

und

$o = Ao €™l 4 B e~ %k

beide gleich

G pq = 1 (Age®  Byge—2ila)

sind. Hierbei ist de der aus (A; + By), fiir Leitungsteil
d: x = I, konstruierte Vektor. Aus der Gleichung (5) lassen sich

dann die beiden Vektoren A, e*: ! und B. e #l pestimmen.
Sie sind die vom Leitungsteil d auf den Leitungsteil e iiber-
gehenden Teilwellen. Der weitere Vorgang der Berechnung
unterscheidet sich dann nicht mehr von jenem eines nicht
gekoppelten Systemes.
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A, e 2niin.,

Bild 3. Konstruktion der
Teilwellen

Are®Y und Bre b

aus dem Vektor

A, e I+ Bpe I

‘o )4

\ e "

A 7

iy, A-B,)

haia,-8,)

B;

Bild 4 (Mitte). Konstruktion des Vektors (Z; + k; z;) A;je® bt

+ (Z;—k;z;) Bje® U aus den Vektoren Aje® Y und Bje™ Y. Nach
den Buchstaben A; und B; im Bild ist jeweils der Exponentialausdruck
einfachheitshalber weggelassen.

Bild 5 (rechts). Konstruktion des Vektors M; aus Aje** l), By e ¥ U ynd (Z; + Kj 2;) Aje® 7 + (Z; —Kk; 2;) Bje™ i, Der Expo-

nentialausdruck e * ° * ist im Bild weggelassen.

4. Schwingungen mit Erregung an mehreren Drehmassen

Wenn ein Schwingungssystem durch verschiedene Dreh-
momente an verschiedenen Drehmassen erregt wird, ldsst
sich die Wirkung der Drehmomente wegen der Linearitdt der
betreffenden Differentialgleichung superponieren. Somit kann
die Aufgabe in mehrere Teilaufgaben zerlegt werden. In jeder
von ihnen erhélt das System nur ein einziges Drehmoment.
Die Anzahl der Teilaufgaben ist daher gleich jener der Dreh-
momente. Jede Teilaufgabe ldsst sich dann nach dem ent-
wickelten Verfahren behandeln. Die resultierende Schwin-
gungsamplitude an einer beliebigen Stelle ist gleich der vek-
toriellen Summe der entsprechenden Amplituden aus den Teil-
aufgaben, unter Beriicksichtigung der Phasenunterschiede der
Drehmomente.

5. Zusammenfassung

Lineare Torsionsschwingungen mit Erregung an einer be-
liebigen Drehmasse und mit starker Didmpfung der elastischen
Glieder sowie unter Beriicksichtigung der Masse von diesen,

Mjeiwt
G O 0, o G,
Ty A 9 ? paPaT
5 5 5 o Ond

Bild 6: Gekoppeltes Schwingungssystem.

lassen sich durch Behandlung der Schwingungen als wan-
dernde, elastische Torsionswellen exakt 1osen. Das Verfahren
kann auf Systeme mit Erregung an mehreren Drehmassen
angewendet werden. Hierzu ist die Aufgabe in die Teilauf-
gaben mit Erregung an nur einer Drehmasse aufzuteilen.
Durch Superposition der Teillosungen folgen die resultierenden
Schwingungen.
Adresse des Verfassers beim Titel

Schweizerischer Wasserwirtschaftsverband
DK 621.2.09

Am 30. August des Jahres versammelte sich der SWV
zu seiner 45. Hauptversammlung im Parkhotel Waldhaus in
Flims. Der Prédsident, Nationalrat Dr. K. Obrecht (Solothurn),
konnte eine Rekordbeteiligung von 270 Mitgliedern und G&-
sten melden. Seiner reich dokumentierten Ansprache entneh-
men wir die folgenden Stellen.

«Der Energieeinfuhr von 1194 Mio kWh (Vorjahr 534) oder
20 % der inldndischen Energieverwendung stand eine Ausfuhr
von 441 Mio kWh (Vorjahr 653) gegeniiber, woraus ein Ein-
fuhriiberschuss von 753 Mio kWh resultierte, widhrend im Vor-
jahreswinter ein Ausfuhriiberschuss von 119 Mio kWh zu ver-
zeichnen war. Die Energieerzeugung in thermischen Anlagen
erreichte 150 Mio kWh gegeniiber nur 32 Mio kWh im Vor-
winter. Die Aufrechterhaltung unserer Energieversorgung ba-
sierte also sehr stark auf einer bedeutenden Einfuhr. Diese
prekédre Lage entstand trotz der ausserordentlichen Anstren-
gungen der letzten Jahre, unsere Wasserkridfte auszubauen.
Diese erforderten fiir alle unsere Ingenieurbureaux, Baufir-
men und Materiallieferanten eine aussergewohnliche Anspan-
nung und machten den Einsatz grosser Kontingente ausldn-
discher Arbeitskrifte notig.
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