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72. JAHRGANG HEFT NR. 47

Berechnung gekriimmter Blattfedern fiir elastische Kupplungen

Von Dipl. Math. R. Zwahlen, Ziirich

Einleitung

Um zwei Kolbenmaschinen elastisch miteinander zu kup-
peln, wurde eine Konstruktion mit Hilfe von Stahlfedern
nach Bild. 1 entwickelt. Die Stahlfedern sind in einer der
Drehmassen eingespannt, wihrend ihr anderes Ende von der
zweiten Masse frei drehbar gefiihrt wird. Um das Schwin-
gungsverhalten dieser Konstruktion zu finden, muss die Fe-
derkennlinie ermittelt werden. Zu diesem Zwecke ist die
Feder als krummer Balken zu berechnen. Die Ueberlegungen,
welche zur Lésung der Aufgabe fithrten, werden nachfolgend
beschrieben.

Im ersten Teil werden die mathematischen Grundlagen
geschaffen, die das Festigkeitsverhalten des Balkens be-
treffen. Man gibt sich leicht dariiber Rechenschaft, dass die
aus der klassischen Biegungslehre des geraden Balkens be-
kannten Begriffe (Tragheitsmoment, Lage der Neutralaxe)
fiir den krummen Balken auf ihre Brauchbarkeit iiberpriift
werden miissen. Es zeigt sich, dass die Lage der Neutralaxe
anders als beim geraden Balken zu bestimmen ist. Auch fiir
das Tragheitsmoment erhélt man einen passenden Ersatz, den
wir als Kriimmungs-Widerstandsmoment bezeichnen. Der Zu-
sammenhang zwischen den bekannten Formeln, die fiir den
geraden Balken abgeleitet werden, und den fiir den krum-
men Balken iiblichen lédsst sich mit Hilfe von Reihenentwick-
lungen gewinnen.

Im zweiten Teil werden
die Differentialgleichung
aufgestellt, die Anfangsbe-
dingungen ermittelt und
Losungsmethoden beschrie-
ben. Wir nehmen in der
Folge an, die Feder werde
auf Druck beansprucht. Un-
sere Ueberlegungen lassen
sich auch auf den Fall an-
wenden, bei dem die Feder

auf Zug arbeitet.

Kupplungs—
Segment

Bild 1, Elastische Kupplung

I. Teil: Ersatz des Trigheitsmomentes beim krummen
Balken

1. Ebene Biegung gekriimmter Stibe

In der einschldgigen Literatur der Statik !) findet man
folgende Berechnungsgrundlagen des krummen Balkens, Es
sei in Bild 2 ein Element eines krummen Balkens dargestellt,
der sowohl einer Normalkraft N als auch einem Moment M
unterworfen ist. Ein Faserteilchen des Balkens sei klein, doch
immerhin endlich und seine Lédnge mit ds bezeichnet., Der
Kriimmungs-Mittelpunkt des betrachteten Balkenteils sei der
Punkt O. Die beiden Strahlen mit dem Scheitel O, welche das
Element ds aus dem Balken herausschneiden, schliessen mit-
einander den Winkel dg ein; dy ist entsprechend ds Xlein aber
ebenfalls endlich. y sei der Abstand der betrachteten Faser
von der Neutralaxe z, in der, wie im geraden Balken die Nor-
malspannungen bei reiner Biegung 0 sind. Neutralaxe z und
Schweraxe z, sind im Gegensatz zum geraden Balken hier
nicht identisch. Um 2z zu ermitteln, sind einige zusétzliche
Ueberlegungen erforderlich. Zuniichst ist unter Beibehaltung
der Navier-Bernoullischen Hypothesen

ds = (r—uy)dg

Die Forminderung Ads wird durch die Normalkraft N, Adg
durch das Moment M hervorgerufen. Daraus folgt fiir dic
Dehnung ¢ im Abstand y von der Neutralaxe

1) Wir folgen ein Stiick weit dem Buche von Prof, Dr, F. Stiissi,
«Vorlesungen {iber Baustatik», Basel 1945, Birkh#user,

DK 621.825.7: 539.413

_ Ads +Adg-y
W= —yds

Man erkennt an dieser Gleichung, dass sich die Dehnung e
auch bei rein zentrischer Normalkraft N mit dem Abstand vy
verdndert.

Fiir die Spannung o findet man

@) oyl — B — g~ hAdy-y
(r —y) - de

und es muss gelten

N:fa(y)dF:
-z éqsf ar + B Ade ydF

de )] 1—y dp Jr—y

M= [o(y)ydF =
_E.\.dsf ydF Adq:/‘y‘ldF

E
de r—y + de r—y

Wenn r —» oo strebt, der Balken also gerade ist, muss man die
entsprechenden Gleichungen fiir den geraden Balken erhalten.
Das lédsst sich aus den beiden Gleichungen noch nicht heraus-
lesen. Dagegen lidsst sich damit die Lage der Neutralaxe be-
stimmen: Setzt man M = 0, so muss A dp — 0 sein. Die Lage
der Neutralaxe ist damit charakterisiert.

e Adsfde

de r—y

- A
Nun sind aber E s 0 und dds = 0 (weil N £ 0). Somit folgt
P
as [YE _,
r—y

Zum gleichen Ergebnis fiihrt folgende Ueberlegung:

Setzt man M £ 0, N 540, so ist Ads = 0, denn A ds wird von
der Normalkraft N hervorgerufen. Deshalb ist

Ade ydar

de r—y
Adyp

0= F

Weil E £ 0 und # 0 folgt erneut GI. (1*). Diese Glei-

chung ldsst sich auswerten, um die Lage der Neutralaxe zu
berechnen, d. h. » zu bestimmen:

y dF — ¥ ap
f‘j :f r+y(lF+/LdF_:0
r—y r—y J T—U

|
b

X \ Neutral 7

§ _ \Meulrarg/dte- L2

>

-k
ay

| i

>

/ & (S Yq 1

<

W

/ QU

wd’?'-x
\‘, X b / T
0
Bild 2. Element eines krummen Balkens
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Also
rdF
— [dF + f ey
Nun wird als neue unabhéngige Variable eingefiihrt
p=r—y, also

Py dF
F

@) r=—2F
p

Je nach Zweckmissigkeit wird mit y oder p operiert.
Mit p ist die Lage von dF bestimmt, ohne dass man » kennen
muss. Durch Einsetzen der gefundenen Beziehungen in die
Gleichungen fiir N und M und Auflésen nach N bzw. M folgt

Ads N
(2a) B —— dp — [ daF
r—y

Ade m

(2b) E Ty = T
r—y
Damit sind die Forménderungen des betrachteten Stab-

elementes bestimmt. Aus Gl. (1) folgt durch Einsetzen von
Gl. (2a) und GI. (2h)

= N M Yy
@) ey = p/‘dﬁ’_+ /yzdF K3
p P
oder auch
= N M Y
e = —aF T par T—y
(r— y)/ f
r—y =9
Die Ausdriicke
dF 2 dF
o v [2
P p

treten offenbar an Stelle von F und J beim geraden Balken.
Sie sind allein von der geometrischen Form des Querschnittes
abhéngig und kénnen bei gegebenen Abmessungen z. B. gra-
phisch ermittelt werden (vgl. die in Fussnote 1) zitierte Li-
teratur).

Das letzte Integral ldsst sich mit Hilfe von Gl. (1*) wie
folgt umwandeln
2R 2
fy :/(y ry)+rde:__fde
r—y r—y

Ferner ist y + e der Schwerpunktsabstand von dF (Bild 2),
somit

[ W+ e dF = [ydF + ¢ [ dF =0

Deshalb gilt
y2 dF
4 —_— T — d —
(4) e [ydr eF

Die Gleichung (4) erlaubt scheinbar, die graphische Integra-
tion zu umgehen. Der Abstand e wird jedoch in den meisten
Féllen sehr klein ausfallen; er wird nach Gl. (2) und aus
e = R — r gefunden. Deshalb
wird man in den meisten Fal- .-,
len  y2dF / (r—1y) doch ge-
nauer graphisch bestimmen.

In folgendem Beispiel
lasst sich die Integration
leicht rechnerisch durchfiih- | /
ren. Es sei in Bild 3 die < /

Breite des Faserelementes ds | \ ‘“J;“ // T <
proportional dem Abstand | VoS ) Eig

. : e S
vom Kriimmungszentrum O, \ [/ !

somit dFF = b - p - dp (b = \
konst.) Es liegt also ein Tra- | \‘..|
pezquerschnitt vor, wobei 4 | \i/
= Pmaz, H = Hohe des Quer- y

e o A.—yo,i_i_Yff
schnittes, b = 2 - tg a/2

Bild 3. Trapezquerschnitt

= b

f _ bpdp

Die Mittellinie des Trapezes hat die Lénge b (4 — H/2),

somit ist F=b (4 -—H/2). Hieraus berechnet man mit
Gleichung (2)
- L—H/Zi — A H/2

bH
Fiir die Lage der Schweraxe folgt wegen

__ [ pdF __ statisches Moment von F

F Flédche

nach einiger Rechnung

A
[bp2dp
R—_ _ A—mH _ 3
- b(A—H/2)H

A2 —3AH + H2
3(4A—H/2)

Hieraus folgt
A2 — AH + H2/3

e=R—7r= A _H/2 — (A —H/2) =
_.H2. 1
12 A—H/2
und
Yy2dF b H3
L= =" = =
r—y eF = 12

Das Tridgheitsmoment betréigt demgegeniiber fiir kleine Werte
von b angenidhert

(b-r) H3

Oh—
12

(4") — Py

Nimmt ma.n an, es liege lediglich eine im Schwerpunkt 8
angreifende Normalkraft N, vor, so ist
Niv= Np M = —e N;
und fiir die Spannungen findet man nach Gl (3)
= N;F + N;2.?F Ly
nf5

dF

Nach GI. (2) folgt % und wegen GIl. (4)

D
woraus
_ N, N;e y N
N T pEir T eF  p F

Die Spannungsgleichung fiir auf den Schnittpunkt bezogene
Schnittgrossen N, und M, lautet

_ N oMy
Mo T T WW

i P==l

(5) o

Man erkennt hieraus, dass bei starker Krimmung r—y —=2p
klein werden kann, so dass oy, auf der Balken-Innenseite gross
wird.

Der Spannungsverlauf im Querschnitt ist hyperbolisch wegen

=t

N, M, r
w=TF + g (1t vy )
r—y

und » sind Konstanten,

" y2dF
T—y

F, N,, M,, y ist Variable,
sofern sie nicht im bestimmten Integral auftritt.

Die bisher allein betrachteten Normalspannungen o er-
zeugen infolge der Stabkriimmung Ablenkungskrifte und
damit radial gerichtete Spannungen o, (Bild 4). Bedeutet hier
b die Breite des Stabes, so erhidlt man wegen p-dp = ds
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b= B8--——--—- >
= ¥
; #4_'_60/7_"'—'7 “_
Py b
I I
< | I
ap_ e o
v 4 - '
/ i i
\/ ‘ -
e Yoy . Yoy

Bild 4. Radialspannungen Bild 5. Rechteckquerschnitt

o, b (p-dp) =do [ oy dF
Hieraus folgt

Al
oy = i 0 ‘/‘a_\- dF
Bei Vollquerschnitten wird die Querschnittsform durch die
Radialspannungen ¢, kaum beeinflusst., Bei Profiltrigern da-
gegen sind diese Beanspruchungen speziell zu untersuchen.
Im ndchsten Abschnitt modge der Fall untersucht wer-
den, bei dem die Querschnittshéhe H verhdltnismissig klein
ist gegeniiber dem Kriimmungsradius R. Es ldsst sich ab-
schédtzen, welchen Fehler man begeht, wenn man an Stelle
des eben aufgestellten Wertes I mit dem klassischen Trig-
heitsmoment J rechnet. Um ein Mass dafiir zu haben, wel-
chen Einfluss die Stabkriimmung auf die Randspannungen
ausiibt, setze man in Bild 3 »r =10H, r — H/2 = 9,5 H; fiir
N —= 0 folgt fiir den Querschnitt, Bild 3, nach Gl. (3 und 4')

M H/2  12r 12
“="pHS OBH  brEH: " 95
12
_ 6-10H 1
=~ TbrE®Y 95
6

= 1,05 —

M
M= 1,05 —- — Wider ds-
e W w Widerstands

moment

Die Spannungserhdhung gegeniiber dem geraden Balken be-
tragt somit 5 %. Entsprechend findet man
M

g, =~ 0,95 W

2. Ermittlung der Neutralaxe eines krummen Balkens mit
Rechteckquerschnitt

Geméiss Gl. (2) berechnet sich der Abstand der Neutral-
axe beim krummen Balken nach

F

aFr
r—y

Wir legen als Querschnitt ein Rechteck von der Breite B ge-
méss Bild 5 zu Grunde. Dann ist dF — B -dp, und man hat

r=

A
adFr
f =B d_p:B[ZnA—ln(A—H)]:
r—y J. P
A—H
A—H H
— —Bln T = — Bln (.1k71—>

Fiir jene Werte H/A, welche kleiner als 1 sind, kann man
In (1—H/A) in eine Potenzreihe entwickeln. Fiir x < 1 ist be-
kanntlich

—Im(1l—2) =2 4+ 22/2 + 23/3 4 .. ..
Ersetzt man x durch H/A, so erhidlt man leicht

= — ,1,,

H H? HY
1 S —= SN DT
tea T 342 T qas 4

Weil der Nenner wegen H/A = 0 nicht verschwindet, kann
man r in eine Potenzreihe von H/A entwickeln.
Wir suchen also die Koeffizienten ay a; as... usw. zu
bestimmen aus
1
(6) = = = =a + a1 2+ a2+ -

r3
4
Es liegt nahe, die Gleichung (6) beidseitig mit

z 22 23
S U e

zu multiplizieren.

Ordnet man nach der Multiplikation der rechten Seite
nach fallenden Potenzen von z, so folgt durch Koeffizienten-
vergleich

=1

@+ 2=

g+ 2L+ 2 =0
a:;+322—+(§—1+(1—0:0

Diese Gleichungen gestatten eine rekursive Berechnung
der Koeffizienten, d. h. aus der ersten Gleichung findet man
ap, aus der zweiten ay, aus der dritten as usw.

Die praktische Durchfiihrung wird leider rasch miihsam
und man weiss nicht, ob bei unbegrenztem, wachsenden In-
dex n die Koeffizienten a, endlich bleiben.

Um die Konvergenz abzukldren, setzt man

1
2
14 5+ o+

=aq+ a2+ ar?+=f(x)

und berechnet f (x) als Mac Laurinsche Reihe

F@ =10+ 5710 + 570+ +R,

x‘n
Rn= — f™ (&) 0<t<w
wobei bekanntlich die Konvergenz der Potenzreihe fiir f ()
bewiesen werden muss, indem man zeigt, dass R, mit unbe-
grenzt wachsendem Index n kleiner als jede noch so kleine,
willkiirlich wéhlbare, positive Zahl ¢ ausfillt.

Wir dispensieren uns hier vom Konvergenzbeweis und
teilen nur das Resultat mit. Fiir « < 0,02 darf man setzen
R3 < 0,000 019; damit wird

= ._.i;xﬂ:

H 1 (H\2 _
‘fo_ﬁ(_A— o

x %2 3
st T

und

A
1 B 1 ,H,2
e
H2

—  Fehler < 0,000019 4

H 1
45 92

Fiir 4 = 1000 mm machen wir also einen Fehler von 2/1p0 mm,
wenn wir mit

rechnen. Dieser Fehler darf vernachliassigt werden.
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Die klassische Theorie flihrt zu

H
T_A—7

und der Unterschied gegeniiber der vorliegenden Theorie wird
durch H2/124 gemessen.

3. Kritmmungs-Widerstandsmoment

An Stelle des Triagheitsmomentes tritt beim gekriimmten
Balken gemdiss Gl. (4) der Ausdruck

[ — [Y24F _ [y2dF _1[ y2dF
_f P —ff—y_T.l——y/r

den wir als Kriimmungs-Widerstandsmoment bezeichnen, Ge-

mass Bild 2 ist % < 1, womit die Entwicklung in eine geo-

metrische Reihe moglich ist.

1 Y y\2
1_—1_1+7+(T> + ...
-

Demnach ist fiir den Rechteckquerschnitt Bild 5

) dF

_1( vy
r=—ly (1+ L

y3 4 y5
(1) 1_7[3 +Z +572+...1

Nun sind die Integrationsgrenzen festzulegen. Wir rech-
neten zuvor mit H/A — 0,02, 4 — 1000, also H — 20 mm.
Somit ist H2/124 — 0,034 mm, Die Beriicksichtigung dieses
Fehlers bei Verwendung des Rechenschiebers ist bereits zwei-
felhaft. Die Grenzen sind 1 H -+ 0,034 und 15, H— 0,034 =
10,034 bzw. 9,966.

H 1 H2
Bys | 2 1z 4
Schon der erste Summand
3r H 1 H?
B (7_ N2 T)

Der Ausbau des Kantonsspitals Winterthur

Mitgeteilt vom Hochbauamt des Kantons Ziirich

III., Einzelheiten zu den in Betrieb genommenen Neubauten
Schwesternhaus

Da in alten Gebiduden fiir das Personal auch weiterhin
genug grossere Zimmer vorhanden sein werden, sind im neuen
Schwesternhaus ausschliesslich Zimmer zu einem Bett erstellt
worden. Ihre Bodenfldche betrdgt einschliesslich eingebautem
Schrank und Nische fiir das Waschbecken 10,2 m?2, in den
Eckzimmern etwas mehr. Mit einer Léutsignalanlage kann
die Hausmutter den Schwestern Zeichen von bestimmter Be-
deutung geben. Sie kann sie z. B. wecken, in die Halle oder
an das in jedem Stockwerk in einer Kabine installierte Tele-
phon rufen. In 13 Zimmern fiir Schwestern mit vermehrter
Verantwortung sind Telephonapparate installiert. Die Haus-
mutter iiberblickt von ihrem Biiro aus Hauseingang und
Halle. In der Teekiiche und im Schuhputzraum steht jeder
Schwester ein kleines abschliessbares Fach zur Verfiigung,
im Handwaschraum ein Sack fiir Schmutzwische, im Keller
ein grosserer Schrank.

Die Aussenmauern sind in Backstein, die Zwischenwinde
tragend in Zementsteinen hochgefiihrt. In den Zimmern ist
iiber den 16 cm starken Massivdecken und dem Unterlags-
boden nach guter Austrocknung Filzkarton lose aufgelegt und
darauf Linoleum geklebt worden. An Installationen sind zu
erwidhnen je ein Abwurfschacht fiir schmutzige Wische und
Kehricht, {iberall Radiatorenheizung, kiinstliche Liiftung in
den Badezimmern, Duschen- und Abortanlagen sowie im
Schmutzwidschesammelraum im Keller. Rauminhalt nach den
Normen des S.I.A. berechnet: 12160 m3. Kosten des Hoch-

zeigt, dass H2/12A nicht beriicksichtigt werden muss:

H 1 H2\3 (H 1 H2\3
(7+ETWW7—EIW-
H3 1 H2.2
G BN (12 A)
In Zahlen — wenn wir H—=2 cm, 4 — 100 cm einsetzen —
H 1 H2
FRETIVE 1 2
y3 :2+3-2(_~0,04> — 2,00007
(H 1 H2 12
=

Der entstehende Fehler darf vernachlidssigt werden. Wir rech-
nen mit den Grenzen + % H und — 1% H und erhalten nach
Gleichung (7)

Ly i + 2
y3 2 - H3 y4 2 b Y5 2 __ H5
8| g 12 4| g 512 g 8075
e = g Tz
usw. Wir finden so
=2 (2 Lo+ E to+.
_T( 80 2 )
1 BH3 [ 12 H2
—r 12 (1+80 rz +)
Also
J 12 H2
8 I= — |1 _—
@ =
Nach unseren Annahmen ist H—=2 cm, r = 4 — % H — 99 cm

12 2
w0 (o

Diese Abweichung ist so gering, dass wir stets mit ge-
nligender Genauigkeit

)' — 0,15 - 0,000 41 = 0,00007

Q) I—=—
=

setzen werden. Schluss folgt

DK 725.51
Schluss von Seite 675

baues Fr. 1755 000.— oder rund Fr. 145.— pro Kubikmeter
und Fr. 13100.— pro Bett. Kosten des Mobiliars Franken
270 000.—.

Einteilung, Einrichtungen und Konstruktionen haben sich
bewédhrt.

Betriebsgebiude

Mit der Stadt Winterthur ist vereinbart worden, dass der
Kanton den Kranken- und Leichentransportdienst weiterfiihrt.
Da dies eine Angelegenheit der Gemeinden wire, leistet die
Stadt Winterthur an Bau und Betrieb eine angemessene Ent-
schiddigung. Die Garage ist dementsprechend ausgebaut und
mit Benzintankstelle, Wagenwéscherei und Oelmagazin ver-
sehen. Die Verbindung von Wagenwischerei und Schlosserei
erleichtert die Vornahme kleiner Reparaturen.

Die Wischerei wird nach dem Ausbau des Spitals innert
fiinf Tagen zu je siebeneinhalb Stunden etwa 13 600 kg oder
stiindlich 360 kg Trockenwische zu verarbeiten haben. Die
schmutzige Wische wird von den Sammelstellen der verschie-
denen Bautrakte iiber unterirdische Korridore in das Betriebs-
gebdude gebracht und mit dem Lift in den Sortierraum ge-
fordert. Besonders schmutzige Wische wird liber jene Tage,
da nicht gewaschen wird, in fahrbaren Bottichen eingeweicht
oder mit Chemikalien vorbehandelt, Der nach der Wéische-
halle offene Sortierraum ist kiinstlich derart beliiftet, dass
keine Geriiche in den Waschraum dringen. Gleichartige
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