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72. JAHRGANG HEFT NR. 46

Formulierung und experimentelle Verwirklichung

der Randbedingungen elastischer Spannungszustinde

Einleitung

Vielen ist bekannt, doch nur wenigen bewusst, dass jede
elastische Formédnderung erst durch die Randbedingungen ein-
deutig bestimmt ist. Und doch kommt es bei jedem Modellver-
such, der mechanische Aehnlichkeit der Verhéltnisse mit jenen
der Realitédt zeigen soll, wesentlich darauf an, dass die Rand-
bedingungen richtig nachgeahmt werden. Dem Mathematiker,
der eine rein theoretische Losung eines Problems der Elasti-
zitdtstheorie auszuarbeiten versucht, ist dies eine Selbstver-
stdndlichkeit, widhrend der Ingenieur sich seltener volle Re-
chenschaft hierliber gibt, vgl. Abschnitt II. In der vorliegenden
Veroffentlichung soll auf die Rolle der Randbedingungen in
der Elastizitdtstheorie hingewiesen sowie deren Formulierung
und experimentelle Verwirklichung an einigen Beispielen ge-
zeigt werden.

I. Rolle der Randbedingungen in der Elastizititstheorie

Das Hauptproblem der linearen Elastizitdtstheorie ist die
Bestimmung des Spannungszustandes eines Korpers, wenn die
sog. dussern Krifte, seien es entweder auf die Oberfldche oder
im Innern wirkende, gegeben sind. Zur Losung dieses Problems
sind als physikalische Grundlagen vorerst drei Gleichgewichts-
bedingungen in Form von linearen partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung gegeben, die jedoch bereits alle
sechs Spannungskomponenten (o., oy, 0, Ty, Tyz Tz) ent-
halten. Das Problem ist demnach statisch dreifach unbe-
stimmt. Drei weitere Gleichungen liefert die Elastizitédts-
theorie, in der ausser den genannten sechs Spannungskompo-
nenten drei Verschiebungskomponenten (u, v, w) und sechs
Verzerrungskomponenten (e, €y, €2, Yay» Yyz> Yz2) auftreten, wie
folgt: Die drei Verschiebungskomponenten sind mit den sechs
Verzerrungskomponenten durch die sechs Definitionsgleichun-
gen:

o u v  du
Eg =y ee g e g yw:a—x—&—w, LY
(auch kinematische Bedingungen genannt) verkniipft. Hieraus
konnen die drei Verschiebungskomponenten durch partielle
Differentationen und Einsetzen eliminiert werden, woraus drei
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die sog.
Vertraglichkeitsbedingungen 1) fiir die sechs Verzerrungskom-
ponenten hervorgehen 2). Diese drei Bedingungen konnen durch
Heranziehen des Hookeschen Gesetzes durch die sechs Span-
nungskomponenten ausgedriickt werden; sie liefern so die
drei fehlenden Gleichungen zur Ermittlung des Spannungs-
zustandes. Da jedoch die Spannungskomponenten vorerst nur
durch die erwdhnten sechs partiellen Differentialgleichungen

#) Erweiterte Fassung des zweiten Teiles des Referates, das der
Verfasser anldsslich des von der International Union of Theoretical and
Applied Mechanics (I.U.T.A.M.) organisierten Kolloguiums iiber Photo-
elastizitit und Photoplastizitit, Briissel, 29. bis 31. Juli 1954, gehalten
hat,

1) Die tiefere Begriindung fiir diese Bezeichnung ist folgende: Ein
Verzerrungszustand ist durch genau einen Verschiebungszustand ein-
deutig bestimmt und umgekehrt: Sie sind miteinander vertriglich.
Wiirde man einen Ansatz machen, derart, dass man fiir die sechs Ver-
zerrungskomponenten sechs beliebige Funktionen wiihlt, so kénnte man
aus den drei ersten Verzerrungskomponenten, den Dehnungen, durch
Integration die drei Verschiebungskomponenten bis auf eine additive
Funktion jener zwei Variablen, nach denen nicht integriert wurde, fest-
legen, Aus diesen kdnnten rlickwirts durch Differenzieren die drei tibri-
gen Verzerrungskomponenten, die Schiebungen, ermittelt werden. Die
s0 errechneten Ausdriicke wiirden sich in der Regel nicht mit den ur-
sprilnglich gewéhlten Funktionen fiir die Verschiebungen zur Ueberein-
stimmung bringen lassen: Der urspriingliche, frei gewiihlte Verzer-
rungszustand wire mit keinem Verschiebungszustand vertriiglich, Die
Vertriglichkeitsbedingungen sind somit das Kriterium fiir die physi-
kalische Existenzmoglichkeit eines frei gewihlten Verzerrungszustan-
des.

2) Ziegler [1] (8. 255) nennt diese drei Gleichungen, von denen er
lediglich die Herleitung andeutet, Vertriglichkeitsbedingungen, wih-
rend Timoshenko [2] (8.198) die von Ziegler [1] (S. 256) als «Span-
nungsgleichungen» bezeichneten sechs Beziehungen so nennt,

Von Dr. R. V. Baud, EMPA, Ziirich #)
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erster und zweiter Ordnung bestimmt sind, kann man vorerst
bestenfalls zur allgemeinen Losung gelangen, die noch frei
wéhlbare Funktionen enthdlt. Um den Spannungszustand in
einem geometrisch wohldefinierten Korper bei gegebener Be-
lastung endgiiltig festzulegen, miissen somit noch weitere
Bedingungen aufgestellt werden, denen die erwihnten frei
wéhlbaren Funktionen geniigen miissen. Diese weiteren Be-
dingungen stehen nun in Form von Randbedingungen zur
Verfligung; sie sind Ausdruck dafiir, dass die Krifte am
Rand dem Spannungszustand daselbst entsprechen. Tensoriell
werden diese Bedingungen wie folgt ausgedriickt; bedeutet:

Ox Tay Tzx
o= Tay Oy Tyz

Tzx Tyz Oz

—>
den Spannungstensor, n — (I, m, n) den Normaleneinheitsvek-

tor des Flichenelementes df und (X, ¥, Z) — K den Vektor
der Kraft pro Fldcheneinheit, so lautet fiir jeden Randpunkt
die Randbedingung:

—> —>
T-ndf = K df
oder
— —>
(1) T n=K

In Komponenten ausgeschrieben, lautet dieselbe:

or ltmym+trn=X
(2) Tyl +toy m+ta,n=Y
Tzl T Tyem 40, n=2

—>
Wann immer die durch n bestimmte Form des Korpers

und die Oberfldchenkraft K>gegeben ist, kann man die Rand-
bedingungen durch Einsetzen dieser Grossen in (1) bzw. (2)
formulieren. Ein Blick auf die Gleichungen (2) zeigt, dass
man umgekehrt durch die Randbedingungen bei gegebenem T

—>
und K auch drei lineare Gleichungen zur Bestimmung des

Normaleneinheitsvektors E’und damit der Oberflichenform
zu Verfligung hat 3). Wie ersichtlich, enthalten die Gleichun-
gen (2) keine Materialkonstanten 4).

Es mag nicht iiberfliissig sein, an dieser Stelle darauf
hinzuweisen, dass — den Bediirfnissen des Ingenieurs ent-
sprechend — primér der Spannungszustand betrachtet wird,
obwohl Spannungen an sich abstrakte Begriffe sind. Die kon-
kretesten Bestimmungselemente eines elastischen Zustandes
sind die Verschiebungen; denn allein der Verschiebungszu-
stand ist dem masstédblichen Messen zuginglich. Tats#dchlich
sind denn auch oft Randbedingungen am einfachsten in Ver-
schiebungsbedingungen auszudriicken 5),

3) Ausser den erwiihnten zwei Varianten der Verwendung der Rand-
bedingungen (gegeben: Form und Krifte, gesucht: Spannungen; gege-
ben: Spannungen und Krifte, gesucht: Form) besteht auch eine dritte,
nidmlich gegeben: Form und Spannungen, gesucht: Krifte. Diese Va-
riante ist inr der Praxis am fertigen Konstruktionsteil denkbar, indem
man die Oberflichenspannungen etwa durch Dehnungsmessungen er-
mittelt und vermittelst dieser die Belastung bestimmt,

1) Nach Meyer [3] gilt stets als zusitzliche Randbedingung, dass
jede urspriinglich geschlossene Randkurve bei der Deformation fiir sich
geschlossen bleibt. Hat nun das zu untersuchende Gebiet mehr als einen
geschlossenen Rand, ist also gelocht, so enthiilt die obengenannte Be-
dingung, soferm nicht an jedem einzelnen geschlossenen Rand Kriifte-
gleichgewicht herrscht, die Materialkonstante » = 1/m; niheres hieriiber
siche [4] (S. 14f.). Ferner kiénnen elastische Konstanten in die Rand-
bedingungen eingehen, wenn die Verschiebungen nicht vernachlissighar
sind, da diese dann fiir den deformierten Rand formuliert werden milis-
sen,

3) Wie in Abschnitt IIT die Beispiele 4 und 5 zeigen, kommen bei
Symmetrieschnitten auch Verzerrungskomponenten enthaltende Rand-
bedingungen vor. Ob dies ausschliesslich bei Schnittlegungen vorkommt,
komnte noch nicht abgekliirt werden,
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Bei einem starren Auflager etwa weiss man, dass sich

der aufgelagerte Randteil nicht senkrecht zur Auflagerfliche
| L =
verschieben kann. Ist w der Verschiebungsvektor und N’ ein
Normalenvektor des Auflagers, so lautet hier die Randbe-
dingung:
—> —>

(3) w-N=0

Bei einem Festpunkt-Gelenk treten keine Verschiebungen
auf, und somit wére die Randbedingung fiir diesen Punkt:

—>

(4) w=20

Liegt beispielsweise eine Parallelfiihrung eines geraden,
zur y-Achse parallelen Randstiickes vor, so lautet sie:

()
=
1)
g

(5) —=0;

53]

<
Q

<

Alle Randbedingungen, die durch Verschiebungen ausgedriickt
werden, konnen aber mit Hilfe der bereits eingangs erwédhn-
ten kinematischen Bedingungen und des Hookeschen Elasti-
zitdtsgesetzes wieder in Spannungen umgerechnet werden,
wobei dann allerdings Materialkonstanten, ndmlich E und
m = 1/ in die Randbedingungen eingehen.

Analoge Verhéltnisse liegen im ebenen Fall vor. Hier hat
man zur Bestimmung der drei Spannungskomponenten o, o,
7., Zwei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung, zu denen
jetzt nur eine Vertrdglichkeitsbedingung A (o, + 0,) = 0,
wiederum als Eliminationsprodukt der zwei Verschiebungs-
komponenten w, v aus den drei Definitionsgleichungen der
Verzerrungskomponenten e, ¢,, y,, hinzukommt ¢). Die den

Gleichungen (2) entsprechenden Randbedingungen lauten
jetzt:
(6) o, l+7mpyym=X

Toyl T oy m=Y

Auch hier koénnen die Randbedingungen (6) umgekehrt
bei gegebenen Werten von oy, gy, 7.y, X, ¥ als Bestimmungs-
gleichungen fiir die Randkurven des Korpers dienen; ferner
konnen auch hier die Randbedingungen analog den Gleichun-
gen (3), (4), (5) durch Verschiebungen ausgedriickt sein, und
wenn man sie mit Hilfe der kinematischen Beziehungen und
des Elastizitdtsgesetzes in Spannungen umrechnet, so ent-
halten sie wiederum die erwdhnten Materialkonstanten (E, »).

6) Kommen nur konstante Raumkrifte vor, wie beispielsweise die
Erdanziehung, so folgt aus diesen drei Gleichungen die Bipotentialglei-
chung fiir die «Airysche Spannungsfunktion» F; weiteres hieriiber
siehe [3] (8. 280 ff.). Aus dieser kénnen bekanntlich durch Differenzie-
ren die Spannungskomponenten bestimmt werden. Diese haben damm
den Randbedingungen zu geniigen. Bei Gebieten mit mehreren geschlos-
senen Randkurven, die nicht alle fiir sich im Gleichgewicht sind, ent-
hilt F' die Poissonsche Zahl, was bei Modellversuchen beachtet werden
muss.

A, D
T
ALl D jL
[+ 7 » N N
adZl o 9,
) 2
/78 Gestortes
B 4;}6?}85 Gebiet /™.
7 Gebiet )
Gestortes - H
Gebiet ;«u
E H E H y
& G F [
© / @
/3/ i 1
B oy C

Bild 1. Zum Problem des einachsigen Zuges

II. Kritik der experimentellen Verwirklichung der Rand-
bedingungen

Was der Mathematiker an Randbedingungen in Form von
Gleichungen formuliert, muss der Experimentator in die
physikalische Realitit umsetzen. Er gibt sich hierbei gelegent-
lich nicht genligend Rechenschaft dariiber, wie wichtig die
richtige Erfiillung dieser Bedingungen fiir die Versuchsergeb-
nisse ist, ja, dass er u. U. zu fehlerhaften Ergebnissen gelangt,
wenn er die Tragweite dieser Bedingungen unterschitzt oder
gar lbersieht. Die nachfolgenden einfachen Beispiele mogen
andeuten, was gemeint ist.

Bild la zeigt einen Stab, der auf gleichmissigen Zug be-
ansprucht werden soll, d. h. die eine Bedingung fiir die Réan-
der AD, BC lautet sehr einfach:

(7) oy = g, = konstant

Experimentell wird dies nun gelegentlich dadurch zu ver-
wirklichen versucht, dass man den Stab mittels der beiden
Bolzen B belastet. Es ist offensichtlich, dass bei einem sol-
chen Versuch die Randbedingungen ganz andere sind, als vor-
geschrieben. Der gewiinschte gleichméissige Zug ist dann
hochstens im Gebiet EFGH vorhanden, vorausgesetzt, dass
der Abtand d gross genug ist. Da eine exakte Losung fiir die-
ses Problem (mittels Bolzen gezogener Stab) fehlt, ist d
durch Versuch zu bestimmen.

Bild 1b zeigt eine Scheibe EFGH mit zentrischem Loch,
fiir welche die Bedingung (7) fiir die Rédnder EH, FG vorge-
schrieben sei. Man ist nun versucht, diese Bedingung auf die
in Bild 1 a angedeutete Art zu ldsen, nimlich indem man den
verlingerten Stab ABCD auf Zug beansprucht. Dies wire
aber vollig falsch, da infolge des Loches in einem erheblichen
Gebiet des Stabes Stérspannungen 7) auftreten; infolgedessen
wire die Randbedingung (7) an den Rindern EH, FG keinen-
falls erfiillt.

Bild 1 ¢ zeigt noch, welche Form und Belastung des Zug-
stabes der Materialpriifer, ohne viel zu {iberlegen, gewisser-
massen aus Ueberlieferung wihlt. Auch hier ist die Rand-
bedingung (7) fiir die Rdnder AD, BC selbstredend nicht er-
fillt, ein Fehler, der zwar durch die Erweiterung an den
Stabenden etwas abgeschwicht wird.. Indessen bedingt der
Querschnittiibergang ein neues Storgebiet, so dass der ge-
wiinschte gleichméssige Zug wiederum nur in dem beschriank-
ten Gebiet EFGH vorhanden ist. Auch fiir diesen Fall fehlt
die exakte Losung des Problems, so dass wiederum der Ab-
stand e durch Versuch festzustellen ist.

III. Beispiele

An Hand der nachfolgenden sechs Beispiele aus der Pra-
xis sei nun gezeigt, wie Randbedingungen zu formulieren und
experimentell zu verwirklichen sind.

Beispiel 1. In einem interessanten Fall war zu unter-
suchen, was fiir ein Spannungszustand sich in der mit zahl-
reichen Lochern und Ausschnitten versehenen Decke einer
Druckkammer ausbilden wiirde, wenn die Zuleitung oder das
Spiralgehduse platzt und sich die Kammer mit Wasser fiillt.
Die Aufgabe erfuhr eine Zweiteilung, d. h. die Beanspruchung
durch den allseitig entstehenden Zug und diejenige durch Bie-
gung waren gesondert zu untersuchen, erstere auf spannungs-
optischem Wege. Damit lautete die Randbedingung mit den
Bezeichnungen geméss Bild 2 a:

(8) o (*a,y) =0, (x, b) = 0, = konstant
Tay (£ @ Y) = 7y (2, £b) =10

Wiéhrend im Gegensatz zu Einzellasten gleichmissige
Verteilung von Randspannungen theoretisch einfacher zu be-
handeln sind, ist es experimentell gerade umgekehrt. Im vor-
liegenden Fall verwirklichte man die gegebenen Randbedin-
gungen ndherungsweise dadurch, dass man an jede Seite des
290 X 240 mm grossen Modelles acht Fortsitze anbrachte, an
denen beim Versuch je eine gleich grosse Kraft angriff. Diese
acht Krifte pro Seite wurden, wie Bild 2 b zeigt, stufenweise
mittels Hebeln zu einer Einzelkraft zusammengesetzt,

Zusitzliche Versuchsschwierigkeiten entstehen dadurch,
dass sich infolge des allseitigen Zuges die Scheibe dehnt.
Da F2 und F3 Festpunkte des Belastungsrahmens sind und

) Fiir den breiten Stab gehen diese aus der Kirschschen Ldsung
hervor, siehe u. a. [5].
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a)

__'_'TL'L"—'X

c)

Belastungsrahmen
(B.R)

2

Bild 2. Zur Beanspruchung einer Rechteckscheibe auf zweiachsigen Zug

a) Lage des benutzten Koordinmatensystems

b) Hebelsystem zur Erzeugung konstanter Randspannung

¢) Prinzip der Kompensation der durch Deformation hervorgerufenen
Fehler

ihre Verbindungen zum Modell als starre Gelenkstidbe be-
trachtet werden koénnen, geben nur der linke und der obere
Rand dem Zug nach (Bild 2c), und es wiirde das Rechteck
ABCD zum Rechteck A’ B’ ¢" D' deformiert. Hierbei ginge
M1 in M1’, M2 in M2’ usw. liber, und es entstdnde schiefer Zug
auf allen vier Rdndern. Um diesen bestmoglich zu vermeiden,
hat man zu fordern, dass die Symmetrieachsen z, y in ihrer
Lage verbleiben, dass also die zusidtzliche Verschiebungsbedin-

gung:
(9) w (0, y) = v (z, 0) =0

befriedigt ist. Diese Forderung wurde dadurch erfiillt, dass
man die die Hebelsysteme schematisierenden Gelenkstidbe
G1M1, F2M2, F3M3 und G4M4 gewissermassen in verstell-
barer Lidnge ausfiihrte 8). Auf diese Weise konnten die For-
derungen (8) und (9) in sehr befriedigender Weise erfiillt
werden.

Beispiel 2. Ein weites, interessantes Anwendungsgebiet
der Photoelastizitit ist jenes, wo die Spannungen am Rand
vorgeschrieben, die entsprechende Form des Korpers gesucht
ist, d. h. im ebenen Fall y — f (x). Hier seien die Rand-
bedingiungen untersucht, denen die Halbebene mit stab-
formigem Fortsatz geniigen muss, wenn dieser Fortsatz auf
reinen Zug (oder Druck) beansprucht ist. Es sei hierbei ver-
langt, dass der gesuchte Rand frei und die Tangentialspan-
nung der Grosse nach konstant ist. Die Bedingungen lauten
in diesem Fall fiir den gesamten Stabrand (Bild 3)9), also fiir:

—(ae+0)=r=—a,a=2x=<a+C, y=f (2) und
—e=r=a, Y=00:
#) Die wirkliche Losung unterscheidet sich von der in Bild 2¢ sche-
matisch angedeuteten in gewigsen konstruktiven Einzelheiten,

9) Die mit * bezeichneten Kriifte gelten pro em Dicke.

P:k

(10 a) oy = konstant = oy = 5=

go =20
und fiir den Randteil:
—oo=rt=—(@+4+C) umde+C=zx=0, y=_0:

(10 b) 0, =0

Driickt man diese Bedingungen statt in Hauptspannungen oy,
oy in Normal- und Schubspannungen o,, g,, 7., aus, so lauten
sie fiir den gesamten Stabrand in einer der Aufgabenstellung
geméissen Form:

, il
(10a’) o =00 g0
y'2
% =0 e
»
S e

und fiir den ilibrigen Randteil:
(10b") oy =1Tzy=0

Auf photoelastischem Wege 10) wurde fiir die Randkurve
ein Profil ermittelt, das innerhalb der Messgenauigkeit durch
die Gleichung:

(11) y=171(x) =

/% (20C—x) . L
—(& [ln iﬁ%—%]ﬁc (ZC’—x)]

gegeben ist. Da diese Gleichung die Berandung eines verti-
kalen, aus einem horizontalen Schlitz austretenden Wasser-
strahles darstellt, wird das gefundene Profil als hydraulisches
Profil bezeichnet. Kerbe 11), Konsole und Kreuzknoten [9],
Eisenbahnschiene [10] usw. konstanter Randspannung sind
bemerkenswerte, technisch nutzbare
Modifikationen dieses Profils. Das
nachfolgende Beispiel gehort hinsicht-
lich Aussenrand ebenfalls in die
Gruppe «Randspannung vorgeschrie-
ben, Rand gesucht».

Bild 3. Profil konstanter Randspannung fiir
Zug oder Druck
2a = 7C = Stabbreite fiir y =+

X

Beispiel 3. Festigkeitstechnisch weisen kreiszylindrische,
dickwandige, auf Innendruck beanspruchte Behdlter insofern
keine optimale Form auf, als der Spannungszustand der In-
nenwandung unglinstiger als derjenige der Aussenwandung
ist. Im Zusammenhang mit giesstechnischen Erwidgungen 12)
tauchte die Frage auf, ob sich durch spezielle Formgebung
des Aussenrandes eine Verbesserung in festigkeitstechnischer
Hinsicht erzielen lasse. Nach der durchaus denkbaren Ver-
besserung des Innenrandes wurde s. Zt. nicht gefragt. Fiir die
Innenrandung r — a besteht die Bedingung:

(12a) oy (@, ) = o, (@, p) = — | q ‘ Innendruck
Fiir den Aussenrand r — f (¢) ist zu fordern:
(12Db) on (1,9) =0

10) Dies geschah u. a. durch Herausarbeiten des gesuchten Profiles
aus dem Vollen, vgl. [6]. Fiir ergiinzende Angaben siche [7], [8].

11) Diese entspricht einer vom Verfasser vorgeschlagenen Aneinan-
derreihung zweier hydraulischer Profile.

12) Giesstechnisch ergibt sich nach [11] eine Verbesserung infolge
der Sternausfiihrung dadurch, dass sich ein sauberer, zentrischer Kern-
guss herstellen lidsst. Ferner wird die Neigung zu Lunker- und Rissbil-
dung vermindert.
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Sternzylinder (ausgezogen):
InA: = Ky0y ; 03 =0

Kreiszylinder (gestrichelt) :
Aussenrand : 0;’=;§_—1 Iql; 0;=0

[nnenrand: g;‘:%[qli 0‘2'=~lql InB: 0= KBO'; ; Op=-lIgl
InC: 0;=Ke0y; 0=-Iq
Im ganzen Querschnilf : 03 =qu_32 Iql
gl
=g 19! q

i B0 mps)- ST %@
sin 2 (m+s) [(m+s)c_us - 5-sina] ns

mir:
_(4eMycin 180° o oo o 180°
cosar = (1+3)sin -0, B=90-a- o=

Bild 4. Zum Problem eines optimalen 350 at Hochdruckgasbehilters

wobei r = f (@) so gesucht ist, dass die Vergleichspannung:

oy =J 012+ 022 + 032 — 01 02— o203 — 0301
fiir die Punkte 4, B, C (Bild 4) moglichst gleich sein soll 13):
(12 c)

Oyq4 — O0gB — 040

13) Der Idealfall des hydrostatischenr Spannungszustandes in der
Behilterwanderung in bezug auf oy kann beim dickwandigen Zylinder
unter Innendruck schon deshalb nicht erreicht werden, weil o2 eine
Druck- und o3 ein Zugspannung ist, Nachfolgend sei untersucht, wie
gross 0y sein miisste, damit unter den vorliegenden Umstinden gy mini-
mal wird, o2 ist gegeben, o3 ist bei festem Verhiltnis m = b/a@ nur in
sehr engen Grenzen variabel und wird daher in der nachfolgenden
Rechnung als Konstante betrachtet. Es ist:

0,2 =012+ 092+ 032 —o0102—0203—o3 01 =[ (01)

Somit gilt fiir ein Minimum von oy :

d
do'i =2 01—02—0320
und daher:
02 + 03
U[ :—2—

und dies in oy eingesetzt, ergibt:
‘ 0o — 03 ‘ —
Oy min — 9 V 3

Im vorliegenden Fall ist am Innenrand o2 = —1, o3 =2, und es be-
trigt somit im giinstigsten Falle ¢y = 0,5 und 0, =2,56. Man ist demnach
bei der untersuchten Sternform noch recht weit vom theoretischen
Optimum entfernt.

a__ (dn,m) b)

a) F o item, dm)
Mij == :u

|
I
Mok ———Ip3

A (m, km)

RCIRCL) c)
Natur 1:1 10‘;:"‘(,,,,,,)

Tabelle 1. Spannungswerte der Behélter mit Kreisring- und Stern-
ringquerschnitt (16 Rippen). 3. Versuch: p=b/2 (Werte einge-
klammert), 4. Versuch: p = b.

Querschnitt  Punkt o1 o2 o3 a,
Kreisring A 4,11 0 2,06 3,56
B 5,11 —1 2,06 5,29
Sternring A 4,42 0 1,90 3,84
(4,96) 0 (1,78) (4,35)
B 4,23 —1 1,90 4,53
(4,12) —1 (1578) (4,44)
C 4,55 —1 1,90 4,81
(4,66) —1 (1,78) (4,90)

Da keine praktische Moglichkeit gesehen wurde, die ge-
suchte Randkurve theoretisch zu finden, wurde dies experi-
mentell und zwar auf Grund photoelastischer Versuche ver-
sucht. Man begann diese mit einem Modell mit vorgeschrie-
benem m — 1,205, dessen Aussenprofil acht kreishogenférmige
Mulden aufwies, deren Radius p — b betrug. Ueberraschender-
weise wurde nun die Vergleichspannung im Punkt 4 grosser,
namlich 5,96, als diejenige im Punkt B ¢, = 3,39, wéhrend fiir
den kreiszylindrischen Behédlter die entsprechenden Werte
3,82 bzw. 5,55 betragen, so dass also die Verhidltnisse noch
ungiinstiger wurden. Damit war erwiesen, dass diese erste
Versuchs-Profilierung zu extrem war, was man beim zweiten
Versuch durch sukzessives Abdrehen der Rippen zu korri-
gieren versuchte. Aus giesstechnischen Griinden14) wurde
diese Losung jedoch nicht akzeptiert und es galt, von Anfang
an eine Sternform mit jener Rippenzahl n und Muldenradius p
zu finden, die der Forderung (12c) moglichst nahekommt.
Auf Grund der Ergebnisse der beiden zuerst ausgefiihrten
Versuche kam man auf n — 16. Mit einem solchen Modell,
jetzt mit m — 1,22, wurden zwei Versuche ausgefiihrt, ndm-
lich mit p="5/2 und p —=b. Die diesbeziiglichen Ergebnisse
sind in Tabelle 1, die in diesem Beispiel verwendeten Bezeich-
nungen in Bild 4 gegeben. Wie ersichtlich, gelang es, die
Vergleichspannung ¢, von 5,29 auf 4,81 zu senken, was der
beachtlichen Festigkeitssteigerung von 10 % entspricht.

Sehr oft entstehen gewisse Randbedingungen dadurch,
dass die Modelle aus praktischen Griinden nicht beliebig
gross hergestellt werden koénnen. Von einem grossen Bau-
werk irgendwelcher Art, das schematisch in Bild 5a darge-
stellt ist, interessiert ndmlich bisweilen nur der Spannungs-
zustand in einem relativ kleinen Teilgebiet a. Bei Problemen
der Erdbaumechanik beispielsweise kann die Grosstabmes-
sung A bis zu einem km oder mehr betragen, wéhrend viel-
leicht lediglich nach dem Spannungszustand in einem Ge-
biet @ von nur einigen Metern Ausdehnung gefragt wird.
Wollte man nun ein «Idealy»-Modell gemiss Bild 5 b herstellen,
so miisste man alle Dimensionen proportional derart verklei-
nern, dass die Grosstabmessung A4’ kleiner oder gleich der
Maximalgrosse L des zur Verfiigung stehenden Modellmate-
rials wird. Durch die proportionale Verkleinerung wiirde aber
a' so klein, dass genaue photoelastische Messungen des beson-
ders wichtigen Details o’ nicht méglich wiren. Um zu exakten
Resultaten zu gelangen, ist man in solchen Féllen gezwungen,
nur das interessierende Teilgebiet, dieses aber dann in genii-
gender Grosse durch das Modell nachzuahmen, indem ay — L
(statt A’ = L) gemacht wird (Bild 5c¢). Nun aber ist der
Spannungszustand im <«Real»-Modell nur dann demjenigen
der Wirklichkeit dquivalent, wenn die Schnittréinder M1 M2,

14) Beim Abdrehen wird die Gusshaut verletzt und kleine Lunker
kénnen an die Oberfliche kommen, wo sie schiidlicher sind als im Inmern.

QCy (cm)
kﬁ 4

., Ideal - Modell Mi ___u/

Masstab z.8. 1: 100 —

, Real = Modell
l Masstab z.8. 1:10

Bild 5. Zur Modellmethodik: Grossenverhiiltnisse
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M2 M3, M3 M4 denjenigen Spannungen oder Deformationen
unterworfen bleiben, die dort vor dem Schneiden herrschten.
Durch das Ausschneiden des Teilgebietes sind also neue Rand-
bedingungen entstanden. Die folgenden drei Untersuchungen
zeigen, auf Grund welcher Ueberlegungen und mit welchen
Hilfsmitteln so entstandene Randbedingungen erfiillt wurden.

Beispiel 4. Die erste dieser Untersuchungen betrifft das
Polrad eines elektrischen Generators von 6,28 m Durch-
messer, an welches die Pole mittels Schwalbenschwanzverbin-
dung befestigt wurden. Solche R#ider miissen bekanntlich
einer Belastungsprobe unterworfen werden, bei der die Dreh-
zahl auf die Durchbrenndrehzahl der Turbine, im vorliegenden
Fall auf das 2,8fache der Normaltourenzahl zu steigern ist;
dies bedingt eine Erhohung der Fliehkrifte um das 2,82 =
7,84fache, so dass ausserordentlich hohe Krifte entstehen.
Umstédndehalber war die Belastungsprobe in den Werkstédtten
wahrend der Arbeitszeit auszufiihren. Durch einen vorgin-
gigen photoelastischen Versuch und festigkeitstheoretische
Ueberlegungen hat man sich s. Zt. vergewissert, dass diese
Probe dort und dann ohne Bedenken ausgefiihrt werden kann.

Hiétte man in diesem Fall ein Modell des ganzen Polrades
gemacht, was an sich denkbar gewesen wire, so hitte o
(Bild 5b) nur einige mm betragen. Man entschloss sich des-
halb zur Herstellung eines «Real»-Modelles in Form eines
Ringsektors, dessen Rénder M1 M2 M3 M4 in die Sym-
metrieebenen S zwischen den Polen gelegt wurden (Bild 6a).
Punkte in diesen Ebenen verschieben sich aus Symmetrie-
griinden nur radial und somit treten dort keine Azimutalver-
schiebungen auf. Zusitzlich muss aber — ebenfalls aus Sym-
metriegriinden — noch verlangt werden, das daselbst keine
Schiebungen auftreten. Es muss also fiir die beiden Schnitt-
rdnder a =r = b und ¢ + ¢ gelten:

(13 a) D=0
(13 b) Virg—0

Diese Deformationsbedingung wurde im Modellversuch
wie folgt erfiillt. Die Schnittrdnder wurden durch zusitzliche
Leisten so stark versteift (Bild 6b), dass man annehmen
konnte, dass sie auch bei Beanspruchung gerade bleiben 15).
Der Innenrand der vier Leisten wurde sodann durch je sieben
Pendelkugellager (total 28) so gefiihrt, dass nur eine Ver-
schiebung dieser Rénder in radialer Richtung in Frage kam.
Bei Belastung durch die Krafte P und F stellten sich auf diese
Weise die beiden Reaktionskrifte R in richtiger Grosse und
Richtung ein, was auch von ihren Verteilungen angenommen
wurde,

Hinsichtlich F ist noch zu bemerken, dass eine Elemen-
tar-Zentrifugalkraft in Wirklichkeit in jedem Punkt des Sek-
tors angreift. Diese konnte experimentell bestenfalls mit
grossem Aufwand nachgeahmt werden. Aus diesem Grund

15) Diese Leisten mussten nachtriglich wieder durch Azimutal-
schnitte unterstellt werden, da sie sonst das radiale Dehnen behindert
hitten, Dies stellle einen Kompromiss zwischen den zwei erwihnten,
nicht gleichzeitig erfiillbaren Forderungen (gerader Rand, radiales
Dehnen) dar,

Bild 6. Polrad

a) Schnittlegung und wirkende Kriifte
b) Fiihrung der Schnittstinder zu Erfiilllung der Randbedingungen
(13a, b)

wurde beim vorliegenden Versuch das betreffende Kraftfeld
durch eine konstante Randspannung am Rand M2 M3 ersetzt,
womit also die zusitzliche Bedingung fiir den Rand:

— v ==ty r=a

F*

(14) a; (@, o) = 05 = 5va

zu erfiillen war. Um dieser Bedingung zu geniigen, wurde
dhnlich wie in Beispiel 1 dieses Abschnittes vorgegangen.
Neue Randbedingungen entstehen oft auch dadurch, dass
man ein dreidimensionales Problem mit Hilfe eines ebenen
Modelles angendhert zu lésen versucht. Die folgenden zwei
Untersuchungen sind Beispiele hierfiir, die gleichzeitig davon
zeugen, dass die Photoelastizitit bei wichtigen Neuentwick-
lungen — Gasturbinenbau — und bei wichtigen Kunstbauten
— Staumauerbau — zur Mithilfe herangezogen wird.
Beispiel 5. Bis vor einigen Jahren erwies es sich als
schwierig, grosse Gusstahlstiicke geniigender Warmfestigkeit
fliir den Bau von Gasturbinenrotoren zu beschaffen. Die Lo-
sung wurde s. Zt. darin gefunden, dass man Ringe zusammen-
schweisste (Bild 7 a). Hinsichtlich der Hohe h der V-Naht
standen sich zwei Auffassungen gegeniiber. Wahrend man von
einer Seite einer mehr elastischen Anordnung (h relativ
klein) den Vorzug gab, wurde von einer andern Seite eine
eher starre Anordnung (h relativ gross) gefordert. Auf alle
Félle galt es aber, i so zu bestimmen, dass die Spannungen
in der Schweissnaht infolge der Reaktionskrifte S (Bild 7b)
die zulissigen Werte nicht iiberschritten. Aus verschiedenen
Griinden musste man in diesem Fall versuchen, zu méglichst
einfachen Versuchsgegebenheiten zu kommen. Dies fiihrte
dazu, dass man das Problem zweidimensional behandelte und
sich demgemiss aus dem Rotor zunichst eine diametrale
Scheibe herausgeschnitten dachte. Wiederum hiitte man nun
diese Scheibe durch ein Modell gesamthaft nachahmen koénnen,
wobei aber in diesem Fall h zu klein geworden wire. So ent-
schloss man sich, nur den Ausschnitt M1 M2, M3 M4, d. h.
den Teil zwischen zwei Symmetrieebenen zu untersuchen
(Bild 7b). Die ersterwdhnte Schnittlegung hitte die Anlegung
von Ringspannungen senkrecht zu den Modelloberflichen er-
fordert, was nicht realisierbar war. Als Ersatz entstand die
Forderung, den untern Rand M2 M2, M3’ M3 gleichmissig
auf Zug zu beanspruchen; die Randbedingung lautet also hier:

P#
(15) G == konstant

Diese Bedingung wurde dadurch ndherungsweise erfiillt,
dass man den untern Modellrand durch starke Leisten ver-
steifte und statt einer konstanten Spannung Einzelkrifte an-
greifen liess. Wegen dem vorhandenen Einschnitt E musste
eine gerade Anzahl von Reaktionskriften gewidhlt werden.
Man entschloss sich zu vier Kriften R1 bis R4, Bild 7ec,
wodurch indessen Einstellschwierigkeiten entstanden. Durch
einen speziellen, in Bild 7c angedeuteten Vorversuch gelang es,
das Modell so zu adjustieren, dass alle vier Krifte R genau
gleich gross wurden, Dies war wesentlich; denn eine Ungleich-
heit der Krifte hidtte im zu untersuchenden Querschnitt Q@
(Bild 7b) ein «Fremd»-Moment eingefiihrt und so die Re-
sultate verfilscht.

Die zweite Schnittlegung fiihrte zu der Forderung, dass
die herausgeschnittene Scheibe M1 M2 M3 M4 sich seitlich
zwar ungehindert dehnen oder zusammenziehen kann, dass
aber die Schnittrinder x = Oundax —a, 0 = y =< b (Bild Tc)
aus Symmetriegriinden auch nach der Belastung parallel
bleiben miissen, dass also fiir diese Rédnder die Gleichung

(16 a) =0

oy

gilt (Bedingung fiir Parallelfiihrung gemédss Gl. (5) der Ein-
leitung). Ferner gilt daselbst ebenfalls-aus Symmetriegriinden:

D

v
x

(16 b) =10

(%)

Die Addition beider Gleichungen (16 a), (16 b) ergibt die
Randbedingung:

(16 ¢) Yoy =0
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Bild 7. Gasturbinenrotor
a) Ansicht und Léngsschnitt
b) Erste Schnittlegung
c) Vorversuch: Adjustierung der
Reaktionskrifte

der Schnittridnder

Schnittrand;
Stabkrifte der Filihrung

die jedoch allein weniger streng ist als die erstgenannten
zusammen.

Zur Erfiillung dieser Randbedingungen wurde beidseitig
der in den Bildern 7 d und 7 e gezeigte Mechanismus (Doppel-
parallelogramm) angebracht, der die Eigenschaft hat, keine
Kréfte, wohl aber ein Drehmoment (Krédftepaar A4) aufzu-
nehmen. Selbstversténdliche Vorbedingung war hierbei, die
Rénder gerade zu halten, dies speziell im Hinblick auf die
Reaktionskridfte S der Schaufelfiisse, welche die Rédnder M1
M2, M3 M4 zu verbiegen versuchen (gestrichelte Linie in
Bild 7 e). Zu diesem Zweck wurden die seitlichen Modellrdnder
ebenfalls durch Leisten versteift.

Der Bauingenieur steht ofters vor der erdbaumechani-
schen Aufgabe, die Spannungen im Erdreich (Fels usw.) in-
folge Eigen- und Nutzlasten von Kunstbauten zu bestimmen.
Es handelt sich hierbei fast immer um rdumliche Spannungs-
zustdnde, wobei von den «eigentlichen Belastungsebenens 16)
aus die Krafte durch Schub auf Nachbarebenen und auf diese
Art auf das ganze umliegende Erdreich libertragen werden.
In relativ kurzem Abstand werden so die Lasten praktisch
vollig abgestiitzt. Da die experimentelle Losung derartig kom-
plexer, rdumlicher Probleme in'der Regel kostspielig und zeit-
raubend ist, wird oft eine angen#dherte Losung bevorzugt, in-
dem man das Problem experimentell als ein zweidimensionales
behandelt 17). Zieht man zunichst ein ebenes «Idealy»-Modell
in Betracht, so miisste dieses einerseits genau dem Vertikal-
oder Horizontalschnitt durch das Erdreich entsprechen, ander-
seits miisste es irgendwie abgestiitzt sein. Ausserdem wiirden
wiederum — da 4 (Bild 5a) in der Regel sehr gross ist — die
Dimensionen ¢’ und o’ (Bild 5b) klein. Falls es nun erlaubt ist,
A als unendlich gross zu betrachten, so kann ein «Real»-
Modell untersucht werden, an dessen Rand Schnittspannungen
angreifen, wie sie sich aus bekannten Formeln fiir die Halb-
ebene ergeben, vgl. [6]. Wie dies gemeint ist, geht aus dem
nachfolgenden Beispiel deutlich hervor.

16) Gemeint sind die Deckebenen einer «Ersatz»-Scheibe, die man
sich durch das betreffende Bauwerk und das Erdreich gelegt denkt, bei
einer Briicke beispielsweise durch eine Vertikalscheibe von Briicken-
breite, bei einer Staumauer durch eine Horizontalscheibe von Stau-
mauerhohe,

17) Man ist hierbei ohne Zweifel auf der sichern Seite, da man ja
annimmt, die ganze Last werde nur durch die «Ersatz»-Scheibe auf-
genommen.

d) Eigentlicher Versuch: Fithrung

e) Deformation bei ungefiihrtem
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Beispiel 6. Hier handelte es sich darum, das Spannungs-
feld unter einem der beiden Widerlager einer Staumauer zu
bestimmen. Die Niveaulinie zeigte bei diesem Widerlager
einen nicht unbedenklichen Verlauf (Bild 8 a), indem sich an
eine ausspringende Partie eine relativ tiefe Mulde unterhalb
des Widerlagers anschliesst. Es bestand damit die Gefahr des
Abscherens der genannten Partie. Das ebene «Ideal»-Modell
hétte eine der betreffenden Niveaulinie vollstindig folgende
Kontur aufzuweisen gehabt. Statt dessen wurde ein dreieck-
formiges «Real»-Modell hergestellt, dessen beide Katheten
zwei Schnitten durch das Erdreich entsprachen, wiahrend die
Belastungsstelle auf der Hypotenuse lag (Bild 8 a, ¢, d). Die
Schnittspannungen wurden einfachheitshalber nach Boussinesq
fiir die Halbebene gerechnet (vg. [6], und die Bedingung fiir
die Baustelle: rcosp —=a, wenn ¢y < ¢ = gound r sin ¢ = b,
wenn g = ¢ = ¢3, lautet demgemass:

_ 2P

an o 5 G

a 7

Zur praktischen Realisierung dieser Randbedingung wur-
den die Spannungen zundchst iiber je zwei Teilstrecken der
beiden Katheden integriert (Bild 8 b). Die vier so ermittelten
Einzelkridfte K1 bis K4 wurden durch ein Gestinge zu einer
Resultierenden P zusammengefiigt, die der Modellast P das
Gleichgewicht zu halten hatte (Bild 8c).

Nach de Saint-Venant beeinflusst der vorgenommene Er-
satz der kontinuierlichen Randspannung o, durch die vier Ein-
zelkrifte den Spannungszustand im gefihrdeten Gebiet prak-
tisch nicht, so dass also die durch die Art der Problemldsung
entstandene Randbedingung (17) fiir diesen Zweck geniigend

genau erfiillt war.
#* * ]

Der Verfasser mochte abschliessend auch an dieser Stelle
den auftraggebenden Firmen fiir ihr dem photoelastischen
Laboratorium der EMPA entgegengebrachtes Vertrauen dan-
ken, ebenso der Direktion der EMPA fiir die freundliche Er-
laubnis, tiber die hier ausgefiihrten Arbeiten berichten zu
diirfen. Cand. phys. J. Meyer hat bei der Abfassung dieser
Verdffentlichung mit grossem Interesse mitgewirkt, was
ebenfalls dankend vermerkt sei.

Adresse des Verfassers: Dr. ing. R. V. Baud, Vorsteher des photo-
elastischen Laboratoriums der EMPA, Leonhardstrasse 27, Ziirich,
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Bild 8b. Festlegung der Randteile
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Bild 8c. Zur angenidherten Erfiillung der Randbedingungen: Polygon
der Ersatzkrifte und entsprechendes Hebelsystem
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spital Ziirich gute Erfahrungen gemacht worden sind, der
Vorzug gegeben worden gegeniiber einer Verteilung von Klei-
neren Speiserdumen auf die Abteilungen. Der durch Faltwand
unterteilbare Aufenthaltsraum wird auch als Vorfiihrungs-
saal der Krankenpflege- und Hebammenschule, fiir drztliche
Fortbildungskurse und als Sitzungszimmer der &rztlichen
Direktion dienen. Geschoss D: In den Nischen im Korridor
der Infektionsabteilung werden Handwaschbecken und Klei-
derhaken angebracht, damit die Aerzte und das Pflegepersonal
nach dem Verlassen der Krankenzimmer die Hénde reinigen
und die Méntel wechseln konnen. Die kleinen mit eigenen
sanitdren Einrichtungen versehenen Einheiten konnen be-
trieblich beliebig kombiniert und soweit Platz vorhanden
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