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7. "ahrga"g Der S.l. A. ist fiir den Inhalt des redaktionellen Teils seiner Vereinsorgane nicht verantwortlich Nummer 32
Uebergangskurven mit einfachem Kriimmungsgesetz
Von H. PETER, Dipl. Ing. ETH, Bern DK 625.113
Die Linienfiihrung eines Verkehrsweges besteht im Grund- ]! " ;
riss aus Geraden und Kreisbogen, die man Grundtangenten L ? = wa Superponieric Wondepinkl Boualcs
und Grundkreise nennen kann. Die Berithrungspunkte B haben
vom Scheitel des Grundtangenten-Winkels » den Abstand II. i == xvxn 1 y? = xr Lemniskate von Bernoulli
0
T— y
Rtg = Rtg = 1
2 2 III. 3 = %8 Klothoide

Die Radien R der Grundkreise und die Tangentenwinkel
(bzw. deren Supplemente, die Centriwinkel y) sind durch das
Projekt festgelegt (Bild 1).

Beim Uebergang der Linienfitlhrung von der Geraden zum
Kreis vom Radius R betrdgt der Kriimmungsunterschied
1/R — 1/c = 1/R, beim Uebergang vom Kreis B zum Kreis r
entsprechend 1/r — 1/R = %R—T 5
schied muss besonders aus fahrtechnischen Riicksichten all-
mdahlich liberwunden werden, was durch Einschaltung von
Uebergangskurven erzielt wird. Als solche scheinen sich
im allgemeinen Wendepunkt-Kurven mit einfachem, sicher
iiberblickbarem Kriimmungsgesetz zu eignen, das die
mathematische Grundlage der Uebergangskurven bildet1).
Diese werden auf ein Koordinatensystem bezogen, dessen
Ursprung 4 im Wendepunkt liegt und dessen Abszissenaxe
mit der Grundtangente zusammenfillt. Die minimale
Lénge der Uebergangskurven muss von den zustdndigen
Behorden vorgeschrieben oder von verantwortungsfiahigen
Fachleuten festgelegt werden; es kann sich dabei je nach der
Art der Uebergangskurve um die Abszissenldnge xg oder die
Leitstrahllinge rg oder um die Bogenldnge sg handeln, so dass
dmin = g > g > 8 wird.

Von ausschlaggebender Wichtigkeit ist die richtige Orien-
tierung der Uebergangskurve in bezug auf den jeweiligen
Grundkreis R der Linienfiihrung; die endgiiltige Fahrkreisaxe
muss mit dem Kriimmungskreis ¢ der Uebergangskurve im
Endpunkt E vollstindig iibereinstimmen. Zu diesem Zwecke
miissen die Koordinaten zy und yy des Kriimmungskreis-
Mittelpunktes fiir den Endpunkt E berechnet werden. Die
Uebergangskurve ist in allen Féllen so zu orientieren, dass
der urspriingliche Beriihrungspunkt B den Abstand xp — xy
+ (yuy — R)tgy/2 vom Ursprung A der Uebergangs-
kurve hat (Bilder 1 und 2).

Der mathematische Ausdruck fiir die Kriimmung lautet
allgemein:

Dieser Kriimmungsunter-

in rechtwinkligen Koordinaten

1 y/r
la —_———_———
( ) é) (1 + y/2)8/2

in Polarkoordinaten

— y'" cosd &

e R 2

T T s
Nachstehend werden drei einfache,
Krimmungsgesetze untersucht, nimlich

(1b)

leicht {iberblickbare

1) Vgl. H. Peter, Die Gestaltung der Schienenfahrbahn, SBZ

1949, Nr. 18, S. 245%, und 1950, Nr. 32, S. 434*.

Bild 1.

Grundtangenten und Grundkreise der Linienfiihrung, Orientierung

I. Die Kriimmung ist proportional zur Abszisse (Bild 2)

1 y'"

— = —y"CcoSRo— %2
0 (1 4 yr2)%e s

Der Endpunkt E der Uebergangskurve hat die Abszisse xgp =1,
der Kriimmungsradius daselbst ist ¢ = gg; beide werden ent-
sprechend dem Wesen der Uebergangskurve als bekannt vor-
ausgesetzt. Ausserdem soll der Anfangspunkt 4 ein Wende-
punkt sein.

= ak 1 g
Fir *x — 2 =1 muss — — — — x2 sein, also
9 OE
OEXE 0!

1/og ist der zu {iiberwindende Kriimmungsunterschied, ! die
Bezugsldnge und A die spezifische Krimmungsdnderung.
OFE

Die Differentialgleichung y'’ cos3a == x 2 muss integriert wer-
den, damit die Gleichung der Uebergangskurve, die dem
Kriimmungsgesetz I entspricht, erhalten wird.

Der allgemeine Ausdruck de = y" dx cos2a fiir den Win-
kel zweier unendlich benachbarten Tangenten (Kontingenz-
winkel) ermdglicht die Trennung der Variabeln wie folgt:

(3) cos ado — xxdxr

xx? tg «

(4) durch Integration sin ¢ = =

1

1+ tga)

Die Integrationskonstanten werden 0 weil fiir # — 0 alle
Uebergangskurven y = y’ = y"” = 0 haben miissen.
Quadriert man die grundlegende Gleichung (4), so wird

22 22

2 i, 2
7 n tgla —tgle
und daraus folgt:
l/’
2 Py 2 2 rd
(5) gt i XX __:xx ( _xx)
2V1_ 22t 2 4
4
xx2 2820 3 x5 x10 SxTax\
AN 16 256 2048

und durch Integration

Bild 2. Uebergangskurve, Bezeichnungen
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£ g (A7) tge=

xx2 22 x4 s

(6) y:f 3 dw(l— 4 )= 2 cos2gsing 4 rcosg cotg 2 ¢ sin ¢ + cos ¢

0 =0 =
—— CcoS 2¢ CcOS ¢ — 7 8in cotg 2¢ cos ¢ — sin

s x3 2327 3 x5 1l %715 T P P P g ap 9P P

=5 " 1p) 2816 10243 Dereolnien:

Diese Kurve stellt eine Ueberlagerung von Wendepunkt-
Parabeln dar, deren Exponenten 2 n + 3 sind, wenn n =0, 2, 4,
6 ... gesetzt wird. Ihre Reichweite als Uebergangskurve ist
unbegrenzt.

Die Gl. (4) liefert den Tangentenwinkel «, im besonderen
ag fire=ag=1.

Nun kénnen die Koordinaten xy und yy des Kriimmungs-
kreis-Mittelpunktes M fiir den Endpunkt E berechnet werden:

#)

x?g o

- S in ¢p — g — Op— =
(7) Ly — XE — OE S E E— OF ZopaE

ZE
2

(8) Yy =— YE + QF COS af

Ferner wird das Orientierungsmass AB:
Y
9) zp =2y + (Yg — R) th

Mit Hilfe der Gleichungen (2), (4) und (6) bis (9) kann die
Uebergangskurve vollstdndig  berechnet und orientiert
werden.

II. Die Kritmmung ist proportional zur Lange des Leitstrahls

In Polarkoordinaten
2 2 frb 1’
L e LR e
0 (r2 4 7'2)32
Fiir den Endpunkt E ist ¢ = g und r = rg = [, also die spe-
zifische Kriimmungsédnderung

1

10
o CETE

X —

Die Lemniskate von Bernoulli ist eine Kurve, deren
Kriimmung proportional zum Radiusvektor ist, was aus ihrer
iiblichen Definition zwar nicht ohne weiteres ersichtlich ist.
Ihre Gleichung in bezug auf die rechtwinklig zueinander stehen-
den Wendepunkt-Tangenten lautet:

in rechtwinkligen Koordinaten

(11) (22 4+ y?)2 = 2axy

in Polarkoordinaten

(12) r2—a?sin 2 ¢

Ihre Krimmung an irgend einer Stelle r,¢ betrdgt

a? B ? ot
i == ,3, T,, also 9y = ——— und somit die spezifische
0 a? 3r

Kriimmungsédnderung

3

(13) G

x =
wo a den grossten Radiusvektor (Leitstrahl, Fahrstrahl) be-
deutet. Man setzt I = rg' und berechnet

(14)  a—)3rgor

worauf fiir jedes beliebige r oder rja der Winkel ¢ aus (12)
folgt. Die zugehorigen rechtwinkligen Koordinaten sind dann:

(15) % =17 CoS ¢
und
(16) Y =rsin ¢

Die Tangentenneigung in irgendeinem Punkte kénnte man
mit Hilfe der Formel

Bei ndherem Zusehen zeigt sich aber folgender Zusammen-
hang zwischen den Winkeln des Dreiecks Polaraxe-Leitstrahl-
Tangente:

(18) tg (¢ — ¢) —
T rde TR r2 gy a’8in 2 ¢
FE T e A AT

— —to 2
a?cos2¢g atcos 2¢ <l

woraus folgt

(188.) tx—(p:Eq)
und
(18b) a =3¢

Der Winkel @ — ¢ zwischen Leitstrahl und Tangente ist doppelt
so gross wie der Polarwinkel ¢, der Winkel a zwischen
Tangente und Polaraxe ist 3 ¢. Fiir 9 =7/4 wird @« — ¢ = 7/2
und a==3 7/4; aus Gleichung (12) folgt fiir diesen Scheitelpunkt
der Lemniskate r — ¢ = Maximum und damit 1/9 — 3 r/a® = 3la
= Maximum, sowie g = @/3 = Minimum. Die Reichweite der
Lemniskate als Uebergangskurve geht also bis a = 37/4 und ist
somit praktisch unbeschrénkt, weil schon a =7 /4 kaum je iiber-
schritten wird.

Der Kriimmungskreis-Mittelpunkt M fiir den Endpunkt E
hat die Koordinaten:

a?
(19) x‘\,:w(sinq‘+cos¢sin 2¢) = xg — 0 8in 3¢

2

a
(20) yy= 37

(cos ¢ + sin ¢ 8in 2¢) = yg + opcos 3gg
Ferner wird das Orientierungsmass 4B

(21) =z =ay + (yy — R) tg—;z'—

Bei der Lemniskate ist es, d&hnlich wie bei der kubischen
Parabel (Wendepunkt-Parabel 3. Grades) oder einer andern
Kurve in geschlossener Gleichungsform, méglich, zum vorn-
herein y y == R zu machen, wodurch die Orientierung xp — a7
konzentrisch wird, so dass die Fahrkreisaxe o in einfachster
Weise vom Grundkreis R aus abgesteckt werden kann.

o

a
Mit Hilfe der Gleichungen g — o (12) und (20) lassen

sich folgende Beziehungen ableiten:

5 3R 2rig
22 sin gp = 3 [ V1 S 5
= PE= gvg ( 9R? )
TE
23 = et Tl
(23) 0K 3sin2¢pp
(24) Ym — 9k (cos QE + sin PE sinqug) = R

Das Orientierungsmass AB betrédgt in diesem Fall ag — x)r
und g wird etwas kleiner als R; 1 bis 29/, Abweichung sind
aber sehr wohl vereinbar mit einem angemessenen Toleranzen-
system.

II1. Die Kriimmung ist proportional zur Bogenlinge s (Bild 2)

Yy

—— ] L o] LY X
(1 »]‘ yrZ);r:r: Yy

1
(25) mer—
(Y
Fiir sp—1lwird 1/p = 1/pr und die spezifische Krilmmungs-
dnderung
1 1

(26) =t ——
OF SE a*

, d.h. gs— a?

Die Kurve mit diesem Kriimmungsgesetz ist Klothoide ge-

2) Diese bemerkenswerte Eigenschaft der superponierten Wende- : s : <
; f . e n ; rden * nehm g Sk = a?
punkt-Parabel ist unbedachterweise ohne Einschrinkung auch der .anm‘ WO den, ‘Wir : e _an’ Flne K]OthOlder . O S’“a
kubischen Parabel zugeschrieben worden, was sich bei den Ueber- liege gegeben vor. Allgemein gilt da - dsfo, speziell fiir die
gangskurven der Schmalspur-Bahnen recht schiidlich ausgewirkt hat. Klothoide gilt ¢ a?ls; damit wird
e i




8. August 1953

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG 459

sds 1 82 s
— d = —_——= ——
= und « a2fs S T %o

Mit Hilfe dieser grundliegenden Beziehung (27) gelingt
eine Parameter-Darstellung der Klothoide wie folgt:

(27) do —

(28)
(29)

dy — ds sin «
dx — ds cos o

Aus a=s/2 9 (27) kann ds berechnet werden, ndmlich:
s a? s
_ ——y « I, = 1
9 =5, oder —, dh s a}/2« und also

1/,

(30) ds_—_a% o) D O

=

Damit werden:

a a
a sin « d« a cos « du

o i { R
0 0

Die Integration muss durch Reihenentwicklung erfolgen

a
a sin « da

V2 Ve
0
Bl Vé« odls ol o'y oy o'y
T [ 3 42 1320 75600 ' 6894720
a
(o) te MR EaE
V2 Ve
0
ettt [Fo e, Bl e e
=02 [“/‘ 10 T 216 0360 T 685440 "’

Die sin- und cos-Reihen filir a=s/29, durch a'» geteilt,
a

integriert und mit —— multipliziert, liefern also die recht-
2

winkligen Koordinaten eines Klothoiden-Punktes, der vom
Wendepunkt den Bogenabstand s hat und dessen Tangente den
Winkel @ mit der Abszissenaxe bildet, wobei ¢ der Kriimmungs-
radius der Klothoide in diesem Punkte und ¢ = V\OE sg ist.

Fiir die praktische Rechnung empfiehlt es sich, jedes Glied
sofort mit a ]/2_ zu multiplizieren und die Rechnung abzu-
brechen, wenn die 4. Dezimale (Zehntel-Millimeter) nicht mehr
beeinflusst wird, was etwa beim 4. Glied der Reihe zutreffen
wird.

Die Reichweite der Klothoide als Uebergangskurve ist un-
beschrinkt.

Der Winkel a,.;:%wird in bekannter Weise in Grad-
mass verwandelt durch Multiplikation mit 1809/ bzw. 200 /7.
Die Koordinaten des Kriimmungs-Mittelpunktes M werden:
(35) xy — g — Qg Sin af
(36)  ym =Yg + ¢pcosag

Ferner wird das Orientierungsmass 4B

(37)  ap =y + (yn —R) tg 2

Die Berechnung eines Beispiels mit gg =100 m und =
xg = TEg = 8g =— 50 m ergibt folgende Zusammenstellung:

Kriimmungsgesetz OE| % YE | XTm Yu |t8aE
1 1
L — —x2; 2= —" [100|50,0004,224| 25,000 101,049 (0,258
(¥ OE XE
1 1
II. — —x7; x = 100| 49,825(4,181| 24,971| 101,044 (0,552
0 OE Tk
il 1
III. — — xs; - 100| 49,689(4,148| 24,944| 101,039 (0,257
4 OF SE

Ueberbriickung grosser Spannweiten g g0

Projekte zur Ueberbriickung grosser Spannweiten sind
heute keine Seltenheit mehr, wo ja auch fertige Ausfiihrun-
gen schon mehrfach vorliegen. Aber wihrend friiher diese
grossen Ueberspannungen ein unbestrittenes Privileg der
Hingebriicken waren, so konnen wir heute — jedenfalls auf
dem Papier — Bogen- und sogar Balkenkonstruktionen sehen,
die den mittleren Héangebriicken leicht den Rang ablaufen
diirften. Beim Wettbewerb Oesterledenl) der Stadt Stock-
holm galt es, zwei Quartiere der inselreichen Hauptstadt durch
eine neue Verkehrsader zu verbinden, die eine Breite von 30 m
erhalten soll. Da die Hauptspannweite bei rd. 500 m liegt,
waren zwei Drittel der eingereichten Briickenprojekte Hénge-
briicken mit einem, zwei oder vier Kabeln (wir sehen von
den Untertunnelungsprojekten ab, welche alle ungefdhr 50 9,
teurer waren). Das kiihnste Bogenprojekt war ein Eisen-
triager von 525 m Spannweite mit halbhoher Fahrbahn. Andere
Bogen tlbertrafen diesen zwar an Lé&nge, sahen aber als
Haupttrdger eiserne Fachwerkbogen vor. Ein Eisenbeton-
bogen von 400 m Spannweite und eine vorgespannte Balken-
briicke von 420 m (!) mittlerer Oeffnung verdienen wohl
auch noch Interesse. Es wurden aber nur zwei Hingebriicken
preisgekront (siehe «Bautechnik», Febr./Mirz 1951, und
«Génie Civily 1951, Nr. 19).

Wohl eines der kiihnsten Projekte ist aber zweifellos die
Ueberbriickung der Strasse von Messina, woriliber «Der Stahl-
bau» vom Mé&rz 1951 und «Le Génie Civil» vom 15. Okt. 1951
Auskunft erteilen. Da diese 30 m breite Briicke vorwiegend
dem Eisenbahnverkehr dienen soll und nur im «oberen
Stock» noch eine 7 m breite Strasse vorsieht, und da starke
Winde (bis 160 km/h) und Erdbeben als ausserordentliche
Belastung erwartet werden, ist als Versteifungstriager ein
Fachwerkbalken von variabler Hohe geplant. Er soll in der
1524 m langen Mittel6ffnung eine Maximalhdéhe von 55 m
erreichen. Die Kabel selber laufen in der mittleren Partie
der Hauptéffnung und an den Enden der halb so langen
Seitendffnungen in die Versteifungstrdger hinein, mit deren
Obergurt sie starr verbunden sind. Dadurch diirften wohl die
Schwingungen herabgemindert werden. Die Pilonen haben
eine Totalhdhe von 320 m, wovon 120 m unter dem Wasser-
spiegel liegen. Diese Unterwasserteile sowie die Fundationen
miissen vor allem auch der starken Meeresstromung stand-

‘halten. Die Kosten diirften sich auf rd. 20 000 Dollar pro

Meter belaufen, was fiir das 3 km lange Bauwerk eine Total-
summe von 60 Mio Dollar ausmacht. Wenn das auch Zu-
kunftstrdume sind, so entnehmen wir doch dem «Ingegnere»
und der «Politica dei Trasporti» vom Méirz 1952, sowie dem
«Génie Civily» vom 15. Juli 1952, dass eine allerdings be-
scheidenere Ueberbriickung der Strasse von Messina heute
bereits im Bau ist. Es ist dies eine Starkstromleitung von
220 kV, welche in einer Spannweite von 3,6 km den elek-
trischen Energieaustausch zwischen Italien und Sizilien er-
moglicht. Die vier Drahtseile, deren Dicke rd. 3 cm betrigt,
besitzen einen Durchhang von 180 m; an ihrer tiefsten Stelle
liegen sie noch 70 m tliber dem Meeresspiegel. Die Pylonen
sind rd. 200 m hoch; derjenige auf der kalabresischen Kiiste
ist auf Kote 116 fundiert, so dass seine Spitze 362 m hoch liber
dem Meeresspiegel liegt. Ueber Einzelheiten der Verankerung
und besonders iliber Versuche an der dazu gehodrigen Kabel-
trommel berichtet «L’Energia Elettrica» vom Dezember 1952.

Wettbewerb fiir ein Primarschulhaus

im Untermoos in Ziirich-Altstetten
DK 727.1 (494.34)
Aus dem Raumprogramm

I.Schulhausbau: 12 Primarschulklassenzimmer fur
je 42 Schiiler, 66,3 m2. 10,2 X 6,5 X 3,0 m. (Die Lédngen- und
Breitenmasse wurden aber freigegeben, sofern die Grund-
fliche von 66,3 m2 nicht iiberschritten wurde und wenigstens
42 Schiiler Platz hatten.) 2 Maddchenhandarbeitszimmer, Sing-

saal, Lehrer- und Sammlungszimmer, Hausvorstands- und
Materialzimmer.
II. Turnhallenbau. Turnhalle, Turngeriteraum,

2 Umkleiderdume fiir je 40 Schiiler, Duschenraum zwischen
den Umkleiderdumen, Turnlehrerzimmer, Nebenrdume.

1) Siehe SBZ 1948, S. 141; 1949, S. 320 und 1950, S. 484.




	Uebergangskurven mit einfachem Krümmungsgesetz

