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Wahrscheinlichkeits-Betrachtung im Zusammenhang mit Dauerkurven

Von Dipl. Ing. ARNOLD ESCHER, Ziirich

Bei Entwurf und Ueberpriifung von Wasserkraftanlagen
mit gegebenen oder zu schaffenden Speichermoglichkeiten fiir
kurzfristigen Lastausgleich (z. B. iiber Woche oder Monat) ist
die Kenntnis der minimalen, wahrend bestimmter, relativ klei-
ner Zeitintervalle (¢) verflighbaren Wassermengen (M,) von
Bedeutung. Wenn die Abflussmengen des zu nutzenden Ge-
wéssers in Funktion der Zeit (@) iiber geniigend lange Zeit-
riume bekannt sind, erfolgt die Bestimmung von M, auf ele-
mentare Art gemiss Bild 1 durch statistische Feststellung des
kleinsten der in Frage kommenden Werte, wobei:

z 4t
1) M, — mian,dz — (min Q) t

Sind jedoch die Abflussmengen nur in Form von Dauer-
kurven (Bild 2) bekannt, so nimmt das Problem einen grund-
sédtzlich anderen Charakter an. Durch die Anordnung der Q-
Werte nach ihrer Grosse werden die zeitabhingigen Gruppie-
rungen willkiirlich gestort, und das tatsédchliche Bild des Ge-
schehens verschwindet, womit auch die Grundlage fiir die ele-
mentare Bestimmung der gesuchten M,-Werte dahinfilit.

Im Folgenden stellen wir uns daher die Aufgabe, die mini-
male Gesamtwassermenge M, K wie sie in Bild 1 durch die
kreuzweise schraffierte Flidche gekennzeichnet ist, oder, was
auf das selbe herauskommt, die fiir ein bestimmtes
Zeitintervall ¢t minimale mittlere Wasser-
menge min @, auf Grund von gegebenen
Dauerkurven zu bestimmen. Diese Dauerkurven
konnen an Hand von direkten Beobachtungen und
Messungen, durch Analogieschliisse aus vergleichbaren Ge-
bieten, oder mit Hilfe von theoretischen Betrachtungen
erhalten worden sein; es wird vorausgesetzt, dass sie ein
geniigend genaues Bild der hydrologischen Verhiltnisse ver-
mitteln.

Ein angendherter Wert flir min. @,, ldsst sich in der
Weise bestimmen, dass in der Dauerkurve, ausgehend vom
Minimum, also von x — 0, das Mittel der Wassermengen iiber
das gewiinschte Zeitintervall gebildet wird, das heisst

1
(2) approx. min @ ,, = — (Qx dx
o
0

Das so erhaltene Mittel ist aber auf jeden Fall zu klein.
Indem ndmlich die Dauerkurve definitionsgeméiss die nach der
Grosse geordneten Werte darstellt, ist es klar, dass beim natiir-
lichen, ungeordneten Ablauf der Ereignisse in einem, das mini-
male Mittel aufweisenden Zeitintervall immerhin auch noch
einzelne grossere Werte auftreten, die in der Dauerkurve gros-
senordnungsméssig ausserhalb des fiir die angeniherte Be-
stimmung angenommenen Zeitintervalles fallen. Gleichermas-
sen werden in der Wirklichkeit einzelne kleinere Werte ausser-
halb des Zeitintervalles des minimalen Mittels auftreten.

Die Bestimmung eines mit den tatsédchlichen Verhiltnissen
besser {ibereinstimmenden Mittelwertes, den wir als wahr-
scheinliches minimales Mittel bezeichnen kénnen, erfordert da-
her gewissermassen die Befreiung der in der Dauerkurve ge-
ordneten Werte aus dieser Zwangsordnung und ihre Riickfiih-

E Wassermengen
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—
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Bild 1. Ableitung des Begriffs der minimalen mittleren Wassermenge

min @Qme¢ aus dem zeitlichen Verlauf der Wassermengenkurve Q-

DK 627.133.5

rung in die im natiirlichen Geschehen moéglichen Gruppierun-
gen, unter denen wir die das minimale Mittel ergebende Gruppe
zu ermitteln haben.

Falls unsere Untersuchungen sich auf verh#ltnismissig
kleine Zeitintervalle (¢) innerhalb eines hydrologisch einheit-
lichen Zeitraumes (7T') beziehen, darf wohl angenommen wer-
den, dass die Gruppierung der fraglichen Q@-Werte den Gesetzen
des Zufalls unterworfen ist, Unter dieser Voraussetzung konnen
die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Lésung un-
serer Aufgabe herbeigezogen werden.

Das wahrscheinliche Mittel der Abflussmengen stellt sich
demnach dar als der Mittelwert vom Zufall abhingiger Ereig-
nisse, oder als die Summe der Produkte der moglichen Werte
mit den zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten, das heisst ganz all-
gemein:

Wy, AT
T
[ wy dx
0

T
(3) wahrscheinl. Q,,, — | Q.

0

Das Problem besteht nun darin, die Wahrscheinlichkeits-
funktion w,, zu bestimmen, das heisst die Wahrscheinlichkeit,
die ein in der Dauerkurve der Abszisse x zugeordneter @-Wert
besitzt, innerhalb des Zeitintervalles t aufzutreten. Analytisch
gesprochen wird es sich bei der Funktion w,, um eine Kurven-
schar handeln, wobei der Parameter ¢ die den einzelnen Zeit-
intervallen entsprechenden Wahrscheinlichkeitskurven w, fest-
legt.

Zur Bestimmung der Funktion w,, gehen wir, in Anleh-
nung an den klassischen Ansatz von Gauss, in folgender Weise
vor:

A. Aufstellen der strengen oder plausibeln Bedingungen, denen
das Wahrscheinlichkeitsgesetz auf Grund der Natur der Auf-
gabe und der gegebenen Voraussetzungen logischerweise zu ge-
niigen hat.

B. Wahl eines analytischen Ausdruckes, der den Bedingungen
unter A geniigt und einer weiteren mathematischen Behandlung
zugénglich sein soll.

Als Bedingungen nach A stipulieren wir fiir die, dem min.
@ m: entsprechende Wahrscheinlichkeits-Kurvenschar:

a) Sémtliche Kurven weisen fiir # — 0, das heisst in er
Ordinate des Qpi,,ein Maximum —1 auf, indem wir annehrper,
dass @ ,i, auf jeden Fall im Zeitintervall des minimalen Mit"‘t{@
enthalten ist, und dass die unmittelbar benachbarten Q-We =<+
ebenfalls die grosste Wahrscheinlichkeit besitzen, im fragliche:
Zeitintervall aufzutreten.

b) Auf Grund der selben Ueberlegung ergibt sich, dass die
Wahrscheinlichkeitskurven w,,flir kleines ¢ sich immer mehr
der Ordinatenaxe x = 0 ndhern, um fiir den Grenzwert ¢t — 0
mit ihr zusammenzufallen.

c) In der Axe von @ ., bzw. fiir # = T erreichen sédmtliche
Kurven ihren relativ kleinsten Wert, unter der Annahme, dass
@max von allen Werten die geringste Wahrscheinlichkeit be-
sitzt, in das gleiche Zeitintervall mit @,.;, zu fallen. Fiir klei-
nes ¢t wird dieser Wert wr, auf jeden Fall ~ 0 sein, fiir gros-
sere Zeitintervalle jedoch konnen wir erwarten, dass wr, zwi-
schen 0 und 1 liegt.

Qpmin v

Bild 2. Ableitung der minimalen mittleren Wasser-
menge min @m¢ aus der Dauerkurve Qx
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Bild 3. Funktion w,, fiir verschiedene Werte von p bzw, W,
Q
d) Wird das Zeitintervall ¢ — 7', so ist Gewissheit vorhan-
den, dass simtliche @-Werte im betrachteten Zeitintervall ent- o
halten sind. Der vom Zufall abhidngige Mittelwert fillt daher a Jor Wassermengen
fiir diese Grenze mit dem gewohnlichen Mittelwert zusammen, | PT ] Da“erk‘,],;v:mes hydrologischen
das heisst: e W e T=1825
7 T 15 e :
f QW r dx f Q. dx = 134
. =2 _*ﬁ__/t _______ = Mittelwert
7dl o7 i \]‘gp] nrelwerire T
Of Wer 42 of dx 10 102 wahrscheinl. Min :[:jﬁu’xdx:i
oder >—7——~~o,92 wydx |,
¢
W, — const. =1 7L Z/;" ———— angendhertes Min. =%ﬂ‘){]
T / %8 (zum Vergleich) Jax 0
Wr :fwxrdw:T o
0
e) Fir ein beliebiges Zeitintervall kann angenommen wer-
den, dass die entsprechende Wahrscheinlichkeitskurve derart G = 7y 28 Tage

beschaffen sei, dass:

T
[ Wi X
__ 0

T
[ wyrdx
0

t

w,
Wr

Der Ausdruck:
T
Wi— f Wy A
0

stellt ndmlich in der Terminologie der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung nichts anderes dar als «die Summe aller {iberhaupt mog-
lichen Fille» und muss dementsprechend im direkten Verh&lt-
nis zur Grosse des Zeitintervalles stehen.

Die Wahl des analytischen Ausdruckes nach B ist offen-
sichtlich mit einer gewissen Willkiir behaftet, da sich aus der
Problemstellung nicht geniigend Bedingungen zur eindeutigen
Definition des Verlaufes der w,,- Kurven ableiten lassen. Im Hin-
blick auf verwandte Probleme, wo analoge Verhéltnisse auf-
treten, ist jedoch die Annahme naheliegend, dass eine Exponen-
tialfunktion den geeignetsten Ansatz darstellt, und zwar in
der flir die Wahrscheinlichkeitstheorie grundlegenden Form:

— pa?
(4) y—=e

Mit diesem Ansatz, in dem p den Parameter — f (¢) dar-
stellt, werden die Bedingungen a) und c¢) auf jeden Fall erfiillt,
ferner die Bedingung b) mit p — co und d) mit p = 0.

Bedingung e) ergibt, wenn wir zugleich den Zeitraum T
als Abszissen-Einheit wéahlen:

— Wy

oder filir kleines ¢, wobei wy, ~ 0

11/ =
‘7V?‘ ‘

€2 2
Wt ~ f 6— L dr —
0
woraus

T
(5) b= ey

Das Wahrscheinlichkeitsgesetz, das in Verbindung mit
Formel (3) die Bestimmung der gesuchten minimalen Mittel-

werte ermoglicht, lautet demnach:

=

(6) Wyt — €

Bild 4. Bestimmung der wahrscheinlichen minimalen mittleren
‘Wassermengen flir die Zeitintervalle von 7, 14 und 28 Tagen aus
der Dauerkurve der Wassermengen wihrend eines hydrologischen
Halbjahres

In Bild 3 sind die w,,-Kurven fiir verschiedene Werte
von t bzw. W, wiedergegeben. Aus der graphischen Darstel-
lung ist leicht ersichtlich, dass in dem fiir unsere Aufgabe in
Frage kommenden Bereich von im Maximum /7 — 1 Monat
auf 6 Monate, oder W, < 0,67 die Formel (6) als praktisch

T

genau angesehen werden kann, indem die Differenz von [
0

Qo
und [ , die vernachldssigt wird, sehr schnell verschwindend
0

kleine Werte annimmt.

In Bild 4 skizzieren wir den Gang der praktischen Anwen-
dung der Methode, wobei wir den fiir die Bestimmung des
T- bis 28-tdgigen minimalen Mittels in Frage kommenden Teil
einer Halbjahres-Dauerkurve in zwei typischen Formen (Typ I
und Typ II) wiedergeben. Darauf werden die w,¢ -Kurven nach
Formel (6) aufgezeichnet fiir W, — 7 /182,5 Tage = 0,038,
bzw. 0,077 fiir 14 Tage und 0,154 fiir 28 Tage. Der gesuchte
Mittelwert ldsst sich nun nach Gleichung 3 wie folgt an-
schreiben:

1
min @, — W :
t

T

[ QxWyy AT

wobei das Integral ohne weiteres auf Grund der gegebenen
@, und w,,-Kurven nach einer der geldufigen Methoden aus-
gewertet werden kann. :

Die Ergebnisse dieser Berechnung sind ebenfalls in Bild 4
wiedergegeben, und zum Vergleich sind noch die angen&her-
ten Mittelwerte nach Formel 2 iiber die entsprechenden Zeit-
intervalle eingetragen. Mit den zu Grunde gelegten, der Praxis
entnommenen Annahmen ergibt sich dabei eine maximale Ver-
besserung der wahrscheinlichen gegeniiber den angendherten
minimalen Mittelwerten von rund 10 ¢/,. Da diese Werte auch
die minimale Jahreskonstantleistung bestimmen, die ihrerseits
fiir die Bewertung einer Wasserkraft von ausschlaggebender
Bedeutung sein kann, mag sich eine Untersuchung nach der
vorliegenden Methode in manchen Féllen als lohnend erweisen.

Abschliessend sei noch bemerkt, dass sich die gleiche Me-
thode auch auf den Bereich der Maxima einer Dauerkurve an-
wenden ldsst, wobei die liber ein bestimmtes Zeitintervall wahr-
scheinlich zu erwartenden Hochwassermengen abgeschétzt
werden konnen.
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