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Der S. 1. A. ist fiir den Inhalt des redaktionellen Teils seiner Vereinsorgane nicht verantwortlich Nummer 46
Der stationdare Wiarmeiibergang bei laminarer Strémung
Von Dr. KARL ELSER, Institut fir Thermodynamik an der ETH, Ziirich DK 536.24

PROF. DR. G. EICHELBERG ZUM 60. GEBURTSTAG (21. NOVEMBER) GEWIDMET

Die Berechnung des stationdren Wiarmeiiberganges bei
laminarer Stromung etwa in einem Kreisrohr ist weit
schwieriger, als zunéchst vermutet werden kénnte. Ein direk-
ter Weg, bzw. eine geschlossene Losung des Problems, ist
bisher nicht angegeben worden. Die Schwierigkeit liegt
hauptsédchlich in der Beriicksichtigung der Bedingung, dass
im stationdren Fall die Temperaturprofile in verschiedenen
Querschnitten untereinander #hnlich sein miissen. Man geht
daher von einem willkiirlichen Profil, beispielsweise einer
liber dem Radius konstanten Temperatur, aus und berechnet
den Wéirmeiibergang in einer «thermischen Anlaufstrecke».
Der stationidre Wirmeiibergang ergibt sich schliesslich aus
dem Temperaturfeld nach durchflossener Anlaufstrecke, d.h.
nach dem Abklingen der durch die spezielle Anfangsvertei-
lung bedingten Glieder des Summenausdruckes fiir die Tem-
peraturverteilung.

Demgegeniiber soll im Folgenden ein sozusagen elemen-
tares Verfahren zur Berechnung des stationéren Temperatur-
profiles und Wiarmeiiberganges in laminarer Stromung be-
schrieben werden. Es gleicht dem schrittweisen N&herungs-
verfahren, das von Reichardt!) fiir turbulente Stromungen
angewendet wurde. In einigen Fillen konnen wegen des ein-
fachen Ausdruckes fiir das Geschwindigkeitsprofil die Inte-
grationen ohne Miihe analytisch ausgefiihrt werden, und die
Konvergenz ist so gut, dass sich schon nach wenigen Schrit-
ten ausreichend genaue Resultate ergeben.

Fir die Schubspannung t und die Warmestromdichte g
in einem zur Wand parallelen Flichenelement gelten die
Beziehungen:

du
1l =
1) =T
und:

Adi
2 = —
(2) q o, dy

Die Division dieser Gleichungen ergibt mit der Prandtl-Zahl
Pr — uc, /A allgemein:

q
ST

und speziell an der Wand (y = 0):

ai q,
(W)o_ o

0

Somit ist:

dildu 1258 @llop,
(3) - =
(i, du), Pr, z/z,

Unter der vereinfachenden Annahme, dass Pr — Pr,, d. h.
dass Pr unabhingig vom Wandabstand sei, ist:
dijdu s q/q,
(dyau), — 7r,

(3")

Die Prandtl-Zahl fillt damit aus den Berechnungen heraus.
Diese Vereinfachung bedeutet allerdings eine Beschriankung
auf Stromungen mit kleinen Temperaturdifferenzen, da die
Prandtl-Zahl jener Stoffe, bei denen laminare Stromungen
praktisch auftreten (zédhe Fliissigkeiten), ziemlich stark tem-
peraturabhéngig ist. Das N&herungsverfahren wiirde sich
allerdings gerade auch zur Mitberiicksichtigung einer belie-
bigen Temperaturabhédngigkeit der Prandtl-Zahl eignen.
Aus (GI. 3) folgt der Verlauf des Warmeinhalts bzw. der
Temperatur durch Integration iiber der Geschwindigkeit zu:

i G u'q/qo
€ (dydu), —j T[T, il
0

wenn die Wandtemperatur gleich Null gesetzt wird.

1) H. Reichardt, «Z. ang. Math. Mech.» 20, 297 (1940); Mitt. Nr. 3,
Max Planck-Inst. f. Stromungsf., Gottingen 1950.

Im Folgenden soll der stationire Wéirmeiibergang bei
laminarer Stromung in einem Kreisrohr vom Radius R, so-
wie in einem ebenen Spalt (flach-rechteckigen Kanal) von
der Spaltweite 2R untersucht werden. Bei der Spaltstromung
sind zwei Fille zu unterscheiden, nimlich die beidseitig (sym-
metrisch) geheizte und die nur einseitig geheizte (einseitig
wirmeisolierte) Stromung. Alle auftretenden Grossen wer-
den auf ihre Maximalwerte bezogen und so die nachstehen-
den relativen (dimensionslosen) Grossen gebildet:

Radiuskoordinate, bzw.Abstand von der Mittelebene des Spaltes:

0= T/R
Geschwindigkeit :

Wérmeinhalt, bzw. Temperatur:
G =i/I

In beiden untersuchten Stromungen nimmt die Schubspan-
nung z vom Werte 7, an der Wand auf Null in der Mitte ab:

(5) T/T5 —10

Fiir das Geschwindigkeitsprofil ergibt sich damit aus (Gl 1)
und unabhingig von der Reynolds-Zahl der Strémung die
Hagen-Poiseuillesche Parabel:

©) e — 1=

Mit den dimensionslosen Grossen sowie nach dem Uebergang
auf den Radius ¢ als Integrationsvariable folgt aus (Gl 4)
fiir das Temperaturprofil in der Rohrstrémung und in der
beidseitig geheizten Spaltstromung der Ausdruck:

1
[ q/d,de¢
(7) 4 = 9—1_*
Of q/q,d ¢
Fiir die einseitig wirme-isolierte Spaltstrémung gilt:
1
fa/9,de
O
7) D= e e
1f q/q,do

Der Verlauf der relativen Wérmestromdichte q/q, ist
jedoch zunichst unbekannt. Man geht nun zweckmaéssig so
vor: In erster Ndherung kann der Verlauf der Warmestrom-
dichte als linear, d.h. bei symmetrischem Temperaturprofil
analog jenem der Schubspannung zu q/q, = ¢, bei einseitiger
Waérme-Isolierung zu q/q, —= '/, (1 4 o), angenommen und
damit eine erste Ndherung des Temperaturprofiles 4 (9) be-
rechnet werden. Daraus ergibt sich dann eine zweite N&he-
rung des Verlaufes von q/q, iiber o. Weil ndmlich die Tem-
peraturprofile in verschiedenen Querschnitten untereinander
dhnlich bleiben miissen, muss auf jedem Radius die dort
radial fliessende Wéarme proportional der innerhalb dieses
Radius in axialer Richtung transportierten Wiarme sein. Da-
her gilt fiir die Stromung im Kreisrohr:

e
1 A
S f opddy
® gt =—"5
[ ogddo
0
fiir die beidseitig geheizte Stromung im ebenen Spalt:
2
[eddo
&) 4/, = -
foddo

0
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und fiir die einseitig wirmeisolierte Spaltstromung:

o
1f¢0d9

+1

1f¢9d9

(8”) q/Qo =

Nach Einsetzen der zweiten N#éherung von g/g, in (Gl 7),
bzw. (7') liefert die neuerliche Integration eine zweite Nihe-
rung fiir das Temperaturprofil 9 (9), aus der sich eine dritte
Né&herung des Verlaufes der relativen Warmestromdichte be-
rechnen ldsst, usf. Auf dies¢e Weise ergeben sich als dritte
Néherungen die folgenden Ausdriicke:

Stromung im Kreisrohr:
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Beidseitig geheizte Stromung im Spalt:
189

(11) Q/qo = ?57@
11 26 4 2 1
P e e g AN | T ] PSRN S
(3 g e G 7"+279)
3780
a2 ¢ =0
4919 11 13 2 1 1
P T e R i 2 T Al ES 6 iR iCy 8o 10
(3780 T e W U 2709)
Einseitig wirmeisolierte Stromung im Spalt:
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Sie sind in den Bildern 1, 2 und 3 dargestellt. Die mittlere
Temperatur 4,, der stromenden Fliissigkeit ist bei der
Stromung im Kreisrohr:

1
Of opddo i
(15) Gm = = :4()[ o9ddo
J ogpdo
0
und bei der Stromung im ebenen Spalt:
i 3d
5B, _lf i S s
(157) 2 e T—lf P %
lf pdo

In dritter Ndherung ist bei der Rohrstrémung:

28780

m = e = 0,558

bei der beidseitig geheizten Spaltstromung:
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Bild 2. Stationire Laminar-
stréomung in einem ebenen,
beidseitig geheizten Spalt
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Bild 1. Stationire Laminar-
stromung in einem Kreisrohr
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Bild 3. Stationdre Laminarstrémung in einem ebenen,
einseitig wirmeisolierten Spalt

und bei der einseitig wirmeisolierten Spaltstrémung:

141773

m = Tore26 — 77

Mit der Warmeiibergangszahl « ldsst sich fiir die an die
Wand iibergehende Wirme schreiben:

at

qQ = oty = 2 (d—y)o

Damit wird die mit dem Durchmesser, bzw. mit der Spalt-
weite als charakteristische Lénge gebildete Nusselt-Zahl:

(16)

N 2¢R 2R [ dt
e L ( ady )o
oder in dimensionslosen Grossen ausgedriickt:
2 ay
aly( NPl = e = [
G Gm ( do )g =1l

In dritter Nédherung ergibt sich fiir die laminare Strémung
im Kreisrohr:
5292

Nu = E@_ = 3,678

fiir die beidseitig geheizte, laminare Stromung im ebenen Spalt :

7865

5080 3,778

Nu —

und fiir die einseitig wédrmeisolierte, laminare Strémung im
ebenen Spalt:

344630
Nu — e = 2,431
Graetz 2) und Nusselt 3) fanden fiir das Kreisrohr

Nu — 3,65, Ehret und Hahnemann+) fiir den ebenen Spalt
Nu = 3,75. Das angegebene Ndherungsverfahren liefert dem-
nach bei weit geringerem Aufwand schon mit der dritten Néhe-
rung Ergebnisse, deren Fehler weniger als 1 9/, betragen.

3) L. Graetz, «Ann. Phys.» 18, 79 (1883) ; 25, 337 (1885).

3) W. Nusselt, «Z. VDI» 54, 1154 (1910).

4) L. Ehret, H. Hahnemann, «Warme- und Kiltetechnik» 44,
167 (1942).
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