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Die Baustoffe wurden von den Firmen Dachziegelwerk
Frick, Borner & Co., Wallenstadt, und den Jura-Zement-
Fabriken in Wildegg zur Verfiigung gestellt. Thnen allen sei
der Dank fiir ihre Bereitwilligkeit, diese Untersuchungen zu

unterstiitzen, an dieser Stelle ausgesprochen. Die TUnter-
suchungen werden noch durch Versuche mit Pfeilern aus
Kalksandsteinen ergénzt.

Zusammenhang zwischen Druck-, Biege- und Knick-Festigkeit von Beton und Eisenbeton

Von A. VOELLMY

Mit dem Abschluss der auch fiir den Beton und Eisen-
betonbau forderlichen Leitung der Eidg. Materialpriifungs-
und Versuchsanstalt durch den bisherigen Direktionsprisi-
denten sind es zugleich 50 Jahre her, seit W. Ritter!) das
Prinzip der Eisenbetonberechnung auf Biegung und Knicken
auf Grund von Spannungs-Deformations-Diagrammen erst-
malig formuliert hat; diese Methode wurde seither durch die
EMPA, speziell durch die Arbeiten von M. Rog, J. Brunner
und O. Baumann weiter entwickelt. Zur Erzielung eines Ueber-
blicks {iiber den Einfluss der Verformungseigenschaften auf
die Tragféhigkeit verschiedenartig beanspruchter Bauelemente
eignen sich mathematische Formulierungen der Spannungs-
Deformations - Diagramme, wofiir nachfolgend einige Vor-
schldge in der Reihenfolge ihrer Verdffentlichung zusammen-
gestellt werden.

I. Spannungs-Deformations-Diagramme

A. Druck-Stauchungs-Diagramm des Betons
Fir den Zusammenhang zwischen der Druckspannung

und dem zugehorigen Stauchungsgrad gelten folgende For-

meln, die auf Grund besonderer Versuchsreihen aufgestellt

worden sind.

(1) Hartig?)-Ritter?)

Bezeichnungen:
B = Prismendruckfestigkeit (die iibliche Bezeich-
nung pfy wird hier abgekiirzt)
n = &/g, — Stauchungsgrad
& = zur Spannung ¢ gehodrige Stauchung
& = 2 3/E = Stauchung beim Erreichen der Prismendruck-
festigkeit g
T = dog/de = Tangentenmodul
E — (T), _ , = Elastizitdtsmodul

6= (29— 9n?

— 1000 ¢
c=p3(1—e

m

(2) Ritter?)

(3) Bach-Tetmajer3)
worin « und m Materialkoeffizienten bedeuten

Ei=—3 000

() g

4) Ros-Eichi 4 = J0=mdm o
(4) Ros-Eichinger?) & i e
pe
5 — ——
(5) Baumann?) 0 = Ger= iy a8 (2cep €)
¢p ist die Bruchdehnung, ¢ eine Materialkonstante
, (400 -+ wﬂ:l) [
(6) Schreyer?) S0 e e S
A 11,8d—o0
wpa ist die Wiirfeldruckfestigkeit
(7) Haller?) eeShinpete o Pie o |
B + e
g 2200

Die Abweichungen der durch die Formeln (1) bis (7)
gegebenen Diagramme weisen auf den grossen Einfluss der
Art der Versuchsdurchfiihrung, insbesondere beziiglich Mess-
bereich, Belastungsart und -geschwindigkeit, sowie auf be-
tréchtliche Schwankungen der Materialeigenschaften hin. Die
Stauchung nimmt mit wachsender Belastungszeit, mit ab-
nehmender Prismenhthe und mit wachsendem Verhéiltnis von
Messlédnge zu Prismenhohe zu; die Bruchstauchung wichst
ferner mit zunehmender Exzentrizitit der Belastung und
erreicht bei Biegung nach M. Rog etwa den Werts®):

8pj= (3,5 + igg) %foo

1) SBZ Bd. 33, S. 41*, 49*, 59* (Februar 1899).

?) «Civil-Ingenieur» 1893, S. 113, 435.

3) «Elastizitit und Festigkeit» 1905.

4) Diskussionsbericht Nr. 8 der EMPA, 1925.

) Diskussionsbericht Nr. 89 der EMPA, 1934.

%) «Beton und Eisen» 1939, Heft 1/3.

7) «Schweiz. Ing. Kalender», 1948, Anhang.

8) «Oesterreichische Bauzeitschrifty 1948, Heft 1,3.

DK 624.012.4

Die Formeln (2) und (4) ergeben fiir ¢ — g eine Stau-
chung & == co; sie konnen nur fiir Dauerlast gelten, wobei
nur 80 bis 90 °/, der Prismendruckfestigkeit erreicht werden
(Dauerstandfestigkeit = 0,8 bis 0,98). Formel (3) ist un-
brauchbar, da (T)(7=0 = co. Die Formeln (5) bis (7) ergeben
fiir 6 = 3 einen bestimmten Wert fiir 7, der nur in speziellen
Fillen zutreffen kann. Formel (5) ist ein Spezialfall von (1)
fliriep <is;: :

Das auf Bild1 dargestellte Diagramm (1) erfiillt die
wichtigsten, an einen Ansatz fiir das Druck-Stauchungs-Dia-
gramm zu stellenden Forderungen, ndmlich:

@)y 5 F =0
Die Kriimmung des Stauchungs-Diagramms nimmt gegen den
Bruch hin zu. Fir e < &, 5 < 1 und (T), - >0 ist an
Stelle von g der ideelle Maximalwert g; des iiber g hinaus
verlidngerten Diagrammes einzusetzen, ndmlich:

E 832

e & — BIE
Fur ez > &, 75 > 1 wird das Diagramm iiber &, hinaus hori-
zontal verldngert.

Der Einfluss eines der jeweiligen Beanspruchung ¢ ange-
néhert proportionalen Kriechens x ¢ kann durch entsprechende
Reduktion von E in den Formeln von Bild 1 beriicksichtigt

-werden. Wird Wert darauf gelegt, die Bruchstauchung g, fiir

6 = @ frei wihlen zu konnen, so ist das durch den Ansatz
einer kubischen Parabel moglich; die mathematische Behand-
lung der Probleme wird aber dadurch schwerfilliger.

In den Féllen, bei denen sich der Ansatz (1) als unzu-
treffend erweist, besonders bei genauer Beriicksichtigung des
Kriechens unter stédndiger Last, wird man zweckmissig die
gegebenen Druck-Stauchungs-Diagramme direkt auswerten.
Mit den Bezeichnungen von Bild 1 bedeuten hierbei Fy die
Spannungsfldiche 0 — 5 und s, den Schwerpunktsabstand
dieser Flédche von der Ordinate 7.

B. Armierung

Im allgemeinen darf das Druck-Stauchungs-Diagramm
dem Zug-Dehnungs-Diagramm gleichgesetzt werden. Soweit
hierfiir keine besonderen Messungen vorliegen, kann fiir Stihle
mit ausgesprochenem Fliessbereich gesetzt werden:

(8) = E,¢&; 06max =— 05 (Fliessgrenze)
Fliessbereich ¢ — ¢,/E, bis &

o’
00 = ﬁﬁ [2058— E]
20-1) &2
2501
_E G |/1—£"
Ll =g E Z B,
o=
A de
200+ 7
/Q
«
150
Fg (Fldche 0 bis 75)
leitarge
Fy ( Fldche 0 bis 7=1) 1
100 |-
Jchwerpunktsabstand der Figche 0 bis
o TR D |
" &
c
50 2
o
=
/ “:;;
; 2 =
G =and Te—™38
0 WL LA T4 L | TREE) =£. &
0 02 04 06 08 10 Ervi e

Bild 1. Druck-Stauchungs-Diagramm fiir Beton
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II. Tragfihigkeit von armiertem und unarmiertem Beton

Das nachfolgend angegebene allgemeine Verfahren der
Tragfihigkeitsermittlung wird als Beispiel und zur Erzielung
eines Ueberblicks fiir das Druck-Stauchungs-Diagramm (1)
ausgewertet. Um die Versuche von Baumann?’) zur Bestéti-
gung der vereinfachten Theorie beiziehen zu koénnen, werden
den Zahlenbeispielen die bei seinen ersten Hauptversuchen
festgestellten Materialeigenschaften zu Grunde gelegt, ndm-
lich:

Beton: g = 300 kg/cm?; E — 285000 kg/cm? (dieser Versuchs-
wert fiir E ist ausnahmsweise gering und durch die
Feinkornigkeit des Zuschlags verursacht).

Bruchdehnung: ¢ —~ 2g/E (bei anderweitigen langsam

durchgefiihrten Versuchen wurden grossere
Bruchstauchungen festgestellt. Die Beschran-
kung auf den angegebenen verhéltnisméssig
geringen Wert dirfte der untersten Grenze
der Tragfihigkeit entsprechen).

Armierung: 1 °/, des Gesamtquerschnittes; ¢, = 3000 kg/cm?;

E, = 2050000 kg/cm?; Fliessbereich 1,5 bis 259/,.

Aequivalenzzahl fiir kleine Spannungen: n — E,/E — 7,2. Bei

Dauerbelastung ist » mit dem Kriechfaktor x zu multipli-

zieren; dieser kann je nach den Verh&dltnissen Werte zwi-

schen 2 und 4 erreichen?).

A. Der exzentrische Druck als allgemeiner Fall

Die Untersuchung erfolgt mit Ausschluss der Betonzug-
festigkeit und unter der vielfach iiberpriiften Annahme, dass
der Querschnitt im Verlauf der Deformation eben bleibe. Der
exzentrische Zug von unarmiertem Beton und die reine Bie-
gung als Grenzfall wurden mit Beriicksichtigung der Zug-
festigkeit andernorts untersucht10).

Die Gleichungen werden mit positiver Bezeichnung der
Druckspannungen fiir Rechteckquerschnitte, bei Belastung
in einer Symmetrieebene aufgestellt.

Aus den Bildern 1 und 2 ergibt sich die Bedingung fiir
den Abstand x der Null-Linie (inbezug auf P heben sich die
Momente sédmtlicher Spannungen auf):

Fg [/ sp : Sy ;
9 e

E
e _Eix_e_[(x_h')ye_(x_u)y’e'] =0

Die mittlere Spannung, bezogen auf die Betonfliche be-
tragt:

P Fg :
1) op— = <77; - F,,) z 4
E,
S R g () ]

x

Wenn 6, = ¢gE, (1 — b'/x) < — 05
6.’ = egE, (1 —ujx) > g

ist 0, dem Spannungs-Dehnungs-Diagramm 2zu entnehmen.

Fiir weite praktische Anwendungsbereiche ldsst sich bei
Beriicksichtigung der Erhchung der Eisenspannungen durch
Schwinden und Kriechen nachweisen, dass die vereinfachende
Annahme ¢, — 0,/ — o, zuldssig ist. Im allgemeinen wird
man 2 wihlen und Gleichung (9) mit Beriicksichtigung von
@' =1, —p; e=1, —u +p; € =1 —u—pnach p auf-
16sen. Hiermit ldsst sich mit Beizug von Gleichung (10) die
mittlere Spannung ¢,, als Funktion von p oder von m — p/k =
6 p darstellen. (k — Kennweite des vollen Querschnitts.)

Fir den Fall des quadratischen Stauchungs-Gesetzes (1)
ergibt sich mit n —= E./E und &z = ¢

@ po(g—n+)+
oo ) o 2]
~ 3w e T eld—r - $]
el ) 2

10) o= 2f (5 — 1+ %3) i

h' 7t u
cansfsi=2) (o 2]
n=1—1/x, fir x <1 ist y =0
Fliessen der Armierungseisen:

Os h' O
Tn g und 1-—7 <_ﬂ_‘,§—
den Gleichungen (9’) und (10') obige Grenzwerte einzusetzen.

Als Beispiel wurde die Anwendung von GIl. (9’) und (10')
in Bild 2 fiir die dort angegebenen Verhiltnisse dargestellt.

Die Nachrechnung von 39 exzZentrischen Druckversuchen
im Bereich u — w' = 0 bis u =41/, °,, w =1°, und p =10
bis p =5/, h ergab im Mittel 10,5 °/, geringere, rechnerische
Tragfihigkeiten. Positive Abweichungen (bis -+ 27 ¢/,) treten
gelegentlich bei kleinen Exzentrizitdten auf, negative Abwei-
chungen (bis — 40 9/,) bei grdsseren Exzentrizitdten infolge
der effektiven Betonzugfestigkeit, die in der Rechnung ver-
nachlissigt wurde. Eine Berlicksichtigung grosserer Bruch-
stauchungen fiihrt zu etwas besserer Uebereinstimmung von
Rechnung und Versuchen.

so sind in

Wenn 1=
en -—?>

1. Armierungseisen im Fliessbereich (grosse Hxzentrizititen)
Fiir 6, = 0,/ = g5 und 7 = 0 gibt Gleichung (10):

Wenn die Null-Linie den Querschnitt schneidet, ist in (11) r = _;_ [om 4 05 (0 — )]
dieser und in den #
folgenden Gleichun- Mit & — u 4+ w betragt die zuldssige Exzentrizitdt p der
o gen n = 0 zu setzen. Normalkraft ¢, bh:
; . L E ) al 3 18
9) Vgl. Diskussions- Ll Ml e e o (_ L u).Q:‘
bericht der EMPA Nr. Q2 - Om [ 3 - (2 8 ) G 2
124. 1940. % : 5 2 o $on
250 Pr/'snendpuckfesf,;quif des Betons: JUUky/GmZ 1) «Hunziker Mittei- : F}u‘ symmetrische Armierung gilt fiir grosse Exzentrizi
Streckgrenze der Armierung: 3000 kglem®|  lungen», Nr. 1/2 und 3/4, téten:
1944 und 1945. 1
1l 9 om Os
(12) p=-5 —— 5 — %2
2 16008 o N2
200 Aus ¢p (1 —x —u) = & x ergibt sich
p fiir den Giiltigkeitsbereich der Formeln
m-£ - (11) und (12):
B 1P if' 28 &R T
150 t 13 ==t — (1 —-u) —
a b | h U9 el sl T L
als 8T h e/ ® und die untere Grenze von p durch
"& i Einsetzen von
120 e S 13 B
T = - 1—a-—u)
. 7 s
%Vﬂﬁfg af?’;’%f‘[’/:ghié’;;”f’::"” i AETEN g, Fir ¢ sind die Dehnungsgrenzen des
50+ Befnnquerschr'z'ﬁes. : uh H-hl=(1-u)h =3 Fliessbereiches einzusetzen. Fir & <
= i Tof ; os/E. ergibt sich der Armierungsgehalt,
\/u,/;a/'n$ L | v-h v-h bei dessen Ueberschreitung die Druck-
Druckeiseh Zugeisen B 7xh hl2 h/2 festigkeit des Betons allein massgebend
0 [ fliessen | |\ Fligssen | | 7e1-4 s fe = Fe’ wird. Fir & > ¢ (Streckbereich beim
0%’51 250 [‘7’7_ R L 1 b bh Fliessen) gerit die Zugarmierung ins
Sk A= Verfestigungsgebiet; es ist sproder

Bild 2. Exzentrischer Druck

Bild 3. Exzentrischer Druck

Bruch des Balkens zu befiirchten.
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2. Unarmierter Beton
Mit 4 = w = 0 geben die Gleichungen (9') und (10’)

1 2 3 d. 4

O e )(?—’72+”T)Z”(‘z'“"“f’?s—jr)
2 7
Ea) “m:ﬂ”(?—’?”-?)

Die Auswertung dieser Gleichungen fiir g = 300 kg/cm? ist
in Bild 2 dargestellt.

Wenn eine Last P’ bei einer Exzentrizitdt m nach der
iiblichen Berechnung (Hooke-Navier) die Randspannung g
ergibt, so kann dank dem plastischen Verhalten des Betons
diese Last noch um ein mit der Exzentrizitit wachsendes
Mass weiter bis zur Bruchlast gesteigert werden. Fiir gleiche
Bruchsicherheit sind deshalb bei der iiblichen Berechnung
die zuldssigen Randspannungen ¢, hoher als die zuldssigen
Schwerpunktspannungen; fiir das quadratische Stauchungs-
gesetz (1) gilt angendhert:

a,=6,(1+%)

Fiir eine effektive Exzentrizitdt, die grosser als 1 ist,
muss in dieser Formel m — 1 belassen werden. Diese Regel
bleibt angen#dhert auch fiir Eisenbeton mit vernachlissig-
barer Druckarmierung giiltig; bei reiner Biegung ist die Er-
hohung der zuldssigen Randspannung als untere Grenze zu
betrachten, da die hierbei auftretenden, grosseren Bruch-
stauchungen die Bruchsicherheit etwas erhdhen.

B. Reine Biegung

Die Auswertung der Gleichungen (9) und (10) fiihrt fiir
om =0, p = co und 5 = 0 auf die von F. Stiissi!!) angegebe-
nen Formeln. Befindet sich die Armierung im Fliessgebiet, so
ergibt sich mit den oben gemachten Annahmen nach Glei-
chung (11) und (12) mit1 — v — k', @’ = 0 das Bruchmoment:

9 wuos
T

Die Angaben fiir reine Biegung werden im Gegensatz zu
den iibrigen Formeln dieser Arbeit auf den Nutzquerschnitt bh/
bezogen. Der Giiltigkeitsbereich der Formel (16) folgt aus
Gleichung (13) fiur w =0, ¢, = 0 zu:

28 &R
3os €+ ¢

Fir ¢ < o4/E, ergeben sich Armierungsgehalte, bei denen
die Druckfestigkeit des Betons fiir den Bruch massgebend
ist. Flir ¢ > o5 (Streckbereich beim Fliessen) ergeben sich
Armierungsgehalte, bei denen der Streckbereich bei Biege-
bruch der Balken iiberwunden wird und sich die Eisenspan-
nungen bis gegen den Bruchzustand steigern. Fiir g = 300,
os = 3000, eg — 29/, &, = 2579/, ergibt sich fiir den Gultig-
keitsbereich der vereinfachten Bruchformeln u — 0,5 bis 4 9/,.
Geringere Armierungsgehalte sollten zur Vermeidung von
sprodem Bruch der Eisenbetonbalken méglichst wenig ange-
wendet werden. Mit zunehmender Bruchstauchung des Betons
ndhert sich das Spannungsdiagramm bei Biegung dem Recht-
eck und das Bruchmoment dem Wert:

1 [,(()‘s)

M
16) oz =wa (1

@an e —=

= e
Diese Berechnungsart wurde im Prinzip bereits von Henne-
bique!) vorgeschlagen.

Fiir die Prismendruckfestigkeit

(167) M =0bh2yu a,(

3
— — bi
s i is

folgt aus Gleichung (16) bzw. (16') die EMPA-Formel 12)
2
M:bh"ﬂ’,ur;,( ’“’S)

27
ﬁ“’ﬁd (wfa = Wiirfeldruckfestigkeit)

3 wﬂd“
Diese Formel hat sich auf Grund zahlreicher Versuche4) in
dem durch Gleichung (17) bezeichneten Giiltigkeitsbereich
als gut zutreffend erwiesen.
C. Zentrischer Druck

Gleichung (10) fiihrt fiir » = 1, # — co zum Grenzwert .

ep
om =P -+ £2
n EB
) Abhandlungen I1.V. B. H. 1932, S. 487.

12) M. Ro.‘s', Monatsnachrichten des Oesterreichischen Betonvereins,
Februar 1937 und «Technische Rundschau», Bern 1932.

(18)

Fir &g > o,/E, ist, sofern kein besonderes Stauchungsdia-
gramm vorliegt:

P
(19) —bT:o‘m:ﬂ—’—a’sQ

Bei kurzfristigen Versuchen wird nach Gleichung (18) ¢, oft
nicht ausgeniitzt, bei Dauerversuchen gilt aber in der Regel
das durch Gleichung (19) angegébene Additionsgesetz von
Emperger.

III. Knicken

Das anschauliche graphische Né&herungsverfahren der
Knickuntersuchung von Ro§-Brunner 13) wurde von Baumann 5)
auf Eisenbeton angewandt und hierfiir von Habel %) weiter
ausgebaut. Zur Erzielung eines Gesamtiiberblicks iiber den
Einfluss der wichtigsten Faktoren wird nachfolgend auf
Grund vereinfachender Annahmen eine abgekiirzte Berech-
nungsmethode entwickelt, wobei es grundsétzlich empfehlens-
wert bleibt, ihre Ergebnisse in kritischen Fillen nach dem
graphischen Verfahren nachzupriifen.

A. Steifigkeit

Bei Knickproblemen ist im Gegensatz zu den Féllen vor-
wiegender Biegebeanspruchung die Verdnderlichkeit der Stei-
figkeit mit der Belastung und ihrer Exzentrizitdt von aus-
schlaggebender Bedeutung. Die im elastischen Bereich giil-
tige Beziehung:
(20) M; — E—@J
ergibt fiir Material, das dem Hooke’schen Gesetz nicht folgt,
einen variablen Verformungsmodul E (g). Damit wird auch
das Verhéltnis der Beanspruchung des Eisens zu derjenigen
des Betons n (¢g) variabel. Die Trigheitsmomente J und die
mittleren Beanspruchungen ¢, werden hier auf den gesamten
Betonquerschnitt allein bezogen und die Mitwirkung der Ar-
mierung sowie der Ausschluss der Beton-Zugzonen durch die
Variable E (¢) zum Ausdruck gebracht, die jeweils durch
eine virtuelle Ausbiegung der unter einer bestimmten Last

— bh g, stehenden Stiitze bestimmt wird.

1. Zentrische Belastung

a) Die Stiitze erleidet bis zur maximalen Last keine
wesentliche Ausbiegung und knickt dann plétzlich aus. Der
Spannungsabfall auf der konvexen Seite des Querschnitts
folgt dem Elastizitdtsgesetz ¢ — E ¢. Der diesen Vorausset-
zungen entsprechende Ausdruck fiir E (¢) wurde in der Arbeit
von Baumann ) hergeleitet und wird Knickmodul 7', genannt.

b) Die Ausbiegung der Stiitze erfolgt sukzessive und
stetig wdhrend der Laststeigerung. Die Spannungsverteilung
im Querschnitt entspricht immer einem Teil des Stauchungs-
Diagramms. Eine kleine virtuelle Ausbiegung verursacht
Spannungen, die nach dem Tangentengesetz mit den entspre-
chenden Stauchungen zusammenhédngen (Bild 1):

dg
de

Der diesen Voraussetzungen entsprechende Wert E (g)
wird Belastungsmodul 7, genannt. Fiir symmetrisch armierte
Querschnitte ergibt sich mit Bezug auf Bild 2 und Glei-
chung (20), wenn ¢’ die maximale Druckstauchung infolge
virtueller Ausbiegung ist und £ der gesamte, auf die Beton-
flache bezogene Armierungsquerschnitt

(15— e="Te¢

T
Mi:s'bh?( - +2112Ee..(2)
x h bh3
oot e e
& 2¢ 12
T, =T + 120'E &

Fir das parabolische Stauchungsgesetz ist (Bild 1):
s g

B

Je nach Vollkommenheit der Zentrierung und Homogeni-
tdt konnen bei zentrischen Knickversuchen beide der oben
genannten Brucharten vorkommen, woraus die hdufig beob-
achtete Streuung dieser Versuche erkldrlich ist. Bei kleiner
Druckexzentrizitit tritt in der Regel, bei grosserer immer
) «TKVSB-Bericht» 1926, Verhandl. Internat. Kongress fiir techn.
Mechanik, sowie Berichte der EMPA, speziell Nr. 13 und 143.

1) «Beton und Eisen» 1938, S. 188, 1939, S. 221, 248, 1940, S. 117 «Bau-
ingenieury 1942, S. 381; «Beton und Stahlbeton» 1944, S. 13.

)

(21)

=5
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: A - ol V i o
Pmsmendf’uckfeshgke/f 300 kg/om =2 oy, 3r6o0s o —

Symmelrische Armigrung fotal 1%

x4 [Flf-2 a9 ]
des gesamfen Befonquerschniﬁes. T "1+m[ Eyt Pl +12Eeva)
m=0 4 2
Versuche: SIA © m=0+ m=4 Baumann o A v mitEx
E aus Versuchen o Ao V mitE,
o’ \ T, aus Dnucksl’auchun‘gsd/'agranjm Baumann, Armierung elastisch.
K \ \y T, aus Paf'abe/—Sfauchungsd/agramm 5 Armier-un‘g elastisch.
300 =~ Ty ) v e " Fliesst
s \
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Bild 4. Knicken von Eisenbeton

der letztgenannte Bruchvorgang auf. Dieser gibt mit Giiltig-
keit von T, etwas kleinere Knicklasten, als bei Annahme von
T} ; es wird deshalb in der Folge zur Ermittlung der unteren
Grenze der Knickfestigkeit immer mit 7 nach Gleichung (21)
gerechnet.

2. Exzentrische Belastung

Es lasst sich graphisch nachweisen, dass die fiir die Sta-
bilitdt bei Druckexzentrizitdt m krititische Ausbiegung bei
mj —~1 angenommen werden darf, weil dort das Anwachsen
der inneren Momente infolge Ueberwindung der Beton-Zug-
festigkeit plotzlich geringer wird. Einer fallweisen, genaue-
ren Ermittlung der kritischen Ausbiegung m; steht nichts
im Wege; diese Untersuchung wird einer weiteren Arbeit
vorbehalten.

Wird fiir die kritische Ausbiegung mj; -~ 1 angenommen,
so verursacht eine weitere virtuelle Ausbiegung d m gleichen
spezifischen Zuwachs der dusseren und inneren Momente:

aM; M;
A L

Da E (¢) nach Gleichung (20) vorwiegend von der mitt-
leren Belastung 4,, und sehr wenig von deren Exzentrizitit
abhéngig ist, darf angendhert gesetzt werden:

TO

Tetome

worin T, durch Gleichung (21) gegeben ist und m, die An-
fangsexzentrizitit der Belastung im gefdhrlichen Schnitt be-
deutet. Diese kann geniigend genau dem Schnitt entnommen
werden, in dem nach der elementaren Biegelehre die maxi-
male Ausbiegung zu erwarten ist. Aus der Bedingung, dass
fiir diesen Schnitt die Querkrédfte aus der Belastung durch
die Momentenfldchen verschwinden miissen, ergibt sich mit
den Bezeichnungen von Bild 5:

@T—n (1 F27)
3

(22) Tm =

(23) m, :m‘/#‘ 4

Fiir r —1 ist m, —m; fir r =0 und r = — 1 ist my —m/|/3’

PrismendruckFestigkeit 300 kg/om ., Symmelrische Armierung,total 1%

A r=0,m=0 r=0 r=-1
Versuche: SIA (mitE,) ) Bm=3 x m=4|+ m=4
Baumann | o mitEw | A 5., mitEx
o mtEg | a ! mitEg :

To . m
arcsin ——
Mmax
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Bild 5. Exzentrisches Knicken von Eisenbeton

B. Ausbiegung

Die bereits von 4. Sarrasin 1®) fiir den elastischen Bereich
untersuchte Differentialgleichung fiir die Biegelinie lautet
ohne Beriicksichtigung des Einflusses der Schubkrifte mit
den Bezeichnungen von Bild 5, wenn y den Abstand im
Schnitt § der deformierten Stabaxe von der Drucklinie be-
deutet

2

R

ergibt sich mit Beriicksichtigung der Grenzbedingungen:
4

(24) yzfsfihal [sin «§ 4 7 8in (el — «§)]

Aus dlj/dg = 0 folgt fiir die Bestimmung des Schnittes fiir
ymux :
1_—_rcosal

(25) 7 sin el

tg el =
und mit dieser aus Gleichung (24) nach einigen Umformungen
und mit m = p/k:

m]/l 4+ r2 — 27 cos ql

(a8 sin al

Mpax =—

Beispielsweise wird fiir r — 1: M = Myax COS al/2
" 0: M = Mpyqx Sin «al
r=—1: M = My, sin «l/2

Nach Gleichung (25) muss der Wert fiir cos «l zwischen
den Werten fiir » und 1/r liegen, ansonst sind die Eckexzen-
trizititen, bzw. Eckmomente massgebend. Es ist demnach
bei verschrinkter Exzentrizitdt (r — — 1) nur die Biegebe-
anspruchung infolge Eckmoment und anderseits zentrisches
Knicken massgebend.

15) SBZ Bd. 114, S.130* (9. Sept. 1939).
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Bild 6. Knicken von unarmierten Betonstiitzen

Die Nachrechnung zahlreicher Knickversuche hat gezeigt,
dass sich der Verlauf der Biegelinien auch im unelastischen
Bereich bei Annahme eines ldngs der Stabldnge konstanten
Verformungsmoduls mit geniligender Genauigkeit verfolgen
ldsst; dieser entspricht im Knickstadium etwa dem Wert 7,
nach Gleichung (22).

C. Gleichgewichtsbedingungen bei der Ausbie-
gung

Eine vereinfachte Berechnung fiir zentrisches und exzen-
trisches Knicken von Eisenbeton bei beliebigem Verlauf der
Drucklinie kann demnach auf Grund folgender Gleichung
erfolgen:

27 Mmax ]/1+r?—-2rcos “l,,
R sin «l
worin
. l
= A Tk ; A= —
i VTm i
H.— T E
01‘=05+2Qn3—ﬁ-—; )
T L (T +12E,v28); T —EV? £
/o 1+m0 e ’ 1\3

Bei geringem Armierungsgehalt darf die der maximalen
Ausbiegung m,,, entsprechende Druckspannung gp.x — 0
gesetzt werden. Diese Vereinfachung verringert etwas die
berechneten Knicklasten und liegt somit auf der sicheren
Seite. Das Verhéltnis mpy,x/m wird fiir eine gegebene An-
fangsexzentrizitit m gewd&hlt und hierfiir die Gleichung (27)
nach «l gelost, was mit Riicksicht auf die Vereinfachung
von Gleichung (26) fiir Spezialfdlle sehr einfach ist. Fir
reines Knicken wird mp,.,/m = co gesetzt.

Fiir exzentrischen Druck wird die der gewi#hlten Ver-
formung m,,,x entsprechende mittlere Bruchspannung ¢, dem
Bild 2 entnommen, und hierfiir nach den oben aufgefiihrten
Gleichungen der vorher ermittelte Ausdruck fiir «l nach 1/i
aufgeldst. Numerische Auswertungen dieser Gleichungen, wo-
fiir die Mitwirkung von Ing. R.Joosting und E. Husmann
verdankt wird, sind in den Bildern 4 bis 7 dargestellt.

Die obersten Kurven von Bild 4 entsprechen dem zentri-
schen Knicken mit elastischer Entlastung (Druckstauchungs-
kurve nach Baumann, Bild 1), ohne Erreichen der Fliess-
grenze bei maximaler Betonstauchung.

Wenn die Stauchungskurve bei Bruch eine horizontale
Tangente aufweist und die Fliessgrenze der Armierungseisen
iiberwunden wird, verschwindet der Bereich, in dem noch kein
Spannungsabfall infolge Knicken entsteht (Bild 4, Kurve fiir
T, aus quadratischer Parabel). Es hédngt demnach vollkom-

Sfdfzenhdhe: Sfér*ke - I,/h
Bild 7. Zentrisches Knicken unarmierter Sdulen fiir
verschiedene Betonarten

men von den Materialeigenschaften ab, von welchem Schlank-
heitsgrad an eine Knickberechnung einzusetzen hat.

Bei Annahme der Ausbiegung ohne Entlastung, d. h.
wenn die Ausbiegung gleichzeitig mit der Belastung wéichst,
gilt fiir die Berechnung der Modul 7| nach Gleichung (21);
dabei ergeben sich etwas geringere Knickspannungen, die
unseres Erachtens als untere Grenze praktisch massgebend
sind (ausgezogene Kurven in Bild 4). Im Gesamten entspricht
die vereinfachte Berechnung den Untersuchungsergebnissen
von Baumann und liegt entsprechend dem Sinn der getrof-
fenen vereinfachenden Annahmen meist auf der sicheren Seite.
Die Unterschiede sind hauptséichlich durch die Abweichung des
vereinfachten Druck - Stauchungs-Diagramms und weniger
durch die Berechnungsmethode bedingt.

In Bild 5 sind die Knickspannungen fiir Kopfexzentrizitit
und fiir verschrinkte Exzentrizitdt dargestellt. Mit Abnahme
des algebraischen Wertes von » schieben sich die Kurven
gegen diejenige fiir zentrisches Knicken hin und erreichen
diese gerade im Grenzfall » — — 1, wofiir demnach nur noch
exzentrischer Druck und zentrisches Knicken massgebend
bleibt.

Bild 6 zeigt als Grenzfall fiir £ — 0 das zentrische und
exzentrische Knicken von unarmiertem Beton von der Art,
wie er fiir die Hauptversuche von Baumann verwendet wurde.
Bild 7 zeigt die zentrischen Knickkurven bei gelenkiger Lage-
rung fiir verschiedene Betonarten auf der Grundlage der nach
Auswertung zahlreicher Versuche formulierten mittleren Ela-
stizitdtsmoduli.

Wenn durch das Kriechen des Betons die spezifischen
Stauchungen ¢ auf das Mass x¢ erhoht werden, so sind bei
unarmiertem Beton die einer bestimmten Knickspannung zu-
gehorigen Schlankheiten A mit dem Mass |/1/x zu multipli-
zieren. Bei unarmiertem Beton kann das Kriechen lediglich
durch eine Aenderung des l/i-Masstabes der Knickdiagramme
beriicksichtigt werden (Bild 6). Bei armiertem Beton ist im
Ausdruck fiir T', Gleichung (21), der Wert E durch x zu divi-
dieren.

Das Néherungsverfahren erlaubt auch, auf Grund der
durchgerechneten Kurven, Bilder 4 bis 7, Stiitzen mit abwei-
chender Festigkeit oder Armierung zu beurteilen — oder
anderseits nicht zu weitgehende Abweichungen der Armie-
rungen, Festigkeits- und Elastizitdtseigenschaften bei Ver-
suchsauswertungen sinngeméss zu beriicksichtigen.

Fiir eine gegebene Schlankheit /i ist bei bestimmter
Lagerungsart und Exzentrizitit jeweils T,/s) konstant, diese
Verhéltniszahl K wird durch Einsetzen der Versuchsdaten in
Gleichung (21) ermittelt. Hitte die Probesiule die den be-
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rechneten Kurven entsprechenden Materialeigenschaften auf-
gewiesen:

3 = 300 kg/cm?; E — 285000 kg/cm?; E, — 2050000 kg/cm?,
L =19, (total); v =3,

so hitte sie eine angendhert gemdiss folgender Gleichung ab-
weichende Knickfestigkeit g,* ergeben:

i V1_ O 112 R —K
aE* B ok*

E VAT Rt
ok = _K_(A — B + Vl = 73’1*{ + BE)

E
A =12nv2L; = 2
nov n =

woraus

worin

s
T aRE

Einige, auf diese Weise auf die Grundlagen der Bilder 4
und 5 bezogene Versuchsresultate, soweit die Beschaffenheit
der Probesdulen von den angenommenen Mittelwerten ab-
wichen, sind dort eingetragen.

Das Stauchungs-Diagramm des Betons sollte bei jedem
Knickversuch gleichzeitig gemessen werden. Zur Orientierung
iiber den Einfluss des Elastizitdtsmoduls wurden in den Bil-
dern 4 und 5 die Versuche von Baumann einerseits auf den
von ihm angegebenen, mittleren Elastizitdtsmodul Ey;, ander-

Knickstabilitdt des Obergurtes oben offener Briicken

Von J. BRUNNER

Die Eidg. Materialpriifungs-Anstalt hatte es seit ihrer
Griindung als eine ihrer Aufgaben betrachtet, die Knick-
stabilitdt von Konstruktionselementen aus den technisch wich-
tigsten Baustoffen zu untersuchen. Schon unter ihrem ersten
Direktor L.v.Tetmajer wurden umfangreiche Versuche durch-
gefiihrt, die zu den noch heute bekannten und in ihrem Be-
reich noch brauchbaren Knickformeln und Graphiken (Tet-
majer’sche Gerade) fiihrten. Ein spezielles Interesse widmet
die Anstalt auch den Vorschriften und Normen iiber die Be-
rechnung und Ausfiihrung von Bauten; die Knickstabilitdt
des Obergurtes oben offener Briicken verdient besonders diese
Aufmerksamkeit, da es sich hier immer noch um ein um-
strittenes Gebiet handelt.

Im neuen Entwurf der Normen des S.I. A. ist aus der
alten Vorschrift von 1935 die modifizierte «Engesser-Formels»
iibernommen worden; sie wurde aber gegeniiber der fritheren
Formulierung wesentlich vereinfacht dargestellt. Darnach
betrdgt die ideelle Knickldnge des quergestiitzten Stabes

4

g S
lk :nl/ZEJaJ

Hierin bedeuten a die Feldweite und J die Federkonstante
des stiitzenden Querrahmens, z. B. in cm/t, fur eine am Rah-
menkopf angreifende Horizontalkraft.

Die vorliegende kurze Abhandlung will zum prinzipiellen
Verstdndnis der sonst wenig {iibersichtlichen Formel beitra-
gen und zeigen, wie von ihr ausgehend die Stabilitdtsunter-
suchungen des Obergurtes wesentlich erweitert werden konnen.

Zunichst sei die Formel selbst kurz betrachtet und iiber-
sichtlich abgeleitet. Sie geht davon aus, dass ein Knickstab
(hier der Obergurt) in einem elastischen Medium eingebettet
liege, das dem seitlichen Ausweichen entgegenwirkt. Es wird
vorerst angenommen, dass die Stiitzung kontinuierlich er-
folge; dann wird die physikalische Knickldnge I, gesucht,
die ein Minimum der Tragkraft ergibt. I, ist die zur Trag-
kraftberechnung einzusetzende ideelle Knicklinge des unge-
stiitzt gedachten Stabes.

Die Tragkraft Ok des Tragsystems setzt sich zusammen
aus der Tragkraft Ok, der Knickwelle (ungestiitzt) und der
Vermehrung der Tragkraft infolge Querstiitzung, also

n? BJ cl?
Ok = Ok, + Okr = e T

Der Ausdruck Ogp ergibt sich aus der Momentenglei-
chung inbezug auf die Stabmitte bei Annahme einer sinus-

seits auf den im Mittel fiir Beton zutreffenden Elastizitdts-
modul Ep bezogen:

600 8 Siw
Ey — —3~0m t/Cm (Mortel)
600 8
— =B piumy (Beb
Ep 200 + 3 t/cm? (Beton)

Ueber das Knicken von unarmierten Betonstiitzen (Bild 6)
sind nur wenige vollstindige Versuchsangaben verflighar;
hier ist weitere experimentelle Abkldrung erforderlich.

Genauere Untersuchungen, mit Beriicksichtigung der
lings dem Stab verdnderlichen Steifigkeit und der Schub-
krifte konnen nach dem Verfahren von Vianello- Engesser
durchgefiihrt werden, wenn besondere Versuche iiber die
Spannungs-Deformations-Diagramme des Materials und die
mit Belastung und Exzentrizitdt verdnderliche Stabsteifigkeit
vorliegen.

Im Hinblick auf die genannten, komplizierten Zusammen-
hidnge kann aber dieses Verfahren nur in absehbarer Zeit
zum Ziel fiihren, wenn als Ausgangspunkt ein gut zutref-
fender Niherungswert zur Verfiigung steht. Die Aufstellung
von Niherungsverfahren entspricht dem von L. Vianello am
Schluss seiner grundlegenden Abhandlung !®) gemachten Hin-
weis:

Es kann nur empfohlen werden, alle Fille auf die mog-
lichst einfachen zuriickzufiihren und durch die hierdurch er-
zielte hohere Sicherheit gegen Umstdnde gedeckt zu sein,
die sich der Beriicksichtigung entziehen.

16) Z. VDI 1898, Bd. 42, S. 1436.
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formigen Ausbiegung der Stabaxe (oder angenidhert zur Ver-
einfachung der Berechnung einer parabelformigen Ausbie-
gung, wobei 9,6 o» 7n?) und der Proportionalitdt von Seiten-
kraft und Ausbiegungsgrosse (Bild 1). ¢ ist die Querbela-
stung pro cm (wenn wir alle in der Formel vorkommenden
Werte in cm dimensionieren!) und pro cm Ausbiegung. Um
nun das Minimum der Tragkraft fiir ein zu bestimmendes I,
zu finden, wird die Gleichung nach 1 differenziiert und ergibt
4

EJ
Z —
() ”V &

Durch Einsetzen dieser Knickldnge ergibt sich der mini-
male Wert fiir Ok zu:

Ok =|EJc +|EJic =2]EJc
oder nach einiger Umformung
n? EJ
1y2
Der quergestiitzte Stab trdgt also in dem gesuchten mi-
nimalen Fall genau das Doppelte des ungestiitzten Stabes.
Um die zur Tragkraftberechnung einzufiihrende ideelle

Knickldnge zu erhalten, sei daran erinnert, dass die Trag-
kraft umgekehrt proportional dem Quadrat der Knicklidnge

Og = 2

)
wichst; also ist hier eine Knickldnge I, — —° Zu beriick-

12

sichtigen. 4

e EJ
st o e

Wir setzen nun diese kontinuierliche Stiitzung mit der
wirklichen Stiitzung durch Querrahmen in Beziehung. Wir
bezeichnen mit B, — ca die Reak-
tion des Halbrahmenkopfes pro
cm Einbiegung, bzw. mit § = 1/R,

die Einbiegung des Halbrahmen- 5
kopfes pro t Seitenlast (Feder- = 8
konstante). Hiermit wird ¢ = R, /a

—1/ad, woraus folgt: =0E]

4

1
—nV4 EJad

Fiir neu auszufiihrende Briik-
ken wird nun der Rahmenwider-
stand am giinstigsten so gewé&hlt

SinusFlache erselzt
durch ParabelFlsche.
Schwerpunkts -Lage.

Iy

a

Bild 1
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