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Die strenge Losung des Problems der schiefen Platte

Von Prof. Dr. P. LARDY, ETH, Ziirich

Prof. H. Favre hat zur Berechnung schiefer Platten schief-
winklige Koordinaten eingefiihrt!) und die Durchbiegung der
freiaufliegenden Platte fiir gleichméssig verteilte Belastung
mittels Differenzenrechnung bestimmt. Dieses, der Platten-
form angepasste Koordinatensystem legt die Idee nahe, die
mathematisch strenge Losung aufzusuchen, was im Folgenden
kurz dargestellt wird.

Der parallelogrammfdrmige, von zwei Ebenen begrenzte
Korper spielt in der Eisenbetonpraxis (schiefe Briicken, drei-
eckformige Staumauern als Halbparallelogramm usw.) sowohl
als Platte wie als Scheibe eine wichtige Rolle. Die mathe-
matischen Grundlagen der Platten- und Scheibentheorie er-
lauben, aus ihrer Verwandtschaft heraus, die Losungen gegen-
seitig zu iibertragen, was sich u.a. auch im vorliegenden
Falle giinstig auswirkt.

Das Problem der schiefen Platte ist mit erheblichen ma-
thematischen Schwierigkeiten verbunden. Diese riihren teil-
weise davon her, dass die Losungen der «Bipotentialgleichung»
fiir die Rdnder keine konstanten Funktionen mehr enthalten,
wie das fiir die rechteckige Platte der Fall ist und deren Be-
handlung so ausserordentlich erleichtert. Es gelingt trotzdem,
die strenge Losung anzugeben und in eine fiir die praktische
Berechnung geeignete Form zu bringen.

Der Wert der strengen Losung liegt auch wesentlich darin,
dass diese als Kriterium flir N&herungslosungen heran-
gezogen werden kann. Damit ist eine Abschétzung der Ge-
nauigkeit und des Geltungsbereiches solcher Ndherungen ge-
sichert.

1. Grundlagen
Die schiefwinkligen Koordinaten sind in Bild 1 einge-
zeichnet, woraus mit ¢ — cos » und s — sin  folgt:

rT=1u -4 cv, Y =80 y v
Die Plattengleichung
von Lagrange:
P
4 el
AD S
i EJ
mit 8 = e
= Durchbiegung der

und ¢

Platte, muss nach den )

Regeln der Differential- [ e Al
rechnung von den karte- gjg4 1 ¢
sischen Koordinaten z, ¥

auf die schiefwinkligen %, v umgerechnet werden. In der

Folge seien zur Vereinfachung die partiellen Ableitungssym-
bole durch Indizes ersetzt. Man findet leicht:

db = ";15‘ ({Iluu e 2C(I)uu ‘}‘ (’)vu) ’

1
A4 = — <
s

>< [(I)uuuu T 40(4)uuuu + {I'MUUU) + 2 (1 + 262)4)“"9” + (I,L’l'l)l)]
Wegen der Glieder mit gemischten, ungeraden Ablei-
tungen wird die Integration der Bipotentialgleichung wesent-
lich erschwert.
Das Integral der Lagrange’schen Gleichung

4P — g , p — konstant

wird als Summe eines Partikulirintegrals ¢, und desjenigen
&, der homogenen Glei-
chung angesetzt:

v

P =, | D / /
mit 5
4 u
4
449, = 5 i 6 /
und
449, =0 Bild 2

1) SBZ Bd. 120, S. 35* und 51%, 1942. «Bulletin Technique», 3. Okt.
1942. TVBH Bd. VII, 1943/44.

DK 624.073.126

Die Randbedingungen lauten:
&—=0 und JP—0 fir u—-Fa und v=-15»
d. h. an allen vier Rdndern (siehe Bild 2).

2. Partikulédrlésung

Aus dem Verhalten der Platte ist offensichtlich, dass &,

nur Polarsymmetrie aufweist, d. h.
Dy (— U, — V) = P, (u,v).

Es muss daher ein gegeniiber der rechteckigen Platte
erweiterter Ansatz in Rechnung gestellt werden, der dieser
Eigenschaft geniigt. Der einfachste erweist sich als der Fol-
gende:

co 00
Dy —=23(K,,,c08 A, uco8 B,V + Ly, sin A, usin B, v)

m n

Darin ist: mund n— 1. 2.3, . .- o
und cos 4,,a — 0, cosB,b =0, d. h.

2m 41w B 2n 4+ 1)n
2a e 2b

Die Konstanten K,,, und L,, bestimmen sich aus

Am —

dd(l)g — % 3’
wenn bemerkt wird, dass p im Gegensatz zu ¢, doppelte
Symmetrie aufweist; d. h. mathematisch: in 44®, miissen
die sin-Glieder verschwinden. Werden mit p,, die Fourier-
schen Koeffizienten einer doppelten cos-Entwicklung von p
bezeichnet, so folgt:

K o 4c? 4,°B,* ar (Ap? + B,?%)? St Dmn
T T4624,.2B,? — (4,2 4 B, 8
T —4c4,, B, (‘4m2 -+ B,?) St Pmn
mn — e Sk

[4c24,°B, — (4, + B.)*1® 8

Mit ¢ — 0 wird auch L,, — 0 und es folgt die fiir die
rechteckige Platte charakteristische doppelte cos-Entwick-
lung!

3. Allgemeine Losung der homogenen Gleichung

Es ist das Integral der Gleichung

d4P, =0
zu bestimmen. Dazu werde zuerst die Gleichung
A(P? =0

betrachtet, deren Integral @, bereits die Hauptcharakteristiken
der Bipotentialfunktion @, enthélt und deren Hauptbestand-
teil in diesem Falle die Form hat:

D, = (@, + ayu + a;v) Dy,

Eine fiir unsere Zwecke systematische Auffindung der
Losungen ¢, bildet der Ansatz:

Dy, = D, (au + V) = Dy (?)

a; — konst.2)

d. h.: es wird die Form des Argumentes als primdres Element
zur Integration eingefiihrt. Damit folgt:

Aby = Py ;- (¢* — 2¢caB 4 p2) =0

und also allgemein:

o —2caB 4+ B?=0

Daraus ergeben sich die beiden Moglichkeiten:

a = (c+1is) B3
B.= (¢ —J‘iis) o

Hier geniigt diese Form des Argumentes; fiir andere
Probleme konnen « oder ;3 als komplexe Grossen zu noch
allgemeineren Funktionen fiihren!

Wir gelangen damit, wenn wir « durch -|- i« und 3 durch
-ig ersetzen, zu den beiden folgenden Funktionenklassen:

?) Siehe Courant-Hilbert: Mathematische Physik.
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D, (e[+ i (u + cv) -+ sv]),
D, (Bl+i(cu + v) -+ sul).

Mit v und v multipliziert folgen die Funktionenklassen
der &, .

Durch Wahl der Exponentialfunktion fiir &, und Trans-
formation auf reelle Funktionen entstehen fiir ¢, Kombina-
tionsmoglichkeiten aus folgenden Gruppen:

cos o (u 4 cv) 2 Cheasv
mi
sinea (w 4 cv) } Shesv
cosp3(cu 4 v Chpsu
P el mit y
sin 3 (cu + v) Sh3su
mit und ohne die Faktoren u und v.
Fiir das Problem der freiaufliegenden Platte ergibt sich
unter Beachtung der Polarsymmetrie fiir &, der folgende
geeignete Ansatz mit « —= 4,, und 5 = B,:

(oo}
@, :EIcosA,,, (u 4 ¢cv) X
m

X { CimChApnsv + Cppv8hdysv } i
4 sind,, (v + cv) X
X { Cym8hApnsv + CinvChA,sv }| =IL

AL ,;‘flcoan(cu 4+ v) <

< { D,,ChB,su + D,,uS8hB,su ‘[ +
+sinB, (cu 4+ v) <

X | DyuShB,su + D, uChB,su

4. Randbedingungen

a) Rdnder w — - a

Dafiir muss sein:

D — ([)0 -+ (I)1 =0,
AP — A ( Py D) = 0.

Diese Randbedingungen enthalten Funktionen von v,
deren Koeffizienten nicht identisch verschwinden. Sie lassen
sich einerseits in einen Anteil von geraden, anderseits in
einen solchen von ungeraden Funktionen von v spalten.

Jeder solche Anteil muss identisch verschwinden, was
flir einen Teil dieser Funktionen nur in Form von Reihen-
entwicklungen moglich ist. Diese Tatsache ist vor allem ge-
eignet, die damit verbundene grossere Schwierigkeit, im

Gegensatz zur rechteckigen Platte, ganz besonders zu be-
leuchten!

Nach Trennung in gerade und ungerade Funktionen folgt
fiir ¥ —= - @ und ®» — 0, wobei der Einfachheit halber die
Indizes m und n sowie die X-Zeichen weggelassen sind, und
unter Beachtung von cos 4 a — 0:

Gerader Anteil :

(1) cosBv [cosBca (D, ChBsa | DyaShBsa) |-
+ sinBca (D,ShBsa 4+ D,aChBsa)] — 0
Ungerader Anteil :
(2) —8sinAasinAcv (C,ChAsv | C,v8h Asv) |
+ sindacos Acv (C;8hAsv 4 C,vChAsv) +
- sinBv[—sinBca(D,ChBsa + D,aShBsa) |
+ cosBca(D,ShBsa 4 D,aChBsa) 4
4+ Lsinda] =0
Aus 4o — 0 folgt analog:

Gerader Anteil:
(3) 28BcosBv (Dy,cosBcaChBsa |
+ D,sinBcaShBsa) 0

Ungerader Anteil :

(4) 2sA(sinda(— CysindcvChAsv |
+ C,cosAcvSh Asv)]
+ 8inBv[2sB(— D,sinBcaChBsa |
-+ D,cosBcaShBsa) 4 L'sind a| 0

Mit L’ ist der Koeffizient von sin A usin Bv im Ausdruck
fiir 4 & bezeichnet.

b) Rdnder v = -1-b

Die Berechnung ist in allen Punkten analog und ergibt
vier weitere Bedingungen (5) bis (8); es geniigt dabei, fol-
gende Vertauschungen vorzunehmen:

VvV —->u, A—>B,

B —> A,

Damit stimmt die Anzahl der Bedingungen mit derjenigen
der Gleichungen iiberein.

Aus den Gl (1) und (3) lassen sich die Konstanten D,
und D, in Abhéngigkeit von D, und D, berechnen:

a—b
b— a.

ShBsa
?7 acosBca
X (D,cosBcaChBsa -+ D,sinBcaShBsa)
ChBsa
asinBca
X< (DycosBcaChBsa + D,sinBcaShBsa)

i L

(Giiltig fir jedes m).

Zwei analoge Formeln werden fiir C, und C, in Abhén-
gigkeit von C, und C, gefunden.

Die vier Unbekannten C,, C,, D, und D, werden nun
aus den noch nicht beniitzten Gleichungen (1) bis (8) be-
stimmt. Dies hat so zu geschehen, dass in den GI. (2) und
(4) die ungeraden Funktionen in Fourier’schen Reihen mach
sin B, v entwickelt werden. Die Koeffizienten dieser Entwick-
lungen sind bekannt. Daraus folgen dann Identitdten fiir
jeden Wert von m, so dass in den Gl (2) und (4) oo viele

SNV =

[ e o\ T
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Unbekannte C,,, und C,,, (¥ iiber m) vorkommen gegeniiber
den zwei Unbekannten D,, und D,, fiir ein festes n.

Analoges gilt von den entsprechenden Gleichungen (6)
und (8), wo fiir jedes feste m co viele Unbekannte D,, und
D,, (X iiber n) gegeniiber den beiden C,,, und C,,, vorkommen.

Solche Gleichungssysteme sind bei andern Problemen der
Platten- und Scheibentheorie bekannt (eingespannte Recht-
eckplatte, Rechteckscheiben bei Erfiillung s@mtlicher Rand-
bedingungen usw.). Sie sind fiir die numerische Berechnung
bedeutend geeigneter, als sich das auf den ersten Blick ver-
muten ldsst, da die Hauptdiagonale gegeniiber den andern
Matrixkoeffizienten stark hervortritt und daher Iterations-
methoden geeignet sind.

In unserem Falle konnen durch Elimination der D,, und
D,, aus (2), (4), (6) und (8) zwei Gleichungssysteme mit
den einzigen Unbekannten C,, und C,, aufgestellt werden,
womit eine grosse Vereinfachung erreicht ist. Entsprechend
konnen auch die C,,, und C,, eliminiert werden.

5. Schlussbemerkungen
Fiir die numerische Berechnung konnen fiir gewisse Werte

b
der vorkommenden Parameter 4,,, B,, v die Koeffizienten

in Tabellenform ein fiir allemal bestimmt werden. Da in
Analogie mit der rechteckigen, eingespannten Platte erfah-
rungsgemiss die Konvergenz der Gleichungssysteme gut ist,
braucht in den Ansétzen fiir &, und &, mit nur wenigen
Werten der m und n gerechnet zu werden.

Aus den so gewonnenen Funktionen ¢ kénnen nun die
Schnittkrifte M,, M,, M,, usw. leicht bestimmt werden?).

Als Kontrolle der Berechnung ist der Uebergang auf die
rechteckige Platte mit ¢ —= 0 leicht durchzufiihren.

Es ist beabsichtigt, auf der Grundlage der eben skizzierten
strengen Losung einige der wichtigsten Probleme der schiefen
Platten und Scheiben und deren Ergebnisse und Auswertungen
in spéteren Arbeiten zu veroffentlichen.

Das Kraftwerk Calancasca

Nach dem Projekt der Elektro-Watt A.G. Ziirich, das sich
auf ein Vorprojekt der ATIAG-Hydraulik A. G. stiitzt, niitzt
dieses Werk die Gefillstufe der Calancasca zwischen Buseno
im Calancatal und Sassello (unterhalb Roveredo) im Misox
mit einem grossten Bruttogefille von 405,55 m aus (Bild S.208).
Das Einzugsgebiet betrdgt rund 134 km?, die Ausbauwasser-
menge 6 m3/s, die Ausbauleistung 18500 kW.

Die Sommerwasserfassung besteht aus einem beweglichen
Wehr mit einer Hauptéffnung von 15 m 1. W. und 3,8 m Stau-
hohe (Sohle auf Kote 686,75) und einer Spiil6ffnung von
1,5m 1. W. und 3 m Stauhdhe, Sohle auf Kote 687,55; Stau-
ziel auf Kote 690,55. Der Einlaufschiitze mit vorgeschaltetem
Feinrechen folgt eine Entsandungsanlage, die fiir eine Aus-
scheidung bis 0,35 mm Korndurchmesser bemessen und durch
eine starke Mauer gegen Hochwasser geschiitzt ist. Nach der
Auslaufschiitze am Ende des Entsanders fliesst das Wasser
durch einen 500 m langen, am linken Talhang angeordneten
Zulaufstollen zum Hauptstollen.

Im Winter wird ein Wochenausgleichbecken von rund
0,75 Mio m?® Inhalt eingeschaltet, das durch eine etwa 40 m
hohe Staumauer gebildet wird, die die enge, nur etwa 15 m
breite Schlucht abschliesst. Der in die Mauer eingebaute
Grundablass wird mit einer Sektorschiitze abgeschlossen
und ist fiir den ungestauten Durchfluss des Hochwassers be-
messen. In die Mauer ist die Ueberfithrung des Wassers von
der Sommerfassung nach dem Hauptstollen eingebaut. Der
Wasserspiegel im Becken schwankt zwischen Kote 686,75 und
666,75, fiihrt die Calancasca mehr Wasser als 6 m3/s, so bleibt
das Becken leer.

Die Wasserfassung im Becken ist mit Feinrechen und
Drosselklappe versehen; dort beginnt der 2900 m lange Haupt-
stollen von 2,00 m 1. W., der mit Beton ausgekleidet ist. Etwa
700 m nach der Wasserfassung ist ein Fenster vorgesehen.
In dieser ersten Strecke wird ein mit Morine gefiillter alter
Tallauf durchfahren. Der Stollen endet im Wasserschloss beim
Weiler Monti di Lottano; das Schloss weist eine obere und
eine untere Kammer auf. Von dort fiihrt der gepanzerte,
600 m lange Druckschacht von 1,5 m Durchmesser unter 80 ¢/,
Neigung zur Kavernenzentrale. Diese enthilt in einer beson-

DK 621.311.21 (494.262.4)

3) Favre, loc. cit.

dern Kammer die Abschlussorgane und im Maschinenraum
zwei horizontalachsige Peltonturbinengruppen, deren Axe
auf Kote 285,0 m liegt. Die erzeugte Energie wird in einer
Transformatoren- und Schaltanlage von 10000 auf 50000 V
gebracht und durch Freileitungen mit dem bestehenden Lei-
tungsnetz verbunden.

Die mittlere Energieerzeugung betrdgt im Winterhalbjahr
(November bis April) 28,0 Mio kWh, im Sommerhalbjahr
64,0 Mio kWh, insgesamt also 92,0 Mio kWh. Die von den zustén-
digen Gemeinden 1918 an Dr. J. Biichi, Ziirich, erteilten Konzes-
sionen wurden gleichzeitig von der Biindner Regierung ge-
nehmigt und auf die Aluminum-Industrie Neuhausen iiber-
tragen. 1948 ist die bis 1999 befristete Konzession bis 2028
verldngert und an die Mitglieder des Syndikates Calancasca
zuhanden der Calancasca A.G. iibertragen worden.

Das Projekt fiir einen Bundespalast in Ziirich
und sein Architekt Ferdinand Stadler DK 725.1(494.39)

Die Geddchtnisausstellung der Ziircher Zentralbibliothek
fiir die Bundesverfassung von 1848 zeigte neben vielen ande-
ren interessanten Dokumenten auch die Originalentwiirfe von
Ferdinand Stadier fiir ein Bundeshaus in den Stadthausanla-
gen — auf dem Areal des heutigen Biirkliplatzes — in Ziirich.
Die im Stil der Zeit mit minutioser Prézision gezeichneten,
in zarten Tonen lavierten Bléitter lassen sich kaum reprodu-
zieren — aber dieses verschollene Projekt ist doch wert, fiir
einen Augenblick ins Ged&chtnis zuriickgerufen zu werden.

Die historische Situation!) war die folgende: Fiir die
Jahre 1845 46 war Ziirich eidgendssischer Vorort, der «Staats-
raty, eines der sieben Departemente des zlircherischen Regie-
rungsrates, amtete als eidgendssischer Staatsrat und bediente
sich in eidgendssischen Angelegenheiten der eidgendssischen
Kanzlei; der Ziircher Amtsbilirgermeister war zugleich sein
Président. 184748 war Bern Vorort. Nachdem die militéd-
rische Entscheidung im Sonderbundskrieg gefallen war, und
am 12. September 1848 von der Tagsatzung die neue Bundes-
verfassung verkiindet werden konnte, stellte sich die Frage,
welche Stadt den nunmehr permanenten Sitz der Bundes-
regierung beherbergen solle. Ziirich glaubte darauf ein erstes
Anrecht zu haben, und eine Dreierkommission unter dem
Vorsitz des Biirgermeisters Ulrich Zehnder beauftragte den
Architekten Ferdinand Stadler (1813—-1870) mit der Ausar-
beitung eines Projektes, von dem wir die wichtigsten Blitter
abbilden; der Kostenvoranschlag erreichte die Summe von
797855 Franken. Es entspann sich ein unliebsamer Wettstreit

) Wir entnehmen diese Angaben dem Aufsatz «Die vierziger Jahre
des 13. Jahrhunderts im Urteil des Zircher Blirgermeisters Dr. med.
Ulrich Zehnder, mitgeteilt und erldutert von Dr. Werner Schnyder» im
«Zircher Taschenbuch auf das Jahr 1944», S. 56 ff.
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Projekt von Arch. F. STADLER, 1848. Lageplan 1 : 3500
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