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Nr. 7

Die Knickung des schief gelagerten Stabes
Von Prof. Dr. HANS ZIEGLER, E.T. H., Ziirich DK 539.384.4
624.075.22

1. Einleitung. Die Eulersche Knicklast eines geraden
Stabes kann bekanntlich!) als kleinste zentrische Druck-
kraft definiert werden, unter der er mit ausgebogener
elastischer Linie im Gleichgewicht ist. Sie wird als Losung
eines Eigenwertproblems erhalten, dem die Differentialglei-
chungen der elastischen Linie und die durch die Lagerung
gegebenen Randbedingungen zu Grunde liegen. In den prak-
tisch wichtigeren Fillen zerfillt dieses Eigenwertproblem in
deren zwei, indem hier die beiden Projektionen wu (z) und
v (2) der elastischen Linie unabhéngig voneinander gewonnen
werden konnen. Der Grund dafiir liegt darin, dass in diesen
Fillen die Hauptaxensysteme der einzelnen Querschnitte bis
auf eine Translation in axialer Richtung miteinander iiber-
einstimmen und die Lager beziiglich der Hauptaxen der zu-
gehorigen Querschnitte symmetrisch sind. Da dann ndmlich
zwei Hauptebenen (z, 2) und (y, 2) existieren mit der Eigen-
schaft, dass die Ausbiegung in der einen das fiir die Aus-
biegung in der anderen massgebende Biegemoment nicht
beeinflusst, lassen sich fiir die Verschiebungen » (2) und v (2)
in den Richtungen x bzw. y zwei Differentialgleichungen auf-
stellen, die nur je eine abhingige Verinderliche enthalten;
ferner zerfallen die Randbedingungen mit Riicksicht auf die
Symmetrie der Lager in je einen Satz fiir u (2) bzw. v (2).

Vom theoretischen Standpunkt aus sind diese Aufgaben
indessen nur als Sonderfille des allgemeineren Eigenwert-
problems zu betrachten, das aus zwei simultanen Differen-
tialgleichungen und den zugehdrigen, die Veridnderlichen u
und v sowie ihre ersten Ableitungen verkniipfenden Rand-
bedingungen besteht. So erhdlt man z. B. tiir verwundene
Stébe, d. h. solche, deren Querschnitthauptaxen nur durch
eine Schraubung in axialer Richtung ineinander iibergefiihrt
werden konnen, simultane Differentialgleichungen, indessen
aber auch schon bei unverwundenen Stdben mit asymmetri-
scher Lagerung eine Verkoppelung in den Randbedingungen.
In beiden Féllen ist die elastische Linie unter der Knicklast
eine Raumkurve.

Wéihrend der verwundene Stab einer spiteren Unter-
suchung vorbehalten werden soll, mag hier als einfachstes
Beispiel fiir den Fall verkoppelter Randbedingungen ein un-
verwundener, z. B. prismatischer, beidseitig in Zylindergelen-
ken gelagerter Stab betrachtet werden. Die beiden Lager

werden dabei als Léngs-

2 und Querlager mit paral-

T lelen, zur Stabaxe norma-

len, im iibrigen aber beliebig

gerichteten Axen voraus-

p gesetzt; zudem sollen sie
! . . .

M so lang sein, dass sie in der

A durch ihre Axen aufge-

== spannten Ebene als Ein-

spannungen wirken.

2. Das Eigenwert-
problem. Bild 1 zeigt den
Stab mit der Lidnge ! und
sein Bezugsystem (z, vy, 2),
das durch die Querschnitt-
! hauptaxen und die Stabaxe
! ‘ festgelegt wird. Die Dreh-
: axen ¢ und a der Lager
stehen normal zur =z-Axe
| und sind unter dem Win-
i kel « gegen die xz-Axe ge-
: neigt. An Reaktionen sind

/;a
/¢

| M l-) \-/ergl. E. Meissner und
‘ Yy H. Ziegler, Mechanik I, Basel
_ 1946, S. 302.
| o
4.l .
s EN sin », 1
ﬂ \/ .3 0
& 4 = x lcos «
X %, lcos x,1cos «

Bild 1

neben den zentrischen Druckkriften P zwei zur Ebene (a, 2)
normale Einspannmomente M und M’ zu erwarten, ferner
zwei entgegengesetzt gleiche, zur z-Axe normale Einspann-
kriafte @, die mit Riicksicht auf das Momentengleichgewicht
in die Axen a bzw. o’ fallen miissen. Schliesslich ist auch
mit dem Auftreten zweier axialer Einspannmomente zu
rechnen, die aber mitsamt dem von der Kraft @ herriihren-
den Torsionsmoment im Vergleich zu den anderen Einspann-
momenten von der Ordnung u/l klein sind und daher ver-
nachléssigt werden konnen.

Die Ausbiegungen u (2) und v (2) der elastischen Linie

in den Richtungen x und y unterliegen den Differentialglei-
chungen

‘dz d 1 (Pu Q zcos M cos «)
I dz® —  EJ, i “+ S
(1) ’
l = = (Pv Q@ zsin M sin «)
@@ = ms, PV “ % ’

den Randbedingungen

(2) w(0) =0, v(0) =0, u(l) =0, v(1) =0,

die auf die Unverschieblichkeit der Lager zuriickzufiihren
sind, sowie den weiteren Randbedingungen

u dv o
T (0) cosa+W(0) sine —=0,
(3)
_du (1) cos __d'u (I)sine =0
dz *+ az ="

welche die Tatsache zum Ausdruck bringen, dass die Stab-
enden in der Normalebene zu @ durch z liegen miissen.

Wihrend die Beziehungen (1) und (2) je nur eine ab-
héngige Verédnderliche enthalten, kommen in der Randbedin-
gung (3) beide zugleich vor, und dies ist der Grund dafiir,
dass das Problem nicht in zwei einfachere Eigenwertauf-
gaben zerfillt.

3. Losung. Die Losung der Differentialgleichungen (1)
lautet, wenn die Abkiirzungen
P P ”
(4) ”EiJ.‘, =’ H5— 7. =252
sowie zwei Integrationskonstante a, b eingefiihrt und die
beiden ersten Randbedingungen (2) sofort beriicksichtigt
werden,

- . M cos o Qcos «

lu:asmzlz—~ 5 (l—cos;flz)-{-——P 2
5 4 M sin « Q@ sin «

lv: bsinx,z — L (1 —cosx,2) + —

Die beiden anderen Randbedingungen (2) ergeben

l
[asinzll — -I;(l—cos:ql) cosa+QTcosa:0,

(6)
l
lbsinzsl — % (1 —cos #,1) sin & 4 ﬁ;—sina=0,

die Randbedingungen (3)

l
ax,lcosa + bx,lsine (193 =05
M.
(7 (acosxll—Tsmx,lcosa)x,lcosa+
l
+ (bcos x,1 — L;f sinx,lsina) x,lsin« | QPW:O.

Nun ist nach (5) die elastische Linie nur dann ausge-
bogen, wenn nicht gleichzeitig alle vier Konstanten a, b,
M|P, @1/P verschwinden. Dazu ist notwendig, dass die Deter-
minante des aus (6) und (7) bestehenden, in diesen Grossen
linearen und homogenen Gleichungssystems Null, d. h.

0 — (1 — cosx,l)cosa cosc

sin x, | — (1 — cos x,1) sin « sin « l
#,18in « 0 1 =0
%,1co8 x,18in « — (#,18in x,lcos? ¢« 4 1 l

- %y lsin x,18in? &)
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oder ausgerechnet
4 = [#,1 (1 — cos »,1)sin x,lcos? e

+ #,1 (1 — cos x,1) sin %, Isin? «] x

%,1(1 4 cos x, 1)

2 — e 2.0 —
> sin z, 1 g
2y V(L Xy 3
= %Z) sinZ “] —0
sin x,1)

ist. Diese Beziehung, die auch auf die Gestalt

(—x’ lsin %1 0s ol cos? Zglsin —z’lcos il lsinﬂa ~<
g St g C0S-costu 4 - 2 2

S %l b o %y 5
(8) < (sm 5 Sin - — S-cos -sin - cos? ¢ —

%yl cos #,1
T2 2

D
sin /7‘ sin® a) =0

gebracht werden kann, liefert die noch durch (4) verkniipften
Eigenwerte und damit insbesondere die Knicklast.
4. Die Knicklast. Setzt man zunichst « — 0, so er-
hélt man statt (8) die Gleichung
%y U #:d % x, 1
inx,lsin L [si LS ! —
sinz,lsin — (sm 5 5 Cos — ) 0

und hieraus erwartungsgemé&ss die kritischen Lasten sdmt-
licher Ordnungen fiir das Ausknicken in der (y, z)- und
(z, 2)-Ebene, indem man den ersten oder einen der beiden
anderen Faktoren Null setzt.

Fir « 4 0 kann man sich auf den Winkelbereich 0 <C
« < w2 beschrdnken, da sich (8) beim Ersatz von « durch
sein Supplement nicht &ndert. Zudem darf man
(9) Jo = Jy

und damit nach (4)

2 < %y

voraussetzen; das Verhédltnis
L 2q2

(10) 2 = /2" — #2
Je %,°

der beiden Haupttrigheitsmomente ist dann mindestens gleich
1. Fiihrt man schliesslich noch die Abkiirzung

%1
11 - —
(11) 5 w

ein, so zerfdllt (8) in die beiden Beziehungen

w LW : wo .
—— cos wsin — cos? ¢ -+ wsin wcos —sin?2 ¢ = 0,
uw u "

&

wo . w , oW
(12) ——8in wcos — cos? ¢ 4 wcos wsin — sin? « —
u u w

—--sinwsin:ui =0.
u

Diese liefern fiir gegebene Grossen « und u je eine Reihe
von Eigenwerten w;, von denen der kleinste positive w, ge-
méss (4) und (11) die Knicklast

4w EJ
(13) Py — _w‘*‘,
12

ergibt.

Nun geht die zweite Beziehung (12) — nach « aufge-
16st — in

. . . w
gin wsin 2 — w cos w sin
" "

cos? ¢ =
2 sin w cos
iber, und da hier die rechte Seite fiir w — n/2 den Wert
2u b4
—tg—>1
7 g 2u =

annimmt und nur fiir

. w
— W COS W Sin —
"

sSinw sin —— = —— SIn W Co8
w w [z

d. h. fiilr die der Grosse nach geordneten LOsungen

)

3
un < W ——UT, ..

w=0, wr=mn, 2
der beiden Gleichungen
sinw:O, tg }(i :1
u Iz

durch 1 hindurchgeht, liefert sie keinen Eigenwert im Inter-
vall 0 < w < m. Dagegen liegt die kleinste positive Lisung

Bild 2

der ersten Gleichung (12) — und damit w, — stets im Inter-
vall /2 < w <m, denn ihre linke Seite ist fiir 0 < w < /2
positiv und nimmt fiir w = n den Wert
— —B8in—cost <0
u w

i &

an.

Die erste Beziehung (12), die demnach allein weiter ver-
folgt werden muss, ergibt insbesondere fiir « — 0

w /1
1T 2
und damit nach (13) die bekannte Eulersche Knicklast
w?EJ,
Pp=——5=,

s 2
die dem — mit Riicksicht auf (9) allein mdglichen — Aus-
knicken in der (v, 2)-Ebene entspricht. Fir a = 7/2 liefert
sie
T
w1=y»§7,(;¢§2), w, =7, (u=>2)

und damit erwartungsgemiss die kritischen Lasten

nEdJ,
P — l—‘-’)’ (Jy <4J,)
bzw.

Pre 4.7[3EJ57,

—

(T, >4J,)

flir das Ausknicken in der (x, 2)- oder (v, 2)-Ebene.
Umgekehrt folgt aus der ersten Beziehung (12) fiir w —n /2
b4
CcoS —
2u
der kleinste mogliche Wert 7/2 wird demnach von w, nur
im soeben besprochenen Sonderfall ¢« — 0 sowie im ebenso
trivialen Falle ¢ — 1 gleicher Haupttrdgheitsmomente ange-
nommen. Schliesst man beide aus, so kann man die Gleichung
mit den nunmehr von Null verschiedenen Grodssen cos w,
sin w/u und sin? ¢ kiirzen und durch die Beziehung

sin? ¢« —=0;

(14)  f(w) — utgw ctg% = — ctg?a

ersetzen, die iibrigens fiir gegebene Werte « und u im Inter-
vall
(61 N

2

nur eine LOsung — ndmlich die gesuchte w, — aufweist.
Da némlich infolge (15) tg w < 0 ist, kommen als Lésungen
von (14) nur solche in Frage, die gleichzeitig der Bedingung
ctg w/u > 0 geniigen und damit auch im Intervall

<w<m

w o ow
I<w =3

liegen. Fiir diese ist aber
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w s s
af u CcOos — Sin R COsS w SIn w
1 1z

0,

v

dw cos? w sin? ¥
u

mithin nach (14)
c.tg o 7d_a_ ~o,
sin2e¢ dw —
also durchwegs
da
dw
und damit tatsichlich w eine eindeutige Funktion von «.
In Bild 2 ist die Beziehung (14) fir verschiedene Ver-
hidltnisse u?>1 ausgewertet, und zwar ist statt w, der
Faktor

>0

18y r— 2%

T
mit dem sich die Knicklast geméss (13) in der Form
(17)  Pp — k2 #

ergibt, als Funktion von « aufgetragen. Die Kurven, die fiir
stumpfe Winkel « durch Spiegelung an der Endordinate fort-
gesetzt werden konnten, steigen mit Ausnahme der Horizon-
talen 2 = 1 von « = 0 bis « — n/2 monoton an und weisen
— von der Kurve u? — 4 abgesehen — an beiden Intervall-
grenzen horizontale Tangenten auf. Der gesamte Anstieg
geht von k — 1 fiir u? > 4 bis k — 2 und setzt umso rascher
ein, je grosser u? ist.

Das Kurvenbild zeigt insbesondere, dass das in der Praxis
iibliche Verfahren, Zylindergelenke wie Kugelgelenke zu be-
handeln, zwar zweifellos vorsichtig ist, aber den wirklichen
Verhiltnissen kaum gerecht wird. Sind die Endlager derart
ausgebildet, dass sich die Axe der Lagerschale nicht aus der
Normalebene zur urspriinglich geraden Stabaxe herausdrehen
kann, so ist die wirkliche Knicklast bis viermal grosser als
der iiblicherweise verwendete Wert

72 E Jmin
P, = —*12— )
und zwar unterscheiden sich die beiden umso stédrker von-
einander, je mehr sich der Winkel ¢« zwischen der Lageraxe
und der Axe des kleineren Haupttridgheitsmomentes einem
rechten nédhert.

Drehzahlregelung der Wasserturbinen
DK 621.24-531.6

Stellungnahme von Prof. Dr. G. Fabritz, Ravensburg

In seiner Verdffentlichung «Drehzahlregelung der Wasser-
turbinen», SBZ 1947, Nr. 39 bis 41, betont Th. Stein im Ab-
schnitt VII «Reglerkatarakt ohne Riickfithrung» besonders
die Moglichkeit, auf die iibliche Riickfiihrverbindung (Steuer-
verbindung «b» in Bild 1) verzichten zu kénnen. Hierzu moge
folgendes festgestellt werden:

Aus den fir die Schwingungskreise bzw. deren Kopp-
lung im einzelnen geltenden Gleichungen!t)
(1) [3b#—§+’7*1;_'(71—4')=0

12
mit B, als Uebersetzung der
Riickfiihrverbindung «b»,
(2) p=107+4 gr(n —0)
mit ¢ der auf y,,, bezogenen
Statik des durch keinerlei Ver-
stellkrédfte belasteten Pendels
- Cymnx
Pr=""2E
(C Charakteristik der Kata-
raktfeder, K Stellkraft des
ruhenden Pendels),

und

. o
(3) w=— ZTS )

n; = [1/K]2)
mit ¢ als Steuerventilauslen-
kung,
(4) 0=+ Palt

!y Fabritz, G.: Das Stabilitéits-
problem der selbsttitigen Turbi-
nenregelung, Wasserwirtschaft,
Wien 1928, Heft 21'22. — Die Rege-
lung der Kraftmaschinen, Springer,
Wien 1940, S. 354, S. 355 ff.

der Gleichung der Steuerverbindung «a» (Uebersetzung f,)
folgt die Steuergleichung des vervollstindigten Systems
(Bild 1)
= T3 o3
(5) Ti(Pr(._ —|—1)7L‘Tsﬂ—|—
Pr

_ Lopg ! d
+ [Tiprfy + Tipr (:' ails 1) Ba + N Tl +0fap +
Pr
+ Tig+ ¢ =0,
welche sich wegen der bei einer Regelungsauslegung nach

modernen Gesichtspunkten bestehenden Beziehung T; >>>
iy >0 und damit berechtigten Vernachldssigung des

,ﬁ-Gliedes sowie des additiven Gliedes dn, T, im u-Glied in
der Form

(52) [Tigr (86 + Ba) + 0BaTilp + 6Bapt + Tig + ¢ =0
darstellt. Kann somit bei kleinen bezogenen Schlusszeiten
n, Ty der Einfluss der Pendelstatik § (bei 3, = 0) vernach-
ldssigt werden?), zeigt Gl (5a) die additive Wirkung der
Steuerverbindungen «a» und «b» und damit auch die grund-
sitzliche Moglichkeit der etwaigen alleinigen Anwendung der
Steuerverbindung «ay. '

Da jedoch bei einer Uebersetzung 3, > 0 und Wahl dieser
nach den Stabilitidtserfordernissen die Regelung eine darnach
bestimmte und u. U. verhiltnismissig hohe dauernde Statik
erhdlt, falls § > 0 ist, wird auch die von Th. Stein voraus-
gesetzte Astasie des Pendels notwendig. Eine (einstellbare)
Statik der Regelung miisste dann etwa durch eine von der
Servomotorstellung abhiingig gemachte zusétzliche und dau-
ernde Belastung des Pendels herbeigefiihrt werden; einfacher
wird jedoch dieser Forderung Rechnung getragen durch die
Praxis, der Steuerverbindung «b» die Stabilisierung, die Ein-
fithrung einer dauernden (einstellbaren) Statik der Regelung
jedoch der Steuerverbindung «a» zu libertragen — mit der
selbstverstindlich notwendig werdenden Anwendung eines
statischen Pendels (4 >0). Dass diese — entgegen der bei
Ableitung der Steuergleichung (34) der Steinschen Abhand-
lung gemachten Voraussetzung -- auch Bedingung fir die
Wirksamkeit der in Bild 5 (1947, S. 545) gezeigten Anord-
nung zur Drehzahlverstellung im Alleinbetrieb ist, mag er-
wiahnt sein.

Die vorstehenden Feststellungen beriihren in keiner Weise
den Wert der verdffentlichten Untersuchung iiber den Ein-
fluss der Selbstregelung bei Antrieb von Drehstromerzeugern
durch Wasserturbinen, wobei der iiberwiegende Einfluss der
mit der Giite der Spannungsregelung und der Belastungsart
verdnderlichen Charakteristik des Lastmomentes besondere
Beriicksichtigung findet. Es bleibt jedoch zu ergénzen, dass
die aus der Voraussetzung n, T, —> 0 folgende Unterdrik-
kung des in den vollstdndigen Stabilititsbedingungen neben
dem Parameter der Selbstregelung auftretenden Parameters

U Tr = Z’;;;P,\' = [;SL;‘;{]?) ein unvollstindiges Bild vermit-
telt, nicht so sehr wegen des unter hydraulisch glinstigen
Verhiltnissen bestehenden Einflusses kleiner Werte von y, 7,
sondern weil die bewusste Anwendung ldngerer bezogener
Schlusszeiten zur Verbesserung der Stabilitdit — etwa bei

2) [ ] in der Abhandlung von Th. Stein beniitzte Darstellungen.

n, = [1/K] setzt die zur Herbeifithrung der maximalen Servomotor-
Geschwindigkeit notwendige Verstellung des Pendels ins Verhiltnis
zu dessen wie fiir Gl. (1) bis (4) definiertem Hub ymax. %, ist jedoch fiir
eine bestimmte Uebersetzung zwischen Pendel und Steuerventil nicht
nur Funktion des Duarchflusskoeffizienten der jeweils steuernden Ven-
tilquerschnitte, sondern wird wesentlich mitbestimmt durch die Druck-
spanne, die iber den Arbeitsdruck hinaus zur Deckung der Ventilver-
luste zur Verfiigung steht. Damit wird n, auch abhingig von der Aus-
niitzung des Reglerarbeitsvermigens und insbesondere von den fiir die
einzelnen Servomotorstellungen bestehenden unterschiedlichen Regu-
lierkriften. Diese Abhiingigkeit ist bei Festlegung des jeweiligen n;-
Wertes zu beachten. Der Einfluss von Aenderungen der Druckspanne
auf n, ist iiberdies verschieden, je nachdem ob es sich um Windkessel-
oder Durchflussregler handelt.

Wirtschaftliche Erwiigungen lassen die iiber dem hichsten Arbeits-
druck zur Erzeugung der Durchstromgeschwindigkeit verfiigbare Druck-
spanne kaum iiber 1,5 bis 2 at wiihlen. Es kann ferner als Regel gel-
ten, dass die Einschaltung der vollen Servomotorgeschwindigkeit ent-
sprechend der konstruktionsgemiiss vorgesehenen kiirzesten Schluss-
zeit bereits bei Drehzahlabweichungen von 1 bis 1,6 9%,, falls kurze be-
zogene Schlusszeiten n, T's angewendet werden sollen, erfolgt. Dem+
nach ergeben sich Werte von n, = 0,06 bis 0,1, unabhiingig von der im
Einzelfalle durch Abblendung der Servomotorleitungen herbeigefithr-
ten effektiven Schlusszeit, s. Fussnote ).
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