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SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG

65. Jg. Nr. 3
Beispiel. 871 3 M Zugspannung
Gegeben: M, uberwiegt Voller Holm
Holmquerschnitt H — 22 cm, B = 8 cm L ==
Die grossten Momente betragen:
M, = 300000 kgem, M, = 210000 kgem,
die Festigkeitswerte des Holzes:
o7 = 950 kg/em?, op = 830 kg/cm?,
op = 475 kg/cmﬂ, 07 %AL < =i { [ T
d.h. oz/op = 2, oB/sp = 1,755 >|¥%>A 1 1 Nl TN ‘ il
Gesucht: Gurthéhen d, und d,. “ % O\ = 2 {2 b S s = \\ < . 1]
Lésung: M,/M, — 300000/210000 — 1,43 e M NOCRD \\\ zﬁ&(e& 1T N 1 .0
90 " BHN I N ="} T :
Ao M 800000 gygm BT \1\\ PN x\ - I eI e i 5
sp B H? 475 . 8 . 484 027 c \ \ =5 < —"'\", <\ i L | 1
Aus Bild 3 erhidlt man fiir den Schnittpunkt P AX\ NN \ o \ NC \ : /‘ %\
dieser beiden Kurven die Werte: o5 AL ik N NC| ' T N K&z 025
¢ — 0,218, k — 0,670. ™ 2 NANLNT NN INLW =N I\i | ) WA
{ ¥ T > | | ! T
it wird: d, = ¢H = S22 = = NANE NG NN e, R | = == B B e (01
Damit wird: d, — ¢ H = 0,218 22 — 4,80 cm, %Y =% %L,,%,%,%L\?\ N[ ( 1:,{ %,__ . )
d, — ¢Hk =480 . 0,67 = 3,22 cm. . NN e e RN e
e SR os NN NN R e e AT T 1
Hinweise: ) NAT NI - e \ = \
a) Wihlt man einen symmetrischen Holm, so ist 024 \= \VZ \ WA \ ‘ X { N 0 A_:_ = ,.J—‘ I —023
i H-K it der Ordi- AN A B |
der Schnittpunkt der M,;/B urve mit der Ordi ] e e s e e WALV AEmiae 022
nate k = 1zunehmen; " {\\ \\//;\ : ‘A\-:- ) FL‘ T T i
b) Liegt der Schnittpunkt der Jf,/M,- und 03 02 WA~ EERER! SR “*\"‘\:‘ Jfl" L
M,/B H>-Kurve unter der Grenzkurve oz/cp, SO 020 NRZINERE WAV ‘\ i |
nimmt man den Schnittpunkt der 1/,/B H?-Linie o018 \\ N T L 6 Y 0 018
mit der Grenzkurve. =t % \“ \‘\ \“ p \“ \“ ‘\“ S s
92 ¢ AT Y B o
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Bidg. Luftamtes. 006 57, 108 VI 0 ] [ § ! O T § ) 1 P 1 006
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Prager, W.: «Ein neues Verfahren zur Bemessung auf Biegung bean-
spruchter Holzstdbe», SBZ Bd. 104, S. 201* (3. Nov. 1934).

1949, und g, =

Eine Erweiterung der technischen Biegungslehre

Von Prof. Dr. HANS ZIEGLER, E. T.H., Ziirich DK 539.384

(Schluss von Seite 20)

4. Der prismatische Stab. Die in Abschnitt 2
bzw. 3 vollzogene — auch Grossen der Ordnung ¢ einschlies-
sende — Bestimmung der Spannungen oy, Tx: und o, hat nur
dann einen Sinn, wenn die in Wirklichkeit auch vorhandenen
Spannungskomponenten Oyy Tayy Tyz mindestens von der Ord-
nung ¢ klein sind. Die Bedingungen dafur sind in Voraus-
setzung 4 (Abschn. 1) umschrieben; ihre exakte Formulierung
wiirde eine besondere, vom rdumlichen Spannungszustand
ausgehende Untersuchung erfordern. Nun ist aber im prak-
tisch wichtigsten Falle, ndmlich beim Stab mit gleichbreiten
Rechteckquerschnitten, der Spannungszustand hinreichend
eben, sofern nur die Breite des Querschnittes geniigend klein
im Verhidltnis zu seiner Hohe ist. Auf diesen Fall — und
damit auf die Ergebnisse des Abschnittes 2 — soll sich
die folgende Diskussion beschrénken, und zwar soll hier
vorerst der prismatische Stab und anschliessend in Ab-

schnitt 5 der Balken mit schwach verdnderlicher Hohe be-
handelt werden.

Fiir den Stab ohne Anzug erhdlt man aus (21), (15),
(8) und (24) die Formel (35). Alle ihre vier Ausdriicke
unterscheiden sich von den elementaren Formeln — die man
aus (7) mit ¢ — 0 enthélt — in Zusatzgliedern der Grossen-
ordnung ¢, die auf den unmittelbaren Einfluss der Belas-
tung — sei es an den Réndern oder durch das Eigengewicht
— gzuriickzufiihren sind. Bemerkenswert ist dabei, dass in
dieser Niherung eine Vertauschung von p., mit — Pz, die
Spannungskomponente ¢. und ein Austausch von p,, oder

M, in Abhingigkeit von k = d./d, fiir 5,./51, =1,76
35 :

Guérard, H.: «Ueber den Zusammenhang von Festigkeitsnachweis und
Dimensionierung bei kasten- und I-férmigen Holzholmen
und Angabe eines nomographischen Verfahrens». Jahr-
buch der deutschen Luftfahrtforschung I, 1838, S. 461.

— Pz, mit Dhy cos v sowohl o. wie 1/p &ndert. Im Gegensatz
zur zweiten N&herung ist demnach hier ein Ersatz der
zur Axe normalen Belastung ldngs des einen Randes durch
eine statisch gleichwertige Belastung am anderen Rande nicht
durchwegs gestattet; ebensowenig der Ersatz des Eigen-
gewichtes durch eine aequivalente Oberfldchenbelastung.

12 =2
Dh* R

Ox:—

1
M4 2

3 20 =2\ 2
+ﬁ( _Tﬁ)f“’”'“pz"“””"’“ ¥)
3 22 1 2
Ta: == gy (1—4F)Q_U(l+ 23) -

( 2 1 2 2
: L =16 — SRS g = 42
(1—85)Peo—55 (1—2 h)(l + 65 ) Peus

35
(=0 I N AV A 1 2
. "W( - h)( + 'h) ‘”_2b( ';?)'
2\? 1 22\ 2
'(1_2h) ””“‘2‘(1 435) v cosy,
1 o 12 i | 12 3
o~ Ebhi " T Ebh ('5'+ zm’)'

( ) 1 /12 5
L c (Pzo — Pzu _7E'A(757+—2’ln Yy COS .
Nun ist das Problem des prismatischen Balkens unter

der Annahme einer ebenen Spannungsverteilung durch Th. v.
Karman®) und F. Seewald') exakt gelost worden, freilich

%) Th. v. Karman, Ueber die Grundlagen der Balkentheorie, Ab-
handlung aus dem Aerodynamischen Institut an der Technischen Hoch-
schule Aachen, Berlin 1927, S. 3.
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unter Beschridnkung auf die reine Biegung durch eine iiber
den oberen Rand verteilte Belastung, anderseits aber ohne
die hier verwendeten einschridnkenden Voraussetzungen iiber
die Art des Kraftangriffs. Damit besteht die Moglichkeit
einer partiellen Ueberpriifung der Beziehungen (35), die fiir
diesen Fall, d. h. mit

zZ=0, pxoszu:Oy P:u =0, )'=0
in
12 =2 3 20 22\ 2
% = Gy WM+W(1 —Tﬁ)‘;ﬂ’“
3 22
s — _ 42 -
- s 207 \ hZ)Q
) 1 (1 V(1 12 2Y
0:#—%‘ —-ﬁ')( *}— 7) Pzo>
1 12 1 12 3 )p
o~ Ebn* " ~ Ebh (T+2m 1%
iibergehen. In der Tat stimmen — abgesehen davon, dass

hier M, @ und ¢ in umgekehrtem Sinne positiv gerechnet
werden — die letzte Beziehung mit der von Th. v. Karman 5)
als Nédherung angegebenen Kriimmung und die drei ersten
im wesentlichen mit den Ergebnissen iiberein, die aus den
Formeln von F. Seewald®) erhalten werden, wenn man die
Ableitungen der Belastung nach z vernachlissigt.

Die Schubspannung 7,, hat noch den parabolischen Ver-
lauf, wie er von der elementaren Theorie geliefert wird. Die
zur Axe normale Druckspannung — g, fdllt zwischen dem
oberen und unteren Rand monoton vom Werte p,,/b auf Null
ab. Die axiale Normalspannung o, ist nicht mehr linear iiber
den Querschnitt verteilt, sondern weist ein ’Korrekturglied
auf, das auf zwei Einfliisse zuriickzufiihren ist. Erstens ver-
wolben gich infolge der Ver#dnderlichkeit der Querkraft zwei
benachbarte Querschnitte verschieden und geben damit zu
zusétzlichen Dehnungen in Richtung der Stabaxe Anlass;
zweitens erzeugt die Druckspannung — o, axiale Querdeh-
nungen. Es ist leicht einzusehen, dass sich in den Aussersten
Fasern die beiden Effekte beim einseitig eingespannten Stab
in einem Spannungsabfall, beim beidseitig aufgelegten Bal-
ken dagegen in einem Anstieg auswirken miissen, so dass
der Verlauf von ¢, im ersten Falle unter-, im zweiten iiber-
linear ist. Auch die Kriimmung enth#lt ein Zusatzglied, das
gewdhnlich als Schubspannungskorrektur bezeichnet wird, in
Wirklichkeit aber nicht auf die Schubspannungen schlecht-
hin, sondern — wie Th. von Karman’) gezeigt hat — auf ihre
Aenderung mit z sowie auf die durch — o, erzeugte Quer-
dehnung zuriickgeht. Diese Korrektur, die an einem Sonder-
falle erstmals von K. Pearson?®) nachgewiesen worden ist, ruft
— wie wiederum leicht verifiziert werden kann — bei beid-
seitiger Auflage zwar eine Verstdrkung der Kriimmung, bei
einseitiger Einspannung dagegen eine Verminderung dersel-
ben hervor; die Vergrdsserung der Durchbiegung riihrt im
letztgenannten Falle davon her, dass die elastische Linie
schon an der Einspannstelle eine Neigung besitzt. Dass
diese zweite Moglichkeit gelegentlich verkannt worden ist,
liegt offenbar an der unrichtigen Interpretation?) der For-
mel von K. Pearson; diese bezieht sich n#dmlich nicht auf
den eingespannten, sondern auf den beidseitig aufgelegten
Stab.

Kehrt man, indem man die Grdssen Z, p.,, Dyu, Pz, und
y von Null verschieden annimmt, wieder zum allgemeineren
Fall und damit zu den Beziehungen (35) zuriick, so ist bei
o, zundchst das bekannte, von der Zugkraft Z herriihrende
Zusatzglied anzubringen. Ferner treten bei o,, o, und 1/o den

Y) F. Seewald, Die Spannungen und Forminderungen von Balken
mit rechteckigem Querschnitt, Abhandlung aus dem Aerodynamischen
Institut an der Technischen Hochschule Aachen, Berlin 1927, S. 11.

% Th. v. Karman, a. a. O. S.10.

") F. Seewald, a.a.O. S.19. Die hier mit (8) bezeichneten Formeln
enthalten allerdings einige offensichtliche Unrichtigkeiten. So weisen
die mit p behafteten Glieder falsche Vorzeichen auf, wie man etwa an-
hand der Randbedingung oy (y — h) = —p leicht Uberpriift; ferner fehlt
beim ersten Glied der dritten Beziehung ein Faktor Yoo

7y Th.v. Karman, a. a. O., S. 10.

%) K. Pearson, On the Flexure of heavy Beams, Quarterly Journal
of Math., Bd. 24, 1890, S. 96.

%) Z. B. bei J. W. Geckeler, Elastostatik, Handbuch der Physik,
Bd. 6, S.176.

schon in (36) enthaltenen, auf die Belastung p., zuriickge-
henden Zusatzgliedern entsprechende und leicht verstindliche
Korrekturen fiir die Belastung p., am gegeniiberliegenden
Rand und durch die zur Axe normale Komponente b hy cosy
des Eigengewichtes zur Seite. Schliesslich ist 7,. durch zwei
Spannungsverteilungen zu erginzen, die von der axialen Be-
lastung herriihren und von den Randwerten p, o/b bzW. p.,/b
auf Null am anderen Rande abfallen.

5. Der Balken mit Anzug. Die Spannungsverteilung
sowie die Kriimmung der elastischen Linie werden fiir den
Stab mit gleichbreiten, aber verschieden hohen Rechteckquer-
schnitten durch die Ausdriicke (21), (15), (18) und (24) ge-
geben. Sie enthalten neben den in Abschnitt 4 besprochenen
weitere Korrekturen, die vom Anzug ¢ sowie von seiner Aen-
derung mit x abhédngen; das wichtigste davon — némlich das
einzige der Grossenordnung 1 — tritt als zweites Glied in der
eckigen Klammer (15) auf und wird schon durch die zweite
Néaherung gegeben.

Beschrédnkt man sich — um nur die auf den Anzug zu-
riickgehenden Korrekturen zu erhalten, mit

p:cr:pzu=0: Z’xr):pquO, y=20

auf einen weder am Rande noch durch das Eigengewicht be-
lasteten Stababschnitt, so hat man

O T s P
Tor 2+ 5er(l- 5w ?
s s 23;1[(1 4%)Q+2(1_122—)%M]+

2 =z

(31 +Thz¢z’ 1 d
s,:bhz[(l 4h—2)h 2 (1_82,):;:2]%3[—
i)
N WA RETNTIUIYT
— Fowe (5 + 250) 79

Die Schubspannung 7., verlduft zwar noch parabolisch, ver-
schwindet aber im Gegensatz zum prismatischen Stab am
Rande nicht1?), sondern ist hier von der Grossenordnung 1,
da sonst das in Bild 5 dargestellte Stabelement nicht im Gleich-
gewicht wére. Mit r,. muss aber — ebenfalls aus Gleichge-
wichtsgriinden — auch eine zur
Axe senkrechte Normalspannung
g: v» ¢ auftreten. Die von die-
ser Normalspannung verursachte
Querdehnung fiihrt zusammen mit
denjenigen axialen Dehnungen, die
sich daraus ergeben, dass die
Schubspannungs-Verteilung in be-
nachbarten (verschieden hohen) Querschnitten nicht iiberein-
stimmt, diese sich mithin verschieden verwdlben, auf Korrek-
turen der Grossenordnung ¢ auch fiir o, und 1/p. Dabei ist
bemerkenswert, dass ¢, auch hier nicht mehr linear ist, und
dass sowohl die Spannungsverteilung wie die Kriimmung
durch die Aenderung des Winkels ¢ mitbestimmt werden.

Tz 1

Tz G,

Bild 5

Von diesen Ergebnissen kann dasjenige fiir ¢, mit einer
Formel verglichen werden, die von J. Résal!') auf elementa-
rem Wege erhalten worden ist. Dabei ergibt sich wenigstens
in der Aussage Uebereinstimmung, dass der von der elemen-
taren Biegungslehre (d. h. von der zweiten Néherung) gelie-
ferte Wert einen Fehler der Grossenordnung & c» ¢*o, auf-
weist 12), der bei Balken mit stdrkerem Anzug nicht mehr

1) Vgl. auch R. Bereuter, Experimentelle Untersuchungen der Span-
nungsverteilung in freiaufliegenden Balken, Publications du Labora-
toire de photo-élasticité de la Chaire de Mécanique en langue fran-
caise de I'E. P. F., Ziirich 1946.

1) J. Résal, Résistance des matériaux, Paris 1898, S. 404.

1?) Dieser Fehler wird {ibrigens von Th. von Karman, Enc. d. math.
Wiss., Bd. 4, S.330, sowie von J. W. Geckeler, Handbuch der Physik,
Bd. 6, S. 179, mit «? v ¢*ox angegeben.
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vernachldssigt werden darf. Die Beziehung von J, Résal lie- T
fert indessen nur einen Teil der notwendigen Korrektur, in- __\\‘L__L,,kw_ N ;WﬂTf/f ______ Jr** | (R S
dem sie — ganz abgesehen davon, dass sie iiber 7,, und o, \ N 93 P
nichts aussagt — den Beitrag von dg/dx nicht wiedergibt, 6,/c A \\“z/f C=—pS
aber auch bei konstantem Anzug noch auf die lineare Ver- ‘

z _ - teilung fiihrt.

Zur Ueberpriifung der Re-
sultate sei der in Bild 6 wie-
dergegebene, keilfoérmige,

7 ‘ ﬁ am freien Ende durch die
:”;L? Krifte Z und @ belastete
= Balken betrachtet, fiir den
~ sich aus (37) mit Riick-
Bild 6 sicht auf
M= — Qzund ¢ — L —= konst.
2z
der Spannungszustand
12Qz 3 Z
o= = e (222 + To’”) T
(38) 12Q 22 Zz 12Q2s

Tas = oy =

=" "%w T bhaz’
sowie die Kriimmung

1 12Q ] g =

=== e | o)
der elastischen Linie ergibt. Der exakte Spannungszustand !3)
lautet in diesem Falle

“bhix

] 2 Zx Qz
jt_ ’
: b T Lo
(39) 7 (qv-{-751n2¢ q;—?sm2(p>

2 22
Txz =7G.r1 Gz :Tcx

2

und geht bei Entwicklung nach Potenzen von z/x bzw. h/2g
unter Vernachlédssigung von Gliedern zweiter und hoherer
Ordnung in der Tat in (38) liber, wdhrend die Formel von
J. Résal — fiir diesen Fall angeschrieben und entsprechend
behandelt — auf

12Qz [, 3.,
— 57 (7" + 25™)
fithrt und damit die elementare Beziehung nur teilweise ver-
bessert.

Ox —

In Bild 7 sind die Spannungsverteilungen (38) fiir den
keilformigen Balken numerisch ausgewertet, und zwar mit

h 1
5 3und Q

fiir einen verhéltnisméssig grossen Anzug sowie eine unter
45° geneigte Einzelkraft am linken Ende. Die auf

12 P g2
bh3
bezogenen Spannungen

€ —

18) Vgl. auch H. Ziegler, a. a. O., S. 190.

Umbau der Landquartbriicke der Rhitischen Bahn in Klosters

III. Technische Einzelheiten der Rekonstruktion
Von Ing. L. MEISSER, Genf (Schluss von S. 24)

Aus den vorangehenden Abschnitten geht hervor, dass alles
aufzubieten war, um eine weitere Verschiebung des linksuf-
rigen Briickenkopfes, d. h. der Konstruktionselemente gegen
die Talsohle hin zu unterbinden, indem eine fortschreitende
Verlagerung der Fundamente in absehbarer Zeit einerseits
zur Zerstdérung des Verbandes zwischen den Stiitzenkopfen
der Anschlusséffnungen mit den Fahrbahntrigern und ander-
seits sogar zu einem Zusammengquetschen des versteiften Stab-
bogens flihren musste. Die Behebung dieser Gefahr bedingte
eine weitgehende Entlastung der betreffenden Konstruktions-
teile vom passiven Erddruck und die gegenseitige Ausstei-
fung der Fundationen, bzw. deren Loslosung von der aufge-
henden Konstruktion (Bild 21).

Die letztgenannte Massnahme kam fiir das als Brems-
bock ausgebildete Endauflager, Seite Davos, in Betracht

02
TH//C/ 0z/C 273
‘ 231\ ™
,_*_,,*____,,_/,_ﬁ___'_,,\Af*__;g 1T N
1 171
Bild 7
cx_l 17 =2 22 1“%1 2 22
T T T B e TiE e T e T w
O 23
c x*

sind nur von z/x = tg 4 abhingig und konnen daher fiir alle
Schnitte gleichzeitig aufgetragen werden. Im Unterschied
zur zweiten Nédherung ¥), die der richtig angewendeten ele-
mentaren Theorie entspricht, ist der Verlauf von o, (infolge
des Anzuges) merklich unterlinear, derjenige von 7,. (mit
Riicksicht auf den Einfluss der Zugkraft) nicht mehr sym-
metrisch zur z-Axe und o, (wiederum infolge des Anzuges)
von Null verschieden; die Schubspannungsverteilung unter-
scheidet sich (wie schon in der zweiten Né&herung) grund-
sétzlich von derjenigen des prismatischen Balkens.

Die gewonnenen N&dherungen weichen nur an den Rén-
dern merklich von den exakten Werten ab, deren Vertei-
lungen !5) in Bild 7 gestrichelt angedeutet sind. Die wahren
Hochstwerte von o,, 7.. und o. verhalten sich — vom Vor-
zeichen abgesehen — wie 3 :1: !/, und bestétigen mit Riick-
sicht darauf, dass hier

h 1

= 22 =3
zu setzen ist, dass 7,. von der Ordnung 1 v &g, und o,
& v €20, ist. Der grosste Fehler betrdgt — auf den Hochst-
wert von o, bezogen — 2,249/ fiir o., 3,10, fiir z,; und
1,06 9/, fiir o; und ist damit erwartungsgeméss von der Gros-
senordnung &3g,, wihrend die entsprechenden Werte im Falle
der zweiten N&herung

Ox 1 = Txz 22 Oz =)

e T 2T @’ T T T T ehs
der Reihe nach 9,33 °/;, 5,79 °); und 11,119/, im Falle der
ersten

Ox = Txz

i W ] | [

c x c
17,4 °/,, 33,3 °/, und 11,1 °/; betragen und damit von den Ord-
nungen &2g, bzw. &gy, sind.

¥y Vgl. H. Ziegler, a. a. 0., S. 190.

5) Ihre Berechnung verdanke ich W. Leutert, der auch die allge-

meinen Niherungsformeln fiir ra: und o: auf anderem Wege abge-
leitet hat.

Oz

=0

DK 624.21.012.4.00467

(siehe Léngsschnitt I). Dieses musste also aus seiner starren
Verbindung gelost und als Gleitlager (2) ausgebildet werden.
Auf die Wirkung des Bremsbockes als solcher durfte aus dem
Grunde verzichtet werden, weil die Fahrbahntafel der An-
schlusséffnungen links infolge des in der Lidngsaxe wirkenden
Druckes stets satt an die Hauptdoffnung angepresst wird.

Bei der konstruktiven Durchbildung des Gleitlagers war
zu beriicksichtigen, dass sich nicht nur horizontale, sondern
auch vertikale Verschiebungen einstellen konnen. Dement-
sprechend konstruierte man dieses Lager so, dass es einer-
seits als Gleitlager die Wirkung der horizontalen Bodenbewe-
gungen unschéddlich macht, und dass anderseits Hebungen
oder Senkungen des Geldndes durch Losen bzw. Nachschlagen
von eisernen Keilen ausgeglichen werden konnen. Praktisch
diirfte es sich freilich nur um Senkungen handeln, deren Auf-
treten durch periodisch vorzunehmende Kontrollen festgestellt
und entsprechend korrigiert werden miissen. Zum Schutze
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