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Nr. 20

Kritische Drehzahlen einer umlaufenden Welle
Von O. FOPPL, Wohler-Institut, Braunschweig

1. Vorbemerkung

Es wird die Aufgabe behandelt, die kritischen Drehzahlen
einer Welle zu berechnen, die eine Masse m mit dem axialen
Trigheitsmoment?!) @y, — @, = mi? und dem polaren Trég-
heitsmoment @, trdgt. Wir nehmen an, die Schwungmasse
sei ohne Exzentrizitdt (e — 0) auf die Welle aufgesetzt
(Bild 1). Man kann Eigenschwingungsfrequenzen ¢p fiir die
Welle angeben, die von den Umdrehungsgeschwindigkeiten
ww der Welle abhédngen. Wenn ein #usseres periodisches
Moment M, — M, cos wpt durch das Fundament auf die
Welle iibertragen wird, dann schaukelt sich die Biegeschwin-
gung der Welle zu grossen Ausschldgen auf?). Da wir nur
den Beharrungszustand betrachten, muss das erregende
Moment M, ein Kreismoment sein, d. h. bei konstanter Grosse
seine Richtung kreisformig dndern. Wir bezeichnen die Eigen-
schwingungsfrequenz der nicht umlaufenden Welle mit wpgo-
Sie ist also der ausgezeichneten Umdrehungsgeschwindig-
keit ww = 0 der Welle zugeordnet. Eine zweite ausgezeichnete
Eigenschwingungsfrequenz wwg liegt dann vor, wenn die
Drehgeschwindigkeit ww der Welle gleich der Biegeschwin-
gungsfrequenz pp ist. Die Bestimmung von wwg hat grosse
praktische Bedeutung. Da bei dieser Drehfrequenz auch ohne
dusseres Erregermoment grosse Ausschlige auftreten kon-
nen, nennt man diese Frequenz die kritische.

Beim Umlauf der Scheibe sind die Kreiselkrdfte zu be-
achten, die um 90° gegen die Winkelverdnderung phasenver-
setzt sind. Uns interessiert nur der Beharrungszustand der
mit der beliebigen Frequenz pwy umlaufenden zentrierten
Scheibe, die durch ein umlaufendes Moment M zu grossen
Ausschldgen aufgeschaukelt werden kann. Wir setzen deshalb
grundsétzlich einen umlaufenden Momentenvektor M voraus,
der bei ww = 0, also bei der Erregerfrequenz pgg, eine Kreis-
schwingung der Scheibe (oder Biegeschwingungen mit glei-
chen Ausschligen in den beiden aufeinander senkrechten
Ebenen XY und XZ) hervorruft und der bei wy eine Erreger-
frequenz wp hat.

2. Die Eigenschwingungen bei symmetrisch auf-
gesetzter Schwungscheibe (a—=b)

Bei Beriicksichtigung der Schrigstellung gibt es fiir die
unsymmetrische Anordnung nach Bild 1 zwei Eigenschwin-
gungszahlen. Bei der einen (Schwingung 1. Grades) addieren
sich die von der Kraft P und dem Moment M hervorgerufe-
nen Durchbiegungen f, bzw. f, der Welle, bei der anderen
subtrahieren sie sich (Schwingung 2. Grades). Das gleiche
trifft fiir die Schrégstellungen 4 ¢,, herriihrend von P, und
4 ¢, herrithrend von M zu. Bei der symmetrischen Anord-
nung (Bild 2) kann sich die Welle um den Betrag f, unter
einer Kraft P durchbiegen, ohne dass sich die Scheibe schrag
stellt, und die Welle kann sich unter einem Moment ¥ um
den Betrag 4 ¢, schrégstellen, ohne dass sie sich durchbiegt.
471) Unter axialem Tridgheitsmoment verstehen wir ein Massentrig-
heitsmoment, das sich auf eine in der Querschnittebene durch die
Welle liegende Axe bezieht, wihrend sich das polare Trigheitsmoment
auf eine Axe bezieht, die sich in der Mittelebene durch die Scheibe
in einem Pol projiziert.

2) O. Foppl, Mittlg. des Wohler-Instituts, Heft 40, erscheint 1947.

Versuche dazu siehe A. Romanowski, Dissert. Braunschweig. Techn.
Hochschule. 1946.

Hier konnen also f, und 4 ¢, Null sein. Es gibt aber trotz-
dem zwei Eigenschwingungsfrequenzen », und @,. o, ent-
spricht der Linie 1, wobei angenommen wird, die Masse sei
in einem Punkt vereinigt. w, kann in bekannter Weise be-
rechnet werden und hingt nicht von der Drehgeschwindig-
keit »pw der Welle ab.

Bei der andern Eigenschwingungszahl , verbiegt sich
die Welle nach der Linie 2, ohne dass der Schwerpunkt seine
Hohenlage dndert (f, — 0). Diese Taumelschwingung ist die
Schwingung des Trégheitsmomentes der umlaufenden Scheibe;
sie setzt sich aus zwei mit 90 ° Phasenversetzung erfolgenden
Schwingungen in zwei senkrecht aufeinander stehenden Ebe-
nen zusammen. Wir zerlegen sie in die Biegeschwingung oder
Taumelschwingung der nicht umlaufenden Scheibe nach der
Linie 2 mit der Frequenz wp2 (Bewegung a) und in die Um-
drehung der Scheibe um die Axe X ohne Aenderung der
Schrégstellung (Bewegung b mit der Frequenz wy ). Die Super-
position beider Bewegungen gibt die gesuchte Schwingung
des Tragheitsmomentes.

Bei der Taumelschwingung des nicht umlaufenden Trig-
heitsmomentes (Bewegung a) geht nach 90° Phasenwinkel
die Schrégstellung 4 ¢, aus der XY-Ebene in die XZ-Ebene
iiber. Die Schwingungsenergie der Taumelschwingung ist
gleich der Forménderungsenergie Ey der Welle zuziiglich der
kinetischen Energie Ej, der Winkeldnderung oder gleich 2 HEy.
Zur Bewegung der nur schwingenden, nicht umlaufenden
Scheibe gehort ein kreisendes Moment Mp, das gleich ist dem
Moment My, das von der Welle infolge der Verbiegung auf
das Trégheitsmoment iibertragen und von den beiden Lagern
aufgenommen wird. Da sich die Energie 2 Ey zeitlich nicht
éndert, leistet My keine Arbeit, oder das Moment ist gleich-
phasig mit dem Ausschlag 4 ¢,, der sich mit der Schrigstel-
lungsfrequenz g2 dndert.

Bei der Bewegung b wird die Welle ohne Richtungsénde-
rung der Scheibe in ihrer Axe X verdreht.

Wir setzen die Bewegungen a und b zusammen. Wenn
ow und wp entgegengesetzten Drehsinn haben (Gegenlauf),
wird die Welle mit der Frequenz ww - wp verformt. Die
Déampfung der Schwingung ist deshalb besonders stark. Bei
gleichem Drehsinn (Gleichlauf) ist diejenige Drehfrequenz
wwk ausgezeichnet (kritische Drehfrequenz), bei der OW —
wp, bei der also die Verformungsfrequenz der Welle W —
wp = 0 ist. Die Welle 1duft in der verbogenen Form mit der
Frequenz ww um. Die Richtung, nach der die Welle durch-
gebogen ist, &ndert sich im Raume dauernd. Die Frequenz
ww = wB = wwyk ist die vorhin genannte kritische Drehfre-
quenz.

Bei der Zusammensetzung der Bewegungen a und b ist
zusdtzlich zu den Kréften, die den beiden Bewegungen fiir
sich zugehdren, noch das umlaufende Kreiselmoment My zu
beriicksichtigen, das bei der Aenderung der Schrigstellung
der umlaufenden Scheibe auftritt. Das von der Welle iiber-
tragene Moment My wird nicht nur dazu verwendet, um die
eben genannte Schrigstellung (Bewegung a) des Trigheits-
momentes zu bewirken (Anteil Mp), sondern auch dazu, die
Aenderung der Schrigstellung der umlaufenden Kreiselaxe
hervorzurufen (Anteil Mg). Das Kreiselmoment leistet bei
der Taumelbewegung keine Arbeit. Es ist also gleichphasig
mit Mp, mit dem es gleichzeitig Maximal- und Minimalwerte
hat. Beim Gleichlauf sind Mp und Mg verschieden gerichtet;
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Bild 1. Zweifach gelagerte Welle mit
Masse m, deren Trigheitsradius i nicht
vernachlidssigt werden darf
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Bild 2. Die beiden Schwingungs-
moglichkeiten fiir eine symmetrische
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Bild 3. Turbinentrommel, bei der das
«axiale» Massentriigheitsmoment grisser ist
als das «polare»
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es ist also My — Mp — Mg . Die grosste Winkelgeschwindig-
keit der Schrigstellungéinderung ist 4 ¢, wp, wobei 4 ¢, der
grosste Schrigstellungswinkel und ©p die Frequenz der
Winkeldnderung ist. Das entsprechende Biegungsmoment ist:
Mp — d¢,0p*dy. Dazu kommt das Kreiselmoment, dessen
Grosse von wp und der Drehgeschwindigkeit oy der Welle
um die X-Axe abhingt; es betrdgt Mg — 4 ¢, wp 0 wE.. Das
Wellenmoment My steht aber mit der Frequenz ¢po der nicht
umlaufenden Scheibe in der Beziehung My — 4 ¢, wB0o*@y-
Dabei ist wpo die Schwingungsfrequenz des Tridgheitsmoments
Oy, das auf der nicht umlaufenden Welle sitzt:

(1)  wB?0y — B 0WOx = 0B0® Oy

Wenn wyw Klein ist gegen wpo, ist wp nicht viel verschie-
den von wpo; denn wp ist angendhert gleich wpo + 0w O+/Oy-
Eine kritische Frequenz wwg — wp = wyw ist nach Gl. (1) nur
dann moglich, wenn @, > @,. Diese Bedingung ist nicht er-
fiillt fiir schmale Scheiben. Schmale Scheiben die in der
Mitte der Welle sitzen, haben deshalb nur eine kritische
Drehfrequenz ¢, , die gerade so gross ist, wie die fiir die
gleiche Masse mit Tragheitsradiusi = 0. Es gibt keine kri-
tische Drehzahl des Gleichlaufs mit schréggestelltem Tréag-
heitsmoment oder keinen Umlauf der nach Linie 2 durch-
gebogenen Welle. Zu jeder Wellenfrequenz oy gehort eine
Biegefrequenz der Taumelschwingung, die man nach Gl. (1)
berechnen kann. Darnach gibt es fiir 9, < @, keine Frequenz,
bei der wp gleich oy ist. Wenn aber @, > @, — das trifft
fiir starre Turbinentrommeln nach Bild 3 zu — dann ist nach
Gl. (1) die kritische Taumelschwingungsfrequenz wyg der
symmetrischen Anordnung:

2 2 (j."
(2) oy, = wp* 0 —0r

Die kritische Frequenz kann man erhalten, wenn man
statt des tatsichlichen fiir die Biegeschwingung wichtigen
Triagheitsmomentes @, ein reduziertes Trégheitsmoment @ cq
einfiihrt und die Rechnung unter der Voraussetzung durch-
fiihrt, dass sich die Scheibe nicht umdrehen wiirde:

(3) Ored = (')y — O«

Die Reduktion des Tragheitsmomentes ist nur zulidssig,
wenn nach der kritischen Frequenz wwx — wp — ww gefragt
ist. Wenn man dagegen eine beliebige Eigenschwingungs-
frequenz fiir eine mit der Frequenz oy umlaufende Welle
bestimmen will, muss man von Gl (1) ausgehen.

Wir haben oben angenommen, dass pw und wp gleichen
Richtungssinn haben. Wir wollen uns jetzt mit dem Fall be-
fassen, dass die Taumelschwingung entgegengesetzten Rich-
tungssinn wie der Wellenumlauf hat (Gegenlauf). Hier wird
die Welle mit der Frequenz vy + wp verformt, die Schwin-
gung ist deshalb besonders stark geddmpft, so dass sie gegen-
iiber der Schwingung des Gleichlaufs nur geringe Bedeutung
hat. Die Schwerpunktsverlagerung um die Exzentrizitit e,
die fiir die Erregung der Schwingungen von Scheiben mit
i — 0 wichtig ist3), hat beim Gegenlauf keine Bedeutung. Es
kann nicht dawernd Umdrehungsenergie an die Biegeschwin-
gungsenergie abfliessen wie bei der kritischen Drehzahl des
Gleichlaufs. Wenn gy — — o — wwk2 ist, kann theoretisch
das zur Erregung der Eigenschwingung des Gegenlaufs er-
forderliche Kreiselmoment von der umlaufenden Welle selbst
hervorgerufen werden. Praktische Bedeutung hat diese Mog-
lichkeit nicht.

Die Schwungscheibe kann so auf die Welle aufgekeilt
sein, dass die Wellenaxe nicht mit der Haupttrigheitsaxe der
Schwungmasse zusammenfillt. In diesem Fall wird von der
umlaufenden Scheibe ein Moment auf die Welle ausgeiibt,
das bei der ausgezeichneten Drehzahl des Gegenlaufs mit der
Frequenz wwy — — wp Seine Richtung &ndert. Es wird also
auf die umlaufende Welle ein Moment im Tempo ihrer Eigen-
schwingungsfrequenz iibertragen, das durch den Umlauf selbst
ausgelost wird. Es braucht keine dussere Erregung im Tempo
der Eigenschwingungsfrequenz hinzu zu kommen. Die Welle
wird schon durch den Umlauf mit der Frequenz wyge zu
Resonanzschwingungen angeregt. Wir konnten, von dieser
Seite her gesehen, deshalb auch die Frequenz pygo — —
wp = wy als kritische Drehfrequenz bezeichnen, wiewohl sie
tatsédchlich wohl kaum wird beobachtet werden kénnen, weil
die Bewegung des Gegenlaufs durch die Werkstoffdimpfung
der Welle zu stark gedampft ist.

3) 0. Foppl, «Z. d. ges. Turbinenwesens», 1916.

3. Die unsymmetrische, mit einer Masse besetzte
Welle

Bei der unsymmetrisch belasteten Welle (Bild 1) kdnnen
die beiden Schwingungen 1 und 2 nicht getrennt werden.
Wenn an der Scheibe ein reines Biegemoment Mp angreift,
wird der Schwerpunkt der Scheibe um den Betrag f, ver-
lagert. Eine Kraft P, die an der Scheibe angreift, ruft neben
der Durchbiegung eine Schréigstellung 4 ¢, hervor. Durch die
Kraft P wird die Scheibe um den Betrag f, gesenkt und um
den Betrag 4 ¢, schriggestellt. Durch das Moment My wird
die Scheibe um f, gesenkt und um 4 ¢, schraggestellt. Wenn
die Scheibe im Beharrungszustand mit einer Schrigstellung
4 ¢, + A ¢, umlduft, wird von der Scheibe auf die Welle nicht
nur eine Kraft P, sondern auch ein Moment My iibertragen,
deren Grossen aus der Durchbiegungslinie berechnet werden
konnen. Das grosste Wellenmoment My setzt sich bei der
umlaufenden Scheibe (ebenso wie im vorausgehenden Fall)
aus den Teilmomenten

Mp = (4 ¢, + 4¢,) wp® 0Oy

und Mg = (4o, + d¢,) owwp O

zusammen. Hier interessiert vor allem die kritische Dreh-
Frequenz pwg1 — wg — oy des Gleichlaufs, die nach Gl. (2)
bestimmt werden kann. wpg ist die Biegeschwingungsfrequenz
der nicht umlaufenden, nach der gleichen elastischen Linie
schwingenden Scheibe, bei der My = (4 ¢, + 4¢,) ©B0® Ored
ist. Die nicht umlaufende Welle ist durch das Moment My
gerade so durchgebogen, wie die Welle, die die umlaufende
Scheibe triagt. Man muss also, wenn man die kritische Dreh-
zahl der unsymmetrisch belasteten Anordnung (Bild 1) be-
rechnen will, ein reduziertes Tridgheitsmoment @, nach
Gl. (3) einfiihren, und die Eigenschwingungszahl der nicht
umlaufenden Welle fiir die Anordnung mit der Masse m und
dem Trégheitsmoment @,.q bestimmen. Besondere Schwierig-
keiten konnen nur dadurch entstehen, dass @,.q unter Um-
stédnden negativ sein kann. Fiir die ausgezeichnete Frequenz
wWK2 = 0w — — wp des Gegenlaufs ist @;eq = O, + ©., hat
also immer einen positiven Wert.

Die Aufgabe, die kritische Drehgeschwindigkeit wwg der
umlaufenden Scheibe zu bestimmen, vereinfacht sich also
dahin, die Biegeschwingungsfrequenz wpgo der nicht umlau-
fenden Welle mit dem reduzierten Triagheitsmoment @,.q zu
bestimmen. Hierfiir gilt:

My iz
(d(Pl +A(/’2)(‘)red (fl +f2)m

Um die Frequenz der nicht umlaufenden Scheibe berech-
nen zu konnen, brauchen wir die Abhéngigkeit der Form-
dnderungen f und 4 ¢ von den Abmessungen der Welle. Statt
des Momentes My setzen wir xPa, wobei » so bestimmt
werden muss, dass Masse m und Trégheitsmoment @,.q gleich
rasch schwingen GI. (4). Fiir die Anordnung nach Bild 1 ist:

(4) wpo® =

o e AT
R DO A T
My ab(b—a) %P ab
B A REId 5 5 e e e e
1 Pab(b—a)
Ao S R
My %P
l‘]%:ﬁ,‘%(a’+b?—ab): 3/EJ (a2 b2 _ab)a

Wir setzen die Werte aus Gl. (5) in die zweite Gleich-
setzung 4 ein und bestimmen zunichst das Verhiltnis x —
My :Pa, das bei der Biegeschwingung, d.h. bei der kriti-
schen Drehzahl, auftritt und von dem die Form der elasti-
schen Linie abhéngig ist. Durch Einsetzen von x in die erste
Gleichsetzung 4 erhalten wir zwei Werte wpor und wpgon
(quadratische Gleichung).

Es ist nach GI. (4), in die wir die Werte aus Gl. (5) ein-
setzen:

o Ored ([l Py —*}— dq)._;) a o
Tome L4l
Cred (b —a) 4 (a® 4 b2 —abd) x
ma? b? L xb(b—a)
- v(v—1) 4 (»241—w)x
2 xv (v —1)

Fiir b/a haben wir » und fiir @,.,q/ma* den Buchstaben
2 gesetzt. b soll die grossere Seite sein, » ist also immer
grosser als 1.

(6) § =
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Bild 4. Kritische Drehfrequenzen
fiir eine langgestreckte, symme- frequenzen g, beim Gleich-
trisch gelagerte Turbinentrommel lauf in Abhingigkeit vom Ver-

hiltnis Trégheitsradius i zu Abstand «

Bild 5. Kritische Schwingungs-

Wir nennen die Schwingungsfrequenz der Scheibe, deren
Masse im Schwerpunkt S vereinigt ist, o, . Bei gleicher Kraft P
und deshalb gleicher Durchbiegung f, ist:

fl gL == % g = 19 2
D T T el

Wenn » nach Gl. (6) bestimmt ist, kénnen die Frequenzen
1. und 2. Grades der nicht umlaufenden Scheibe nach GI. (7)
angegeben werden ‘). Wir suchen zunichst, fiir welche 2z man
reelle Werte wpor und wpoy; erhilt.

Wenn 2 = @;q/ma? =0, oder @y = O, ist x nach GI. (6)
fur den Gleichlauf gleich Null und A nach Gl (7) gleich 1,
d. h. die Scheibe mit ¢,.q = 0 hat unabhingig von » die eine
kritische Drehfrequenz », des Gleichlaufs. Die zweite kri-
tische Frequenz des Gleichlaufs ist unendlich.

Wenn z < 0, ist » nach Gl. (6) negativ, d. h. M und P
rufen Durchbiegungen f, und f,, bzw. 4 ¢, und 4 ¢, mit ver-
schiedenen Vorzeichen hervor. Es gibt in diesem Fall nach
GL (7) nur eine Schwingung, fiir die 1 > 1 und bei der die
Durchbiegungen f, und f, verschieden gerichtet sind. Wenn
der reduzierte Halbmesser i,,q des negativen Trigheitsmo-
mentes sehr gross, oder z im Grenzfall — <o ist, hat x = x»
unter der Voraussetzung einen endlichen Wert, dass der
Zdhler in GIl. (6) Null ist, oder:

(7)) wpe*=

2 —
e A S §
Wenn z > 0, gibt es fiir x einen positiven und einen
negativen Wert. Zu 2 = 4 co gehort ein Wert », — co und
ein endlicher Wert x, — »' nach Gl. (8). Die zu », gehdrige
Biegeschwingungsfrequenz nennen wir up — ip w,. Nach

(8) V2—v (v —y 4 1)=0; 2 = —

3 1
GL (7) ist 22 =0und 2,2 — ip> —=» — 1 ;- —;d.h. zu einem
4

sehr grossen Trigheitsmoment gehort einerseits eine sehr
niedrige kritische Drehzahl und anderseits die kritische Fre-
quenz wp .

Wenn wir z.B. b = 2a oder » — 2 in die Gleichungen
(5) bis (8) einsetzen, erhalten wir fiir z — + co und 2z =
—co:
9 Idp=)r—TF1p =)2—-1F05 =122
d. h. die kritische Schwingungsfrequenz des im Abstand 1:2
von den Lagern aufgekeilten Schwungrades vom Trigheits-
radius co ist um 22 9/, hoher als die kritische Frequenz der
gleichen Schwungmasse vom Trigheitsradius 0. Ob das redu-
zierte Trédgheitsmoment in diesem Fall positiv oder negativ
ist, ist ohne Einfluss auf 1. Im einen Fall, d. h. fiir 2 — + oo,

ist es die Schwingung 2. Grades, im andern Fall (2 — — co)
die Schwingung 1. Grades, die rascher erfolgt als ;.
Wenn b — 3a, oder » = 3, ist fiir 2 — + co:

(10) 2p =12,33 —1,53

In Bild 4 ist die Abhéngigkeit der kritischen Frequenz
wwk vom Verhéltnis Trigheitshalbmesser i zum Lagerabstand
a fiir den Fall aufgetragen, dass a — b (Bild 2) ist. Die eine
Frequenz ist unabhingig von i,.4 gleich w,, die andere ist
bei 2 > 0 flir i,.q/a — 0 unendlich und fiir ired/@ = co Null.
Wenn 2z < 0 (also fiir schmale Scheiben), gibt es fiir den
Gleichlauf bei @ — b nur die eine kritische Eigenschwingungs-

Y) O. Féppl, Mittlg. d. Wohler-Instituts, Heft 40. Dort ist ausge-
flhrt, was in diesem Falle unter Schwingungen 1. und 2. Grades zu
verstehen ist.

Frequenz ¢, . Zu jeder Drehfrequenz wwy gehort eine Biege-
Eigenschwingungsfrequenz wp, die hoher ist als py.

In Bild 5 ist flir b > a die Abhingigkeit zwischen i,.q/a
und wwg flir 2 > 0 und 2 << 0 dargestellt. Die Frequenz wwg
1. Grades ist filir i,q4/a@ = co Null, die 2. Grades wp. Fir
ired/@ = 0 ist die Frequenz 1. Grades gleich o, und die 2. Gra-
des unendlich.

Fir 2 < 0 (schmale Scheibe) gibt es beim Gleichlauf nur
die mittlere Kurve in Bild 5, die fiir ireq/@ = 0 den Wert o,
und fir é..q/@ = co den Wert wp hat. Bei dieser Schwingung
schwingen Masse und Trigheitsmoment gegeneinander. Die
Kurve fiir # < 0 ist in Bild 5 nach der positiven Richtung
aufgetragen worden, wiewohl i,.q negativ ist. Fiir 2 < 0 und
ired = — oo ist wwk1 (ebenso wie wyga fr ipeq — -+ o») gleich
wp. Das Verhéltnis wp: w, hdngt von b/a ab.

Biezeno und Grammel®) haben den Fall 2 < 0 und zusétz-
lich den Fall wy — — wp (Gegenlauf) behandelt, der aller-
dings kaum praktische Bedeutung haben kann. Beim Gegen-
lauf addieren sich die Triagheitsmomente ®y und @, nach
Gl. (3) zum reduzierten Trégheitsmoment @,.q. Der Trig-
heitsradius i,;.q kann in diesem Fall nur einen positiven Wert
haben. Wenn man auf der Abszissenaxe den Wert i..q auf-
tragt, fallen die Kurven des Gegenlaufs fiir 2 < 0 mit den
Kurven des Gleichlaufs fiir 2 > 0 zusammen.

Die vorstehenden Ausfiihrungen (d. h. die Kurven in
Bild 5) beziehen sich auf die kritische Drehfrequenz wyg,
die in der Literatur bisher allein behandelt worden ist. Man
kann aber ausserdem die FEigenschwingungsfrequenz op in
Abhédngigkeit von pw fiir jedes Verhiltnis i/a angeben. Bei
der Drehfrequenz ww — wp@O,/0, heben sich das Biegemoment
Mp = Oywp*4d ¢ und das Kreiselmoment Mg = 4 9@ wB 0w
beim Gleichlauf gegeneinander heraus. Die Welle schwingt
mit der Frequenz der gleichen Anordnung, bei der i — 0,
also mit wp — w,. Eine Schwingung 2. Grades gibt es hier-
fiir nicht.

4. Unendlich grosse Schwingungsfrequenz

Da wp = |/c,/m bzw. = |/c,/@ kann wp nur dann unend-
lich werden, wenn entweder die Federkonstanten ¢ unendlich,
oder m bzw. @ gleich Null sind. Die Annahme m — 0 hat
kein praktisches Interesse. @ kann fiir eine tatsdchliche
Schwungmasse, an der ein Moment M angreift, Null werden,
weil @..q auftritt, das bei der kritischen Drehzahl des Gleich-
laufs gleich dem Unterschied der beiden Trédgheitsmomente
@y und @, ist. Beim Gegenlauf, bei dem @rea = @y + 0., kann
F);cd nicht Null und deshalb » nicht unendlich gross werden.
Damit ¢ unendlich gross wird, muss (ausser @,4 — 0) an
der Masse m eine unendlich grosse bezogene Federkraft ¢
angreifen, d. h. die Masse m muss bei der Schwingung unter
der Kraft P und dem Moment My den Weg Null zuriicklegen
(fy + f,=0).

Bei einer Welle mit zwei Massen, wird eine Eigenschwin-
gungsfrequenz » — co erhalten, wenn ein Tradgheitsmoment
(etwa (@req, °) gleich Null ist, d. h. wenn @., = 0y, ww/wB -
Damit gleichzeitig die iibrigen Federkonstanten (c,,, ¢,, und
C,,) unendlich gross sind, miissen die Momente M,, M, und
die Krafte P, P, so gross sein, dass 4 ¢, = f, = f, = 0. Diese
Bedingung kann bei @.q, = 0 erfiillt werden, da drei Ver-

P,a

dnderliche zur Verfiigung stehen, nidmlich », — O
1

JE‘V und x, — yl. Man kann den Satz aufstellen: «Die

Poa Poa
kritische Drehzahll(g‘y,r,( ist bei von Null verschiedenen Massen
und Trdgheitsmomenten dann unendlich gross, wenn man
Kréfte P und Momente ¥ so an den einzelnen Massen an-
greifen lassen kann, dass sdmtliche Durchbiegungen f und
sédmtliche Schrigstellungen 4 ¢ gleichzeitig Null sind».

Das besondere der kritischen Drehzahl pwg — co liegt
im vorliegenden Fall darin, dass das reduzierte Trigheits-
moment @r.q1 flir eine wirkliche Masse m, mit Trigheits-
radius ¢, an der ein Moment angreift, annihernd Null werden
kann und dass Stérungen mit sehr hoher Eigenschwingungs-
Frequenz auftreten konnen. Eine kritische Drehzahl ist dann
vorhanden, wenn ww = wp. Wenn das der Fall ist, gehort
zu einer sehr grossen Biegefrequenz wp (sehr gross im Ver-
héltnis zur Biegefrequenz wpo der nicht umlaufenden Welle)

®) C. B. Biezeno und R. Grammel: Techn. Mechanik, Berlin 1939,
Verlag J. Springer.
%) Die Indizes beziehen sich auf die Massen m; und m,.
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65. Jg. Nr. 20

auch eine sehr grosse Drehgeschwindig-
keit . Wenn also bei einer Welle mit
zwei Massen die eine Masse m, langge-

oy 5" std
streckt ist, so dass @.1 = 0,1 ist, dann § |
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hat die Gesamtanordnung bei besonders
raschem Umlauf der Welle (ww — co) eine
grosse Eigenschwingungsfrequenz (wp =
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W stringer
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o). Das ist eine kritische Drehzahl hoherer
Ordnung. Es schwingt nur das eine Trég-
heitsmoment @, sehr rasch, wdhrend m,,
m, und @, in Ruhe bleiben. Die Welle lauft
in der verbogenen Form mit schridg ge-
stelltem Trigheitsmoment @, um, wobei
die Welle so verbogen ist, dass die Schwer-
punkte von m,; und m, und das Trégheits-
moment @, in Ruhe bleiben. Ich nehme an,
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dass diese Erscheinung in der heutigen
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Zeit, in der man vielfach Wellen mit sehr
hohen Drehzahlen umlaufen lasst, Storun-
gen hervorrufen kann, die nicht sofort
auf ihren Ursprung zuriickgefiihrt werden
konnen.

0 T

Zur Wiederherstellung der

Tacoma-Héangebriicke — DK624.53(73)

Ueber den Entwurf der neuen Tacoma-
Hingebriicke, die das am 7. November 1940
eingestiirzte Bauwerk!) ersetzen soll, berichtet Charles E.
Andrew im «Engineering News Record» vom 29. November
1945, Wir entnehmen diesem Bericht die folgenden wichtig-
sten Ergebnisse.

Entsprechend den Untersuchungen der Expertenkommis-
sion?) musste die neue Briicke mit grosserem Haupttréger-
abstand und grosserer Steifigkeit bei Verminderung der aero-
dynamischen Unstabilitit des Briickenprofils erstellt werden.
Eingehende Versuche, die sich iiber einen Zeitraum von rund
vier Jahren erstreckten, filhrten dazu, den Haupttrigerabstand
auf 18,29 m statt 11,90 m anzusetzen, wahrend an Stelle des
urspriinglichen, vollwandigen Versteifungstrigers von 2,44 m
Hohe nun ein Fachwerkversteifungstrédger von 10,06 m Hohe
bei einem Trigheitsmoment von rund 300 . 10° cm* mit mog-
lichst kleiner Windangriffsfliche angeordnet wurde. Die
Spannweite der alten Briicke mit 2800 Fuss wurde beibehalten;
es konnten so die Hauptpfeiler, sowie Teile der Verankerungen
und die westliche Zufahrt der alten Briicke wieder verwendet
werden. Die Fahrbahn zeigt ein neues charakteristisches
Merkmal: zur Verminderung der Torsionsmomente aus Wind
wurden zwischen den einzelnen Fahrbahnstreifen, sowie zwi-
schen Fahrbahn und Gehwegen durchlaufende Léngsschlitze
von rund 80 bzw. 47 cm Breite angeordnet. Das Eigengewicht
der neuen Briicke ist rund 50 %/, grosser als das der alten.

Die aerodynamischen Versuche, die die Grundlage fiir
den neuen Entwurf bilden, wurden an einem Modell im Mass-
stab 1:50 von 100 Fuss — 30,48 m Li#nge durchgefiihrt. Der
fiir diese Versuche erstellte Windkanal musste einen Luft-
strom mit einem Querschnitt von 1,2 . 30,5 m? liefern, der
durch 10 Propeller mit je 2,3 m Durchmesser erzeugt wurde.
Zur «Eichung» der Modellversuche konnte der gliickliche
Umstand verwendet werden, dass eine ganze Reihe von Be-
obachtungen iiber Schwingungen der fritheren Briicke zur
Verfiigung stand. Es zeigte sich bei diesen Versuchen wie-
der der bekannte Mangel, dass unser Erfahrungsmaterial
iiber die Dampfung bei ausgefiihrten Briicken sehr diirftig
ist; in den Modellversuchen wurde deshalb moglichst kleine
Dampfung angestrebt, um bei der Ausfithrung moglichst sicher
zu gehen. Trotzdem in der Natur der Wind starke Ver-
4inderung der Geschwindigkeiten und iiber die Briicke ver-
dnderlichen Einfallswinkel aufweist, wurden diese beiden
Grossen, mittlere Windgeschwindigkeit und Einfallswinkel,
konstant gehalten; auch das ist ungiinstiger als die Wirk-
lichkeit, weil durch konstante Windgeschwindigkeit stédndig
Energie zugefithrt wird, wihrend ein verédnderlicher Einfalls-
winkel didmpfend wirkt.

1y F. Stiissi und J. Ackeret: Zum Binsturz der Tacoma-Hinge-
briicke. SBZ B. 117, S. 137* (29. Mirz 1941).

2y 0. H. Ammann, T.v. Karman und G. B. Woodruff: The Failure
of the Tacoma-Narrows-Bridge. A Report by the Board of Engineers.
Mirz 1941,

¢, =~ Traveler rail —
1 bearn — 10'@ 33 lbs.
Bild 1.
60-0"¢c. to ¢ Neue Tacoma-Briicke,

fe=s--- dulym’s -" Querschnitt 1 :100

rpzasizgrgs
1_ i / ’ (nach «Eng. News Record»
3 >/ I \< vom 29. Nov. 1945)
¥ < Fahrbahn mit

Floor Beam Diagram Lings-Schlitzen

Zur ausgefiihrten Form des neuen Briickentragwerkes
(Querschnitt Bild 1) gelangte man in zwei Etappen. In einer
ersten Etappe wurde die Fahrbahn noch ohne Lingsschlitze
vorgesehen, dagegen die Haupttrédger fachwerkformig aus-
gebildet. Das Modell dieser Briicke zeigte aerodynamische
Stabilitdt bis zu einer Windgeschwindigkeit von rund 180 km/h,
flir Einfallswinkel zwischen 2° aufwéirts und 5° abwdérts, bei
einem Trigheitsmoment von rund 270 .- 10° cm*® Eine Ver-
grosserung des Trégheitsmomentes auf anndhernd das Dop-
pelte beeinflusste die kritische Windgeschwindigkeit nur
wenig. Wohl zeigte dieses Modell gegeniiber der urspriing-
lichen Briicke ein wesentlich verbessertes Verhalten. Da aber
Rauchversuche zeigten, dass bei Sturm die Einfallswinkel des
Windes ausserhalb der gefundenen kritischen Winkelwerte
liegen konnen, wurde Stabilitédt fur Neigungswinkel bis 4- 15°
bei Windgeschwindigkeiten bis etwa 150 km/h gefordert. Um
diese Forderung einhalten zu konnen, standen zwei Wege
offen: Man konnte entweder die Bewegungsursache weiter
verkleinern oder die Moglichkeit der Energieaufnahme durch
das Tragwerk vergrossern. Der erste Weg ist bestimmt
wirtschaftlicher.

Die zweite Versuchsetappe zeigte nun, dass durch durch-
gehende Lingsschlitze, abgedeckt mit Stahlgitterrosten, die
aerodynamische Unstabilitét praktisch eliminiert werden kann.
Die Versuche zeigten, dass die Schlitzbreite auf die Grosse
des anfachenden Momentes von Einfluss ist; bei den gewéhlten
Ausfithrungsbreiten werden die Impulse so stark vermindert,
dass die vom Wind {ibertragene Energie bei kleiner Schwin-
gungsweite aufgenommen werden kann. Damit waren die
Grundlagen fiir die Ausfithrung der neuen Briicke gegeben.
Mit der Durchfiihrung dieser Untersuchungen war Prof. F. B.
Farquharson der University of Washington beauftragt.

In diesem Entwurf wird zum ersten Mal ein neues Kon-
struktionsmerkmal in Form der durchlaufenden Fahrbahn-
lingsschlitze verwirklicht, wodurch die aerodynamische Un-
stabilitit weitgespannter und schmaler leichter Héngebriicken
gegeniiber Torsion praktisch ausgeschaltet wird. Es muss
hier festgestellt werden, dass dieses Merkmal nicht eine ame-
rikanische, sondern eine schweizerische Erfindung ist. Im
Anschluss an unsere Untersuchungen iiber den Einsturz der
Tacoma-Briicke!) hat Prof. Dr. J. Ackeret, unterstiitzt durch
Konstrukteur J. Egli, grundsétzliche Modellversuche in Kklei-
nem Masstab iiber den Einfluss des Fahrbahnlédngsschlitzes
durchgefiihrt. Die Versuchsergebnisse, in Bild 2 wiedergege-
ben, sind ausserordentlich instruktiv und schliissig. Diese
Versuchsergebnisse von Bild 2 hat Prof. Ackeret am 21. Nov.
1941 Prof. Farquharson zugestellt und der Empfang dieser
Ergebnisse wurde von Prof. Farquharson am 3. Mérz 1942
auch bestiitigt. Es unterliegt deshalb keinem Zwefel, dass die
Ausfiithrungsform der neuen Tacoma-Briicke in einem grund-
legend wichtigen Merkmal durch diese Versuche Ackeret-Egli
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