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65. Jahrgang

Nachdruck von Bild oder Text nur mit Zustimmung der Redaktion und nur mit genauer Quellenangabe gestattet Nr. 2

Eine Erweiterung der technischen Biegungslehre
Von Prof. Dr. HANS ZIEGLER, E.T. H., Ziirich DK 539.384

1. Problemstellung. Die vorliegende Arbeit beruht —
wie eine frithere!), deren Fortsetzung sie bildet — auf den
folgenden Voraussetzungen:

1. Es wird ein gerader, homogener Stab (Bild 1) betrach-
tet, dessen Querschnitthauptaxen unter sich parallel sind.

2. Er wird als einigermassen schlank, mithin das Ver-
héltnis ¢ zwischen den Querschnittabmessungen und der Lénge
als klein angenommen.

3. Die Lasten sollen durch eine Kraftegruppe in der durch
die Stab- und die eine Querschnitthauptaxe aufgespannten
Ebene dargestellt werden kénnen und nicht zu schwach gegen
die Stabaxe geneigt sein, sodass die Schnitte auf Zug, Schub
und Biegung um die andere Querschnitthauptaxe beansprucht
sind.

4. Der Spannungszustand wird als hinreichend eben vor-
ausgesetzt, und dies bedeutet die Beschrdnkung auf Quer-
schnitte, die nur wenig vom schmalen Rechteck mit konstan-
ter Breite und gleichméssig dariiber verteilter Belastung ab-
weichen und deren Hohe als schwach verdnderlich zugelassen
wird.

Der Spannungszustand in einem solchen Stab kann —
die Umgebungen von Einzelkraftangriffspunkten ausgenom-
men — ndherungsweise dadurch ermittelt werden, dass
der Untersuchung
eines — keine sol-
chen Stellen ent-
haltenden — Stab-
abschnittes die
elastischen Grund-
gleichungen und
die Randbedingun-
gen ldngs der Man-
telfldche zu Grunde
gelegt, in den be-
grenzenden Schnitten die Aequivalenz der inneren Krifte mit
der Beanspruchung ausgedriickt und die so erhaltenen Be-
ziehungen unter Beschrinkung auf Glieder einer bestimmten
Grossenordnung gelost werden. Diese lauten im Falle des
exakt ebenen Spannungszustandes?)

4

(1) ()ax 8sz — sin l‘ll, ()Tx’ + — COSIP,
ox
0 1 1 1
07 0x r')2 oz 0?0y 0?0
2 0 0 .8 g~ —_— = )
2 0 x? + 0 x? + S + 0#*
i1 3 1 1
0, 8in ¢ — 7, €08 ¢ + ¢, =0,
(3) 0 0 il
11,Zsin¢—azcos¢—(1z:0,
1 1 il
4) [o.2dF =M, [0,dF =2, [1,,dF —_— @,
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und zwar bedeuten dabei
0 (2, 2) =@, (2) + a, () 2 + a, () 22 | a, () 23
0 — 1 i 1

2 —}-al(g’c)z4 4 ey

7., und ¢, die drei Spannungskomponenten, y das spezifische
Gewicht, y (Bild 2) die Neigung der Stabaxe gegen die Hori-
zontale, ¢ v» ¢ bzw. — ¢ die kleinen Neigungswinkel des Um-
risses gegeniiber der Stabaxe,
4. und g, die Spannungen an der
Oberfldche, M, Z und @ die drei
Komponenten der Beanspruchung
und die Grossen aj (x) noch freie
Funktionen; ferner geben die bei-
gefiigten Zeiger an, von welcher
Ordnung klein die betreffenden —
dimensionslos gedachten — Glie-
der sind. Die Deformation des
Stabes wird alsdann in grossen

Y H. Ziegler, Zur Kritik der techni-
schen Biegungslehre, SBZ Bd.128, S.187*
(12. Oktober 1946).

%) H. Ziegler, a. a. O.

Zigen durch seine elastische Linie beschrieben, welche die
Krimmung

1 8sz 1 8015
I_— - o, °)+—[az (z, 0) —
1 —%
1 Blo:
1 ™ gz & O)]
1

besitzt.

In der zitierten Arbeit wurden die Beziehungen (1) bis
(6) in erster und zweiter Ndherung, d. h. unter Beschrankung
auf Glieder der Grossenordnungen 1/¢ und 1, gel6st. Dabei
stellte sich heraus, dass der Spannungszustand und die Kriim-
mung der elastischen Linie in zweiter Ndherung durch die
Gleichungen

_12M z
9*=pps *t R
8 V4
(M) érnz—m[(l—‘i )Q+ (1—127[{)FM],
_o 1 _ 12m
== o = Evw
gegeben sind, die auch in der Form
_ oz
i b
19 (M QS, M § (8,
& 5 ’“—’b‘a—x(T ) =— 57 +TW(T)’
1 M
6::0, ?=~W

angeschrieben werden kénnen und in dieser Gestalt auch fiir
nichtrechteckige Querschnitte mit schwach verdnderlicher
Breite giiltig bleiben, insofern noch mit einem einigermassen
ebenen Spannungszustand gerechnet werden kann.

Im folgenden werden die Beziehungen (1) bis (6) in drit-
ter N&dherung, d.h. unter Beriicksichtigung der mit ¢ ver-
gleichbaren Glieder, gelost. Damit wird eine Verfeinerung der
elementaren Beziehungen (7) bzw. (8) gewonnen, die vor
allem im Hinblick auf Balken mit geringerem Schlankheits-
grad und stdrkerem Anzug im Aufriss wiinschbar ist. Bei
der Anwendung der Ergebnisse ist allerdings darauf zu ach-
ten, dass diese

a) einem weiteren Ndherungsschritt entsprechen und da-
her in hoherem Masse von der Voraussetzung 4 Gebrauch
machen,

b) so wenig wie die elementaren Beziehungen auf die
Umgebungen von Einzelkraft-Angriffspunkten angewandt wer-
den diirfen.

2. Dritte Ndherung. Im Sinne einer dritten Ndherung
sind in den Beziehungen (1) bis (6), deren Giiltigkeit auf den
schmalen Rechteckquerschnitt mit
konstanter Breite beschrinkt ist,
auch die von erster Ordnung klei-
nen, mit dem Zeiger 1 versehenen
Glieder, also insbesondere die bei-
den Komponenten des Eigenge-
p=| wichtes sowie die Spannungen an
S ¥;dz der Oberfldche zu beriicksichtigen,

M+dM die mittels
(9) px:bQ.vr z:sz
Q+da auf die Belastung p,, p. je Lin-
geneinheit zuriickgefiihrt werden
und je nach dem Rand, an dem sie
angreifen, mit dem Zeiger o bzw.
w versehen werden sollen. Fiir
ihren Zusammenhang mit den
Komponenten der Beanspruchung
liefert das Gleichgewicht des in Bild 3 wiedergegebenen Stab-
elementes die Beziehungen

ycos yFax

Pru@X
Py X
Bild 3

az i
[ W‘— ’pxu+pxu+}'FSIn Yy
(10) a0
T Pzo + Pzu — yF cosy),
amMm h
(11) W — Q 2* (p.\'o +p.\‘n)r
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die als Verallgemeinerungen der von der reinen Biegung her
bekannten Identitéten d Q/dx — — p, und d M/dx = — @ auf-
zufassen sind. Ferner folgt aus (11) in der hier beobachteten
Niherung

az M aQ

(12) o =" gg —Pro—PutyFoosy.

Die Vernachldssigung der mit p.,, p., behafteten Glieder
geschieht dabei mit Riicksicht auf die — schon den Abschét-
zungen in (1) bis (6) zu Grunde gelegte — Annahme, dass
sdmtliche Spannungskomponenten bei der Ableitung nach x
von nidchsthdéherer Ordnung klein werden; damit ist allerdings
in Kauf zu nehmen, dass Stellen mit sprunghaft &dndernder
Belastung in dieser Ndherung nicht mehr geniigend genau
erfasst werden.

Fiir die Ermittlung der Schubspannung z,. geht man von
den ersten Beziehungen (1) und (3) aus, wobei ¢, nur bis
auf Glieder der Grossenordnung 1 genau einzusetzen ist und
daher durch die rechte Seite der ersten Gleichung (8) ersetzt
werden kann. Man erhilt so die Differentialgleichung

f) Txz 8 M
—_—— 2 sin
oz 5% ( = ) + vsiny
mit dem allgemeinén Integral
d M\ 22 d Z <
Cpzs == (*J)—Z _[—dx (?\)—)’SInW]z‘{‘f(w)

sowie nach Ersatz von sin ¢ durch ¢ und cos ¢ durch 1 die
beiden Randbedingungen

Y [ (B)—rama] e

—('¥%+%)q’+qxoy

- ) [ () ] b
Z(KQ—%%P%-QH-

J
Die Subtraktion dieser Gleichungen fiihrt auf

d VA . h Z 1
e [W("F">_ysmw]7 =F®tz
und nach der Auswertung fiir den Rechteckquerschnitt mit
konstantem b auf die erste Komponentenbedingung (10); ihre
Addition liefert

d M\ h? M h

I= e (—J)—s“+ T 2?3

und damit die Schubspannung

1 /h? AN M h M
] we=glr =) (7)o
(14) a (2 ) 1
l _[W(F)—ySIDsz—i"?(qxo_*‘qxu)s
die zufolge (9) und (13) auch in der Form
1 (h? ) @ M h M . 22 Z
B =3 7(T_Z)W(T) te Tt Fet
22
+ 5% (1+ W )pxo—}— 25 (1— T)zzm
und — unter Verwendung der Momentenbedingung (11) vol-
lends ausgewertet — mit

%[(1_4%)Q +2(1_127z2_)"’M]+
4lb (1+2 )(1_6 )p,o_

=2 5) o)

angeschrieben werden kann sowie der dritten Forderung (4)
geniigt.

Analog gewinnt man aus den zweiten Beziehungen (1) und
(3) in der beobachteten Ndherung fiir die zur Stabaxe senk-
rechte Normalspannung o, die Differentialgleichung

() 0z 0 h? d h M
9z 9w L (4 —zz) dx'( )+ 2T ‘P]+
+ v cos y
mit dem allgemeinen Integral

a: M h? 22
rra (T) (T ) ?) “

= [_dd—m(g)hfp-i- 1? (v> + g Zﬁ)—)’costz+
+ g (z)

(Q.\‘O — Gy u)
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Tz — —

o o ot
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und den beiden Randbedingungen

a M\ h
—
‘4 M M nodg h
=L e ff o =T 2 e N 7R ) R
»dw(J)h(p-*- J(9°+2 dm) /°°S¢]?+

M h
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Ihre Subtraktion ergibt

da: (M hs 3
T dar ( ) 24 ‘
d (M hod h
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M h 1
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%Iag

| =
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und fihrt auf die Ableitung (12) der Momentenbedmgung
fir das Stabelement, ihre Addition liefert

g:—?(chJrqzu) i
und damit die Normalspannung 1
o 1 (he 22 M
’——?(T— 3 dmz(7> w
d (M h dg ‘
0 ) = [raz (o T+ 33 —reosv]e-

1
= ‘2_‘ (qzo + q:u)v

die zufolge (9) und (16) auch in der Form
i 1 /h? 21) 2 a2 M M ,
A W(7‘)+279’-

1 B 2
—W( +2 )”~ —‘2?(1—27)’”“
und — unter Verwéndung der Momentenbedingung (11) so-

wie ihrer Ableitung (12) bei Beschrinkung auf Grossen der
Ordnung ¢ vollends ausgewertet — mit

:=T3h%[(1 4h2) d _4( h)%?]M_

1
9
__2_b(1_4h_)h (12 Q—g—bh;vcosq.)_

_%(1_7{) (1_;_2%) Pao —
— 3 (1 + ) (=2 5) 7

angeschrieben werden kann.
Schliesslich stehen zur Ermittlung der axialen Normal-
spannung
Ox = @ + @, 2 4 @,2? | a,23
noch die Vertridglichkeitsbedingung (2), sowie die beiden
ersten Forderungen (4) zur Verfiigung. Die erstgenannte kann
unter Verwendung von (17) in der beobachteten Néiherung mit

S

(18)

020, a: M
PEE =2a, 4 60,2 = — 2 T (T)z
angeschrieben werden, sodass man zunichst die Beiwerte
@ —0 asza},j”_(ﬂ)
& ’ 3 da? J
und damit
1 a2 M
Se =BT HE= 3 W(T)z
erhélt; die letztgenannten fithren alsdann mit der Abkiirzung
b hb
(19) K :fz'dF: =

F
auf

a, J —

@ M\ K
f(_)%:M, a,F —

dx? \ J ) 3
und liefern mit den weiteren Beiwerten
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e Z s M 1 K 2 M moment und der Zugkraft, sowie der Vertrédglichkeitsbedin-
v =F =g taFagzm T gung zu bestimmen,

die Normalspannung

M 1/K N @ (M z
128 "F[T“*?(T—z')‘d;f(T)]z+F’

die — unter Verwendung von (11) und (12) bei Beschrinkung
auf Grossen der Ordnung & vollends ausgewertet — auch mit

12 3 20 =2 , h dg\l?
”‘:W[IJF?(I_TW) (4 —gaw) [FE
1
A Z +

3 20 2 124 1
+§(1_ 3 hz)h[ Q+ 5 (Po—

angeschrieben werden kann.

(21)

Dzu) -+ h)’COSU':I

Fiir die Kriimmung der elastischen Linie erh&lt man
durch Einsetzen von (14), (17) und (20) in (6) in der beob-
achteten Nﬁherung

M 1 K a2 M 1 1
—"‘”+§ﬂme (7 T\mE " @)

"[;i

d (M M hodg
—— =2y ) |—
(22) 8 T az (J)hq)_‘_ J(¢+2dac)]
— E y CcOoS lf)'
unter Verwendung von (9), (16) sowie der Identitét
mE
B, BT
auch
1 2m 41 \ M
el
1 (1 E 2m+41h\ & (M
TEZT T T m )dw- (T)—
2m+1 Pro — Dz 2(m + 1) )
'mJL: F T mm 7%V

und hierfiir kann man nach vélliger Auswertung unter Be-
riicksichtigung von (11) und (12) schliesslich

Sl e () S e

2 11240
B
12 3 \ Pzo— P:u 12 5\7
( T 2 ) Ebh (5 +2m)E°°S""
schreiben.

3. Verallgemeinerung. Die Ergebnisse des letzten
Abschnittes lassen sich dahin interpretieren, dass es — im
Sinne einer dritten Ndherung und unter Ausschluss von Stel-
len, wo Einzelkréfte angreifen oder die Belastung sich sprung-
haft d&ndert — erlaubt ist,

1. die Schubspannung aus der Komponentenbedingung fiir
die axiale Richtung und der entsprechenden Randbedingung
herzuleiten und dabei fiir ¢, die zweite Ndherung zu ver-
wenden,

2. die zur Axe senkrechte Normalspannung der anderen
Komponenten- und Randbedingung zu entnehmen, wobei fiir
7., die zweite Ndherung verwendet werden kann,

3. den Verlauf der axialen Normalspannung kubisch anzu-
nehmen und — unter Beschrinkung auf Gréssen der Ordnung
& — mittels der Forderung seiner Aequivalenz mit dem Biege-

4. die Kriimmung der elastischen Linie — ebenfalls unter
Beschrdnkung auf Grdssen der Ordnung ¢ — der Beziehung (6)
zu entnehmen.

Mit Hilfe dieser Vorschriften lassen sich die gewonnenen
Beziehungen etwas bequemer und gleichzeitig so fassen, dass
sie auch dann noch gelten, wenn der Spannungszustand nur
noch hinreichend eben ist, d. h. bei Stiben mit nur schwach
vom schmalen Rechteck abweichendem Querschnitt und ge-
ringem Anzug auch im Grundriss.

Zu diesem Zweck zerlegt man den Querschnitt F (Bild 4)
durch die Gerade z — konst. in die Teilflichen

€a
(25) F, (2, 2) = [dF = [bd{ und F, = F — F,,
F'_; z
die beziiglich der y-Axe die statischen Momente

ez
(26) 8, (x, 2) =f;dF: [bgdg und 8, = — 8,
F, z
sowie die Trédgheitsmomente

(27) J,(x, 2) ~j“2dF—fb‘2d° und J, = J — J,
Fy
aufweisen. Man hat dann

0J, 08, OF,

28 e ——b,..,,——:—_— z, = —
t28) 0 0z 0z b
und
8 11 8\ d (1098,
w | )= de )
9 (1 0F\ .
KD ?W)_ '
ferner lédsst sich J, in der Form
Jy=— {cds ~ [¢8)] + [s.at

darstellen, sodass man mit Riicksicht auf das Verschwinden
von 8, an der oberen Grenze

. -
fb_t;) 8, (%, ©)dF —
30) ¢ =
— "é,_,(x, Dadr=J, — 28, =J —J, |28,
sowie :
1 :
fTVT )Q; 8, (x, )aF — 9 ‘9 [s (@, ©) df —
(31) ! G 0
0 0
= S (J, — 28,) _W(J—J’ -+ 28))
erhilt.

Nun lautet die erste Komponentenbedingung fiir die am
schraffierten Stabelement (Bild 4) mit der Stirnflidche F, an-
greifenden Kréafte

p. 4
—296 A — b7,.d% 4 prodx — y Sin yF,daw =0,

wobei X die Resultierende der Normaldruckverteilung iiber
F, darstellt und im Sinne der ersten Forderung durch

X (x, z)~*[ aF | — /dF‘:
M (x) (x)
_ — x, F N
Tl 2+ Fgy B @2
ersetzt werden darf. Man hat also
1 0 (M Z Pxo Y .
T b (782 F FFQ) LI Tt ek o
und kann hierfiir mit Riicksicht auf (10) und (25) auch

1 M Z
(32b) 7., = — 4 (—f : + —F;F,) - 71);,,7 L Z sin ¢ F,

b x

(32a) 7, —

schreiben.

Die zweite Komponentenbedingung lautet
0Y
ox

wobei Y die Resultierende der Schubkraftverteilung iiber F,
darstellt und im Sinne der zweiten Forderung durch

dx — bodx — p,,dx — y cos pF,dx =0,
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- il 0 M(x)
F,
bzw. i
1 M dJ 1
v o =70+ g5 [ @ ner+
F,
M 1 0 -
+ 7 [ g @ nar
Fa

ersetzt werden kann. Unter Berlicksichtigung von (30) und
(31) wird hieraus

i)

(e +-

Y(x,z):_J e dJ)(J

T dz &d;) +

-+ iJM— )r; (J, —28,)

oder, wenn noch (11) verwendet und dabei das Glied der
Grossenordnung ¢ unterdriickt wird,
N M(x)
D\ J (@)
Man hat also in der beobachteten N&herung
(33a) 0, = % aﬁo;: [# ¥ - 252)1 — P T cosyF,
oder nach Umformung mittels (25), (26) und (27)
1 82 M zu
b e 0 G| =5

Um schliesslich noch ¢, zu bestimmen, verwendet man
die Vertriglichkeitsbedingung zweckmissig in der Gestalt 3)

Y (2, 2) = [J,(x,2) — 28, x,z)]}.

(33b) 0, = — i lbicoslpFl.

1. 2o, 0%az 0?0 1 Q%o o
m Ha? 0 x? & 8z~ T m 9
2 3 1
2(m 4+ 1) 0?1,
T m Jxdr
1

Man erhilt dann in der beobachteten Ndherung die Differential-
gleichung
Dox 1 20, 2i(m 4 1) 9% 1 'H20,
922 = m x? m FEGE ‘m  §ef ’
die mit (8) und (33a) — da im Sinne der dritten Forderung
rechterhand fiir ¢, die erste und fiir 7., die zweite Ndherung
eingesetzt werden darf — in
02 0x 1 a2 M
5 e (5o

0r2 m dx?

2(m 4 1) 0?2 1 9 M 7
S e e as (%)

+ L B { ,1,_*):[L”_(J2_zs2):| \

m ()R b x| J |
iibergeht.

Nun zeigt die Ausfiihrung der rechten Seite, dass die
Breite b des Stabes, insofern sie explizit auftritt, in der an-
gestrebten Nidherung als konstant betrachtet werden darf,
wenn man annimmt, dass ihre Ableitungen nach x von der
Ordnung &2 und diejenigen nach 2 von der Ordnung ¢ sind.
Diese Bedingungen konnen auch dahin formuliert werden,
dass der Anzug des Stabgrundrisses klein gegeniiber dem-
jenigen des Aufrisses und derjenige des Querschnittes in der
z-Richtung mit dem Anzug des Aufrisses vergleichbar sei;
sie liegen schon deshalb nahe, weil sie vermutlich die Vor-
aussetzungen dafiir darstellen, dass der Spannungszustand
noch in der verlangten Ndherung eben sei.

Auf Grund dieser Annahmen wird jetzt

2

o 1oa My 2(m+41) 9 [ M8,
Nzt m da? (77) T m ",‘)bc"?[Tl? ;gz]
1 9 1 9J,
T m ()y-[J‘f)z b{)z>_
2 98, 0 (1 98,
T bz~ T 9= (F az) }

und diese Differentialgleichung, die sich zufolge (28) und
(29) auf

020, a: (M
— = 2 — )y
R dx? ( J)

reduziert, stimmt mit der fiir den Rechteckquerschnitt er-
haltenen iiberein, sodass ¢, auch hier durch die Beziehung (20)
gegeben 1st

3) Vp,l Pth 8. Timoshenko, Theory of Elasticity, New York und
London 1934 S. 23.

Die Kriimmung der elastischen Linie wird durch Ein-
setzen der erhaltenén Spannungskomponenten in (6) gewon-
nen, wobei man sich im Sinne der vierten Forderung bei 7.,
mit der zweiten Ndherung begniigen kann. Man erhilt zu-
folge (8), (20) und (33a)

1 1 9 (1 6 (M
et lr ik

1 M 1 K a* M
TE [:f T3 T as (T)] -
1 0 1 2 M y \
e — —_— == eyt )
mE Bz{b 8x9[J(J2 zsg)] p s¥ T |’
z=0
hieraus — da b wieder als Konstante behandelt werden darf —
i .M K a M\) 1 9 (M 8,
o T BT i (T‘ -G 9z (Tf?)
1 0?2 M /1 ()J2 1S 2 ,"‘:Sg
T mE *Oaé?[T(?k)—z T Sipes? FESp e )] i
Vi OF,
— 4 cos ) 5%
und schliesslich mit Riicksicht auf (23) und (28)
1 M, K a2 M
L o~ EJ 3EJ da? (T) I
2m4+1 1 9§ (M 1
e S P T R | P o
(mE B, Ozt (J ”> mu | %Y

wobei mit b, die auf der y-Axe gemessene Breite des Quer-
schnittes und mit §,, — — 8, das statische Moment der
durch die y-Axe begrenzten Teilfliche von F bezliglich y ist.
Die Beziehungen (20), (32), (33) und (34), die unter den
Voraussetzungen 1 bis 4 (Abschnitt 1) sowie unter Ausschluss
von Stellen, wo Einzelkridfte angreifen oder die Belastung
sich sprunghaft dndert, den Spannungszustand und die Kriim-
mung der elastischen Linie in dritter Ndherung beschreiben,
konnten mit Hilfe der Identitdten (10) bis (12) — von denen
die mittlere z. T. nur bis auf Grossen der Ordnung 1 genau
zu formulieren wire — weiter ausgefiihrt werden. Sie gehen
bei Beschrinkung auf Rechteckquerschnitte wieder in die
Formeln (20), (15) (18) und (24) iiber, und zwar auch dann,
wenn ein geringer Anzug im Grundriss zugelassen wird.
(Schluss folgt)

Umbau der Landquartbriicke der
Rhitischen Bahn in Klosters

3. Kriechmessungen (Forts. von S. 8)

Bei der Betrachtung der Kriechmessungen miissen wir
unterscheiden zwischen der Bewegung von Punkten, die sich
auf der Briicke, in der Bodenoberfliche und im Innern der
Bergsturzmasse bzw. der Schiichte befinden. Die beiden erst-
genannten Verschiebungen werden nachstehend im Zusammen-
hang diskutiert.
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Legende.:

@ Messung A 25.17.1939
o Messung D 13.VI.1940
o Messung E 24.1X.1942
+ Messung F 13.1X.1945 |
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Bild 8. Horizontalprojektion der Verschiebungen

(Nach den Pliinen der Eidg. Landestopographie)
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