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Spiralfedern unter radialer Last
Von Dipl. Ing. F. BALDAUFF, SLM, Winterthur
1. Beschreibung der Feder und ihrer Deformation

Spiralfedern aus Federstahlband von rechteckigem
Querschnitt bilden in Fällen, wo Kräfte von beliebig wechselnden
Richtungen abgefedert werden sollen, ein sehr geeignetes Maschinenelement.

Man baut dazu die Feder in eine runde Kapsel (Bild 1)
ein und belastet sie mit einem durch ihre Axe gesteckten Zapfen.
Im allgemeinen erfolgt dabei die Deformation der Feder derart,
dass nach einem bestimmten Einfederungsweg die zweitäusserste
Windung auf die äusserste zu liegen kommt. Die restlichen
inneren, noch deformierbaren Windungen bilden, da sie im
Durchmesser kleiner sind, eine steifere Feder, in der sich bei
zunehmender Last sukzessive weitere Windungen berühren. Sobald
eine Windung auf die vorhergehende zum Aufliegen kommt,
kann sie sich bei steigender Belastung des Zapfens nicht weiter
deformieren; die in ihr aufgespeicherten Spannungen haben einen
Höchstwert erreicht. Das Kraft-Einfederungsdiagramm wird
daher an den Stellen UnStetigkeiten aufweisen, an denen durch
das gegenseitige Aufliegen von Windungen ihre weitere Defor-
mierbarkeit für die Gesamtfeder ausgeschieden wird. Die
Berechnung kann daher nur schrittweise vorgenommen werden.

In den meisten Fällen sind dem Konstrukteur für den
Entwurf einer Feder die grösste Kraft und die grösste Einfederung
vorgeschrieben. Die grössten zulässigen Spannungen sind durch
das Federmaterial bestimmt, wobei zu beachten ist, ob es sich
um eine ruhende oder eine wechselnde Last handelt. Häufig wird
auch der Verwendungszweck Anhaltspunkte für die wünschbare
Feder-Charakteristik geben. So kann z. B. eine anfangs weiche
und dann harte Einfederung wegen der Dämpfung erwünscht
sein. Oft sind auch die Einbaudimensionen vorgeschrieben. Bei
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gefederten Rädern kann z. B. der Abstand zwischen Nabe und
Felge nicht beliebig gewählt werden.

Um alle diese Bedingungen zu erfüllen, können beim
Entwurf die Breite und die Dicke des Federblattes, sowie die
Abstände zwischen den Windungen variiert werden. Im vorliegenden

Aufsatz wird eine genügend genaue und einfache Methode
für den Entwurf von Spiralfedern und die Berechnung ihrer
Charakteristik entwickelt. Für die Berechnung wird angenommen,
dass sich eine Federwindung aus zwei Halbkreis-Bögen
zusammensetzt und dass der Zapfen im Innern der Feder drehbar
gelagert ist, dort also kein Drehmoment überträgt. Da die
Abstände zwischen den Windungen aus Festigkeitsgründen nicht
sehr gross sein können, wird durch die Aufteilung einer
Windung in zwei Kreisbögen eine gute Kontinuität der Form erzielt.
Die geometrische Konstruktion wird sehr einfach (Bild 2). Wie
Versuche zeigen, beeinflussen grössere Abweichungen von der
Kreisbogenform die Charakteristik nur unbedeutend.

2. Entwurf einer Feder-Windung bei Belastung
durch ein Gewicht

Zunächst soll untersucht werden, wie sich eine aus der Feder
herausgeschnittene Windung deformiert (Bild 3). Alle übrigen
Windungen seien als starr vorausgesetzt. Die inneren Windungen

seien durch eine starre Verbindung zwischen dem Angriffspunkt

A der Kraft P und dem einen Ende des Spiralelementes
B ersetzt. Das andere Ende sei bei C eingespannt. Bringt man
im Punkte A ein Gewicht P an, so bewegt sich A schräg nach
rechts unten; gleichzeitig verdreht sich die starre Verbindung
zwischen A und B.

Für die Berechnung der Deformation vernachlässigen wir
die elastischen Verschiebungen durch Normalkräfte, ebenso die
der Querschnitte gegeneinander durch Querkräfte und auch die
Verlängerung der Mittellinie durch Verschiebung der neutralen
Axe des gekrümmten Stabes, da die Federdicke im Verhältnis
zum Radius im allgemeinen klein ist. Wir setzen also bei
rechteckigem Stabquerschnitt für das Trägheitsmoment J bhs[12.
Diese Vereinfachungen sind in den allermeisten Fällen zulässig
und Abweichungen treten höchstens bei den innersten Windungen
mit kleinem Verhältnis r :h auf, die das Gesamtbild jedoch nicht
beeinflussen, da ihre Deformationen sowieso nur sehr gering sind.
Zur Berechnung der Deformation wird also einzig das Biege-
Moment herangezogen. Unter diesen Voraussetzungen berechnet
sich die Verschiebung in vertikaler Richtung nach dem Satz von
Castigliano zu:
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Bild 12. Liestal, Projekt Chopard (nicht ausgeführt) L. A. 1989, jetzt Yverdon, Projekt Zöllig L. A. 1939, jetzt Martigny, Projekt Maillart, 1.: 140
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Bild 1. Spiralfeder unter radialer Last
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Das Moment M sei positiv angenommen, wenn sich die
Windung unter der Last öffnet und negativ, wenn sie sich schliesst.
Für die rechte halbe Windung gilt:

Jf Pri+i sin tpi + \ (2)
dM__ r; + i sin cpi+i (3)

dl ri±\ dcpi + \ (4)
Für die linke halbe Windung ändert das Vorzeichen von (2)

und (3). Die Integration führt zu:
kP

tv (7-3; 1) (5)2JE
Die grösstmögliche Deformation in vertikaler Richtung folgt

aus den geometrischen Abmessungen zu:
/.. :2r£-2r1 + 1 ¦ h (6)

Durch Gleichsetzung von (5) und (6) berechnet sich P-lt ; + i
als die Kraft, die zum Aufliegen der Windung führt, zu :

2JB(2r;-2ri+i-A)
+ 1 =¦ (7)

Der Index i, i -\- 1 von P deutet an, dass sich die beiden
Windungshälften mit den Radien r-v und r,- _j_ i berühren.

Die grösste Spannung in der linken halben Windung, also
dort, wo der Hebelarm am grössten ist, beträgt:

\ i + l Pi, i + i 6 fiPUi + iri6 P;,
bh* ~r b h bh \ h ^ (8)

Man kann in den meisten Fällen 1 gegenüber 6 r-,\h vernachlässigen.

Das bedeutet, dass die Spannungserhöhung durch die
Normalkraft nicht berücksichtigt wird. Dann wird einfach für
den rechteckigen Querschnitt:

6P;,; + ir;
bh*

Setzt man (7) in (9) ein, so wird:

2(i_ri±i,i_A
Oi-

E
TC m

(9)

(10)

Bild 2 (links)
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Bild 3. Kräfte am Feder¬
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Dies ist die grösste Biegespannung, die in der betrachteten
Windung auftreten kann. In der rechten halben Windung ist sie
kleiner, sie beträgt:

»i+\ (11)

Die Gleichung (10) ist in Bild 4 graphisch dargestellt und
erlaubt die Spannungen in Funktion der Dimensionen jeder
Windung abzulesen; sie dient auch zur schrittweisen Berechnung
der Feder; bei bekanntem ri und einer Wahl von oi findet man
aus den Kurven ri + \.
3. Entwurf einer Windung bei Belastung durch
eine Kraft

Im Abschnitt 2 wurde angenommen, dass sich der Zapfen
unter Einwirkung eines Gewichtes frei verschieben kann. Hier
soll nun der Fall untersucht werden, in dem der Zapfen in Richtung

der Kraft P geführt wird. Gleichzeitig soll der Nachweis
erbracht werden, dass sich dadurch die Verhältnisse nur wenig
ändern, sodass man für beide Fälle so rechnen kann, als ob in
A (Bild 3) ein Gewicht wirken würde.

Die horizontale Führungskraft P0 in A berechnet man,
indem man nach Castigliano setzt:

i

fh
M ì M

1 Pt,

JE dl 0

Auf der rechten Seite ist:
M Prijr\ sin tpi + i

dM- -(r: +1

und auf der linken Seite:
M — Pr, cos tpi -f P0 r

„ „ r; cos

0 (r,-.|_i cos 9>£4 i — s)

cos 9>j -f. i — s

cos 9>;

<pi

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

fh

Die Integration über beide Windungshälften ergibt:
1

2Psr2; + i P„ r* + nP0s*ri + i-\-—P0r\) (17)<)JE
Mit P0 0, d. h. bei Belastung durch ein Gewicht ergäbe

sich für die horizontale Verschiebung:
2Psr'i + lfh JE (18)

Bei Führung des Zapfens ist /a 0 und das Verhältnis der
Führungskraft P0 zu P folgt aus Gl. (17) zu:

J°o__ 2sr'; + i
P " Tt (r»;-f r21 + ij +7trI + i

(19)

Das Auftreten der Führungskraft P0 führt zu einer Versteifung
der Feder, d. h. die Einsenkung unter der Last P wird

geringer als nach Gl. (5).
Am einfachsten kann man aus dem Satz von Maxwell diese

Versteifung bestimmen : Wenn der Zapfen A nicht geführt ist,
verschiebt er sich unter der Last P in horizontaler Richtung um
/;,. Umgekehrt gilt dann, dass eine horizontale Kraft von der
Grösse P in A wirkend eine vertikale Verschiebung des Zapfens
nach oben um einen Betrag von der Grösse fh bewirken wird.
Die effektive horizontale Führungskraft beträgt jedoch P0 und
somit wird sie eine vertikale Verschiebung des Punktes A von

Jf^fhP0/P (20)
bewirken. Bei geführtem Zapfen wird also die Einfederung

fv=fv-df (21)
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Kurven zum schnittweisen Entwurf von Spiralfedern
Bild 4. Beginn bei der äussersten Windung Bild 5. Beginn bei der innersten Windung

Bild 6. Gemessene Federdiagramme,
x Berechnete Knickpunkte

wobei /„ aus Gl. (5) einzusetzen ist. Wir wollen dfffv abschätzen,

um zu sehen, ob Af gegenüber /„ vernachlässigt werden
kann. Mit Hilfe der Gl. (5), (19), (20) und s n —ri + i
berechnet sich

df
16mmm

fv 'wmmimkTMm-)
und ist somit nur vom Verhältnis rijr\jri abhängig. Mit
r; 4- i/rj 0,8 wird A f 0,0115 fv also rund 1 °/0 von /„. Aus
Bild 4 sieht man, dass in dem weiten Bereich von A/rj 0,05

bis 0,3, Oi für r; + ]/r; 0,8 bereits über 8000 kg/cm2 liegt; dieser
Wert kann für Federstahl nur in seltensten Fällen als zulässig
betrachtet werden. Grössere Werte von rj-j-i/r;. führen zu
kleinerem df. Man sieht also, dass man bei Berechnung von Federn
so verfahren kann, als ob keine Führung vorhanden wäre. Dies
erlaubt, die einfacheren Formeln aus Abschnitt 3 zu benutzen,
die in Verbindung mit Bild 4 zur raschen Konstruktion von
Federn führt.

4. Entwurf der gesamten Feder
Soll eine Feder entworfen werden, in der die Spannungen

in jeder Windung nach Wunsch (z. B. konstant) verteilt werden
sollen, so beginnen wir mit der äussersten Windung (vergleiche
Bild 2). Der Büchsendurchmesser D sei gegeben. Dann ist
r, Ya (-0 — Ä) • Mit einer ersten Annahme von h lässt sich ra
aus Bild 4 in Funktion von hjrt und a ablesen. Die zweite
Windung schliesst sich der ersten an und ra berechnet sich aus r2

usw. Dieser Entwurf führt zu einer Feder, die nach allen
Richtungen belastet werden kann. Aus der Konstruktion ergibt sich,
dass der gesuchte Radius r; + i jeweils kleiner ist, als der vorher
bekannte und somit die Spannung <?, immer die grösste in der
betrachteten Windung auftretende Spannung ist.

Sinngemäss kann man für den Entwurf natürlich auch mit
der innersten Windung beginnen. Soll einheitlich r,- wieder der
bekannte, in diesem Fall kleinere Radius der Windung sein, so
wird die grösste Spannung in der gesuchten Windungshälfte mit

dem Radius r; + i auftreten. In Gl. (10) müssen also die
Indices i und i + 1 vertauscht werden. Da r,- bekannt

- (22) ist, müssen dann die Faktoren hjrt + i mit ri/rt multi¬
pliziert werden, um ein analoges Kurvenblatt zu Bild 4
zu erhalten. Die Gl. (10) lautet also umgeformt:

o% + l
E h

i fi !i_)_A U+l
M-1 i + \n + ì

(23)

In Bild 5 ist diese Gleichung graphisch dargestellt und dient
dazu, Federn von innen nach aussen schrittweise zu entwerfen.
5. Berechnung der Federcharakteristik

Liegt der Entwurf einer Feder vor, so kann man zur
Berechnung der Charakteristik schreiten. Zu diesem Zweck numerieren

wir unabhängig davon, ob die Feder von aussen nach
innen oder innen nach aussen entworfen wurde, die deformierbaren

Radien von aussen nach innen mit rlt r2, r3 r„
(vgl. Bild 2). Die Abstände zwischen den einzelnen Windungen
seien unten zwischen rx und ra mit Alz, oben zwischen ra und
ra mit dS3 usw. bezeichnet. Weiter wollen wir mit P13 die Kraft
bezeichnen, die nötig ist, um die erste Windung so zu
deformieren, dass d12 0 wird, PS4 um d3i zu 0 werden zu lassen
usw. <J12 sei die Verschiebung des Mittelpunktes der Spirale unter
der Last P,„, wenn also d,, 0 ist. die Verschiebung des
Mittelpunktes der Spirale unter der Last P3i, wenn d3i 0 ist usw.

Die Kräfte P^ ; .j. i, die nötig sind, um die jeweiligen
Windungen zum Aufliegen zu bringen, berechnen sich aus Gl. (9) zu:

öibh*
Pi,i + i Gr:

(24)

I
\iiLjyig

Bild 7. Gefedertes Rad der SLM Winterthur
Bild 8 (rechte). Fahrbarer Kompressor der SLM auf gefederten Rädern
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(25)

oder aus den geometrischen Dimensionen mit (5) zu:
Ai,i+i2JE'•' + 1

«(r»j+r»i + i) '

mit
difi + i =2r; -2ri+i — h (26)

wobei ri immer der grössere und r; _|_ i immer der kleinere
Radius der betrachteten Windung ist.

Die Einfederung des Zapfens in der Spirale unter der Kraft
Pia ist gleich der Summe der Einfederungen aller Windungen
unter der Kraft Pia und folgt aus (5) :

Pia6«
<*ia ^m^-Zr*12 JB&Ä3

(27)

Liegt nun die erste Windung auf, so wird sie sich bei
weiterer Belastung nicht mehr deformieren und bis zum Aufliegen
der zweiten Windung, also dem zweiten Knickpunkt in der Feder-
Charakteristik, wird :

<*S4 <?12 + (PM — Pia) 67t

oder allgemein:

<$i, i+ 1 ài — 2,i— 1 +
wobei

à\ — 2, 1 - 1 S\ -

67t

EbW

Ebh3

(Pi,i + l

P\-2,\

2r*

Pi

(28)

i)^r3 (29)

0

6. Bemerkungen über den Berechnungsgang
A. Handelt es sich um die Nachrechnung einer schon

ausgeführten Spirale oder um die Berechnung einer solchen mit
gegebenem konstantem Windungsabstand, so misst und numeriert
man die deformierbaren Radien von aussen nach innen (vgl.
Bild 2) und kann dann die Charakteristik aufzeichnen, wenn
man zunächst P;, i + \ aus (25) und Sit ; + i aus (29) berechnet,
wobei P,-, j + j die jeweiligen Knickpunktlasten im Einfederungs-
Diagramm bei den Einfederungen <5,-, ; -|-1 des Zapfens der
Spiralfeder bedeuten. Die grössten Biegespannungen in den jeweiligen

Windungen berechnen sich aus (9). Der Spannungsausschlag

in der gleichen Windungshälfte bei Schwingungsbeanspruchung,

d. h. wenn die Feder nach beiden Seiten in Richtimg
A-C (Bild 3) schwingt, berechnet sich zu

S
"tot i ö;-i (30)ri-i

Dabei beziehen sich die mit i bezeichneten Spannungen auf
die mit ungeraden Radlenindices versehenen Windungshälften.

B. Wird eine Feder, in der die Spannungen oder Spannungs-
Ausschläge nach Wahl verteilt werden sollen, entworfen, so
berechnet man bei bekanntem r-t und Annahme der Blattdicke h,
aus Bild 4 r; _[_ i, wenn mit der äussersten Windimg und aus
Bild 5, wenn mit der innersten Windung der Spirale begonnen
wird. Das Federdiagramm berechnet sich alsdann wie unter A
angegeben.

C. Bei der Wahl der Federdimensionen sind folgende Hinwelse
zu berücksichtigen:

Der einfachste Fall einer Feder mit gleichen Abständen
zwischen den Windungen führt zu einer gleichmässig ansteigenden

Charakteristik. Dabei ist aber das Federmaterial nicht
maximal ausgenützt, da in den äussersten Windungen die
Spannungen grösser sind als in den innersten. Ist die maximale Last
gegeben, so wird man für die Berechnung der Feder einen
Zuschlag machen müssen, um zu vermeiden, dass für die
vorgeschriebene Last alle Windungen aufliegen.

Werden in allen Windungen die Spannungen konstant
gehalten, so erhält man eine anfänglich sehr weiche und anschliessend

sehr harte Feder.

7. Kontrolle der Berechnung und Anwendungs-
Beispiele

Zur Kontrolle der Berechnung wurde eine Spiralfeder in
einer Amsler -Zerreissmaschine in vier Richtungen belastet
(s. Bild 1) und die Resultate mit der Berechnung verglichen.
Die Versuchsfeder ist 70 mm breit und zählt vier einfederbare
volle Windungen. Die Blattstärke beträgt 5,5 mm. Die Abstände
zwischen den Windungen variieren zwischen 2,5 und 7,3 mm und
sind ungleichmässig über den Umfang verteilt.

Die Resultate der Messung und Berechnung sind in Bild 6

dargestellt. Die jeweilige Lage der Feder in der Maschine ist
schematisch eingezeichnet und mit a, b, c und d bezeichnet. Die
ausgezogenen Linien entsprechen der Messung, während die
Kreuze die berechneten Knickpunkte darstellen. Für die Berechnung

würden die Abstände zwischen den Windungen und die
senkrechten Abstände jeder Windung zum Zapfen gemessen. Die
kleinen Abweichungen zwischen Messung und Berechnung lassen
sich durch Ungenauigkeiten bei der Herstellung der Feder, ins¬

besondere durch Abweichungen von der Parallelität einiger
Windungen erklären.

Die Form der Feder, in Richtung c und d betrachtet,
entspricht nicht mehr zwei halben, sondern vier Viertel-Kreisbögen
FUr die Berechnung wurde für r,- und r% j- i jeweils der grösste
senkrechte Abstand zwischen Mitte Federblatt und Kraftrichtung
eingesetzt. Die gute Uebereinstimmung der Rechnung mit der
Messung zeigt deutlich, dass die Genauigkeit der Resultate durch
weitgehende Abweichungen von der Kreisbogenform nicht oder
nur unwesentlich beeinflusst wird. Die Charakteristik solcher
Federn ist, wie der Vergleich der Kurvenzüge a bis d erkennen
lässt, nicht in allen Richtungen genau gleich, auch dann nicht,
wenn die Abstände zwischen den Windungen gleich gross sind.
Man wird daher für eine Feder, die in verschiedenen Richtungen
beansprucht wird, mit Vorteil die Einfederungsdiagramme und
Spannungen in zwei zueinander senkrechten Richtungen
bestimmen.

Als Anwendungsbeispiel sei das gefederte Rad (Bild 7)
erwähnt, wie es z. Zt. für Autoanhänger verwendet wird. Die
Federn liegen ln Kapseln, die mit dem Radkranz verbunden sind.
Die Zapfen sind durch je zwei Lappen an der Radnabe durchgesteckt.

Zur Montage oder Demontage der Felgen werden die
Zapfen gelöst. Durch Drehen der Lappen in die Zwischenräume
zwischen den Federkapseln kann der Radkranz entfernt werden.
Bild 8 zeigt einen auf gefederten Rädern montierten Baukompressor.

Heute steht schon eine grosse Zahl Zweirad-Anhänger
mit dieser Radfederung im Betrieb. Die Konstruktion hat sich
gut bewährt. Der Vorteil gegenüber andern gefederten Systemen
liegt in der annähernd gleichen radialen Tragfähigkeit dieser
Federn in allen Stellungen des Rades.

Solche Federn müssen, da sie sich mit den Rädern drehen
auf Wechselbiegebeanspruchung berechnet werden und für 'die
Dimensionierung ist der totale Spannungsausschlag in den
Windungen massgebend. Die gekrümmte Federcharakteristik hat
dabei den Vorteil, dass Schwingungen der Radnabe rasch
gedämpft werden, da jeder Steilheit im Federdiagramm eine andere
Eigenschwingungszahl des Systems entspricht.

Sollen Drehmomente zwischen zwei Achsen, die ihre Lage
gegeneinander verschieben können, übertragen werden, so sind
diese Federn ebenfalls anwendbar. Da dabei im allgemeinen nur
einseitige Ausschläge auftreten, können die zulässigen
Spannungen entsprechend höher gewählt werden.

Soll die «Alte Mühle» in Aarau verschwinden
Der wichtigste historische Bau an der Aarauer Bahnhofstrasse,

die über weite Strecken hin als architektonisch recht
uninteressant erscheint, ist die «Alte Mühle», ein wuchtiger Eckbau

aus dem Jahre 1608 (Bild 1). Das Aeussere bedarf nur einer
zuverlässigen Instandstellung, um wieder vollkommen seinen
ursprünglichen Charakter zurückzugewinnen. Im Innern ist eine
Transformatorenstation eingebaut, deren Verlegung nach dem
Holzmarkt nach heutiger Schätzung einen Kostenaufwand von
460000 Fr. erfordern würde. Es sprechen also auch praktische
Gründe für die Erhaltung des Gebäudes, obgleich es keine
stilvollen Interieurs enthält. Der Häuserkomplex zwischen der
Hinteren und der Vorderen Vorstadt, dessen weithin sichtbaren
Eckpunkt die «Alte Mühle» bildet, stösst von Norden her stark in
die Bahnhofstrasse vor, sodass diese an ihrem westlichen
Ausgang, unmittelbar vor der Ausmündung in den Platz vor dem
Regierungsgebäude, einen Engpass bildet. Die längst wünschbare
Beseitigung dieser Einschnürung, die von einem alten Hausnamen
her das Kennwort «Behmen-Erweiterung» erhalten hat, wurde
schon bei dem städtebaulichen Wettbewerb von 1926 behandelt.
1934 erstattete dann Arch. K. Hippenmeier (Zürich) ein
Gutachten, das die Bahnhofstrasse als Hauptdurchgangsroute
annahm und den Engpass durch zurücktretende Neubauten auf
beiden Seiten zu korrigieren empfahl. Zehn Jahre später, zu
Beginn des Jahres 1944, bestellte der Gemeinderat über den ganzen,

sehr vielgestaltigen Fragenkomplex ein neues Gutachten
bei den Architekten Prof. Dr. F. Hess, E. T. H, Martin Risch
(Zürich) und P. Trüdlnger (Basel). Dieses geht von anderen
Verkehrsüberlegungen aus und empfiehlt die Verbreiterung der
Bahnhofstrasse auf der Südseite, sodass der Baukomplex mit
der «Alten Mühle» erhalten bleiben könnte (Bild 2). Die sanfte
Strassenkurve wäre infolge der zu überwindenden Höhendifferenz
willkommen, da sie das Längenprofil verbessern würde. Ohne
hier auf die verkehrstechnischen und städtebaulichen Ergebnisse
des einlässlichen Gutachtens einzugehen, möchten wir anerkennend

hervorheben, mit welcher Entschlossenheit das Gutachten

') Vgl. SBZ Bd. S. 345*.
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