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Diagramme und Verfahren zur Berechnung beliebig belasteter, elastisch gestiitzter Balken

Von Ing. Dr. A. MANGER, in Firma Ed. Ziiblin & Cie., A.-G., Ziirich
6. Balken auf Stiitzen mit verschiedenem elastischem Senkmass

a) Diese Systeme konnen, wenn sie sonst normal sind, mit
den Diagrammen verhéltnisméssig rasch untersucht werden.

Wir bezeichnen das wirkliche System mit «W. S.», das zuge-
horige Normal-System dagegen als «G. S.» (Grundsystem), die
beliebigen anormalen Stiitzen mit 4, B, ... und ihr elastisches
Senkmass mit e,, e, ....3-€e. Alle Grossen des G.S. werden
mit ¢, M, ¢, u usw. bezeichnet, diejenigen des W.S. dagegen
mit C’, M', ¢!, w usw. (Die ¢’, ' sind dann nicht zu verwech-
seln mit ¢/, @’ in Gl (4) (5) und in den Diagrammen).

Betrachtet man eine normale Stiitze als eine Gruppe von
Federn, so lidsst sie sich, durch Wegnehmen einer Feder oder Hin-
zufiigen einer Zusatzfeder in eine amormale Stiitze mit gegebe-
nem e, verwandeln. Man kann also das W.S8. durch das G.8S.
ersetzen, wenn man das letzte, ausser mit den gegebenen Lasten,
mit den Kriften X,, X ... belastet, die die Zusatzfedern er-
zeugen, d.h. die zur Umwandlung des Verhaltens der Normal-
stiitzen A, B, ... in dasjenige der anormalen Stiitzen A, B, ...
notwendig sind.

b) Die Krifte X,, X;,... sind proportional zu den dann
im G. S. entstehenden Stiitzendriicken C*,, C#,, ... der Anor-
malstiitzen A, B,.. und es wird z. B. X, positiv, d. h. nach
unten auf den Balken wirkend, wenn e, > e ist.

Jeder Kraft X am Balken entspricht eine, am Stiitzenfuss
wirkende, entgegengesetzte Kraft — X. Der wirkliche Druck
einer anormalen Stiitze 4 wird also

Oy — 0% — X, > (18)

Setzt man die Senkung einer anormalen Stiitze 4 im G. S.

derjenigen im W. S. gleich, so folgt eC*, — ¢,(C", d. h. mit
C¥=0Cg - Xy. CogtXpCub +ovcevens

und unter Beachtung von GI. (18):

elC, + X Can+ XpCab ++ - J =

=€,[Cy + Xy (Coa — 1) + XyCup + ---1 (19)
und daraus leicht, mit
. €
C*H(l = Cua “l‘ ?—;ea (20)
X X Cap = o e o = —C, (21)

Fiir jede Unbekannte kann man eine solche Gleichung auf-
stellen und somit X,, X, .. aus den Auflagerdriicken C,, Cp, . . .
des G. S. berechnen.

c) Wenn nur zwei anormale Stiitzen A, B vorhanden sind
(die natiirlich z. B. auch C und E sein konnen) ergibt sich fol-
gender Vorgang:

Mit den Senkmassen e, e,, e, der normalen und anormalen
Stiitzen und den, aus dem Diagramm des G. S. entnommenen
Werten ¢,,, Cpp, Cap Derechnet man die Festwerte

€4 b €y
e —G ——, *pp—20C . (22
aa aa + ¢ — e, ) bb bb + e—e, (22)
V = €*4q C*pb — Cab? (23)
Vg = C¥4afV, Vp = C¥pp/V, V' = Cup/V - (24)

Dann ermittelt man die im betreffenden Lastfall entstehen-

den Stiitzdriicke O, und Cj des G.S. und berechnet
X, = — C,vp + Cpv'
Xy — — Cpvy + Cov '

Diese Krifte lisst man nun als zusdtzliche Lasten (positiv
nach unten) auf den Balken des G.S. wirken und erhdlt Zusatz-
Stiitzendriicke 4 C und -Momente 4 M . Die endgiiltigen Stiitzen-
Driicke ¢’ und Momente M' werden dann, unter Beachtung von
Gl. (18):

bei anormalen Stiitzen: ¢! = C - 40 — X } (26)
Momente : M =M | A4M

d) Ist eine anormale Stiitze, z. B. 4 starr (e, — 0) so wird
in Gl (22) C*gq = C4e. Setzt man anderseits e, — co, so wird
C*4q = Cqqa — 1. Die Stiitze A des G.S. fillt dann im W. S. ganz

weg. Man kann also auch Systeme untersuchen, bei denen ge-
wisse Spannweiten doppelt so gross wie die anderen sind.

(25)

bei normalen Stiitzen: €' = C |+ 4C
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e) Aus c) ergibt sich folgender Vorgang fiir die Umwand-
lung der Einflusslinien des G. S. in diejenigen des W.S. mit zwei
anormalen Stiitzen A, B, . :
Fiir die Auflagerkraft C', — c', P bei irgend einer Stiitze Z
wird die Einflussordinate c¢’,, an der Stelle x

) Clzx = Cox + Aczx (27)
worin
ACop = Caxrza + Chxdsp - (28)
und
Azq = V' Czp — Wp:Czg l (29)

Agp = V' Czq — Vy Csp J :

Die GI. (27 bis 29) gelten fiir alle Stiitzen Z(= A4, B, C,....)
mit folgender, der GIl. (18) entsprechender Einschrinkung :
Bei den anormalen Stiitzen A bzw. B, also wenn 2 — «a
oder 2 — b, d. h. wenn c,, = ¢4, bzZW. ¢,p — Cpp, ist in
den Gl. (29) ¢gq durch c,a — 1 bzw. cp, durch cpp — 1
2u ersetzen.

Die Zusatz-Ordinaten 4c., (Gl 27) lassen sich damit tabel-
larisch sehr einfach ermitteln. Man berechnet zuerst fiir alle
Stiitzen Z(= 4, B, @,....) d.h. fiir 2 =@, b, €,...., die
Aza» Azp mit GL (29, 29a), in denen v', v,, v}, die Festwerte aus
Gl (22 bis 24) und die c¢,,, ¢, den c,-Linien des G.S. bei 4
bzw. B (anormale Stiitzen) entnommen werden. Dann folgen
die 4Jc,, fiir alle Stiitzen Z aus Gl. (28). Darin sind c¢g4., ¢, die
Ordinaten der c¢,- bzw. cp-Linien des G.S. bei «, d. h. bei den
Laststellungen x — A4, 1, B, 2, C, 3,...., und 4c; nach
GL(27) die Zusatzordinaten 2u c,,, ebenfallsbei 4,1, B, 2,0, ....

Im Laufe der Rechnung ergeben sich folgende wertvolle
Kontrollmoglichkeiten:

1. Esist ¢,y =c, =1, (R =a, b, ¢, d....)
2. Es ist ¢y, — ¢4 nach Maxwell, weil im G. S. e, = ¢, —¢€ l
ist. (30)

(29a)

3. Bs ist ¥, = 34,3 =0, (2=a, b, c, d,....)
4. Bs ist ¥ 4¢,, —0(2=a,b,c,d,....) bei jeder Last-
lage x.

Aus den c.-Einflusslinien des G.S. folgen endlich die ge-
suchten c¢',-Linien des W.S. durch Addieren der 4c..

Abb. 6a zeigt z. B. das Ergebnis fiir einen Balken 4 B C D
mit k¥ = 2, bei dem das elastische Sénkmass bei der Stiitze 4
doppelt so gross und bei der Stiitze C halb so gross wie das-
jenige der Normalstiitzen B und D angenommen wurde. Die
gestrichelten Kurven gelten fiir das zugehdrige normale System.

Fir ein Moment M's — w Pl im W.S. folgt analog an
der Stelle x

Wsx = Wsx + A Usx (31)

Aus Gl (11) ergibt sich nun, dass 4 u,, linear von den 4c
abhiingt. Wir betrachten ein beliebiges Feld =, dessen linkes
Auflager mit L und rechtes Auflager mit R bezeichnet wird.
Fiir L, B und fiir die Feldmitte n heissen dann in GI. (31):

die g, des G.8.: W, Urxs Hnx
die 4 us, des G.S.: duer, AUy, 4 tnx

Fiir die letzten ergibt die Entwicklung aus GIl. (11) die

Formeln:

z=1
Ay = d e + XA Czy ©) (32)
PE L) (83)

Mit GI. (32) folgen also die Zusatz-Ordinaten fiir jedes Auf-
lagermoment M', aus denjenigen des links vorgehenden My,
wobei die gc,, bereits aus Gl. (28) bekannt sind. Nach GI. (33)
sind ferner die Zusatzordinaten fiir M’, die Mittelwerte der-
jenigen fiir M/, und M',. Die tabellarische Auswertung der
Gl (32, 33) fiir die verschiedenen Lastlagen x, d.h. bei 4, 1,
B, 2, C,....ist einfach, da fiir das erste Auflager A alle
A ttgx — 0 sind. Daraus folgen die A up, mit Gl (32) und die
A uy, mit Gl (33). Aus den 4y, ergeben sich dann analog die
A ue und g us, usw. Als Schlusskontrolle miissen, wie bei 4,

6) Beziiglich 7 vgl. Fussnote 4.
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