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1. Januar 1944

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG 1

INHALT: 200 Jahre Euler’sche Knickformel. — Untersuchung einer
nach Euler’schenVorschligen (1754) gebauten Wasserturbine. — Die Schul-
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1. In einem Anhang «Ueber
die elastischen Kurven» zu sei-
nem grundlegenden Werk liber
Isoperimeterprobleme 1) hat
Leonhard Euler vor 200 Jahren

erstmals die seinen Namen
tragende Knickformel ver-
Offentlicht. Im ungeheuren

Lebenswerk Eulers bedeutet
die Entdeckung der Knickfor-
mel nur eine kleine Episode;
fiir die Entwicklung der Festig-
keitslehre und der Baustatik
aber ist sie von so grosser Be-
deutung, dass sich heute ein
kurzer Riickblick auf ihre Entstehung rechtfertigt.

Fiir Euler ergibt sich die Mdéglichkeit, die Form der elasti-
schen Kurven mit seiner Methode der Maxima und Minima zu
bestimmen durch eine Mitteilung von Daniel Bernowlli vom
Jahre 1742, wonach bei der Biegung eines urspriinglich geraden
Stabes von konstantem Querschnitt die «Potentialkrafty (vis

potentialis)
as
R2
ein Minimum sein miisse.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem x, y ist (mit
unserer heutigen Schreibweise) die Lénge des Kurvenelementes d s
ds =dux Vl + y*

und der Kriimmungsradius

BR—=_—

A+ g0k

rr

Damit wird die «Potentialkrafty, die zu einem Minimum werden soll

ds y"*dx {
fR2 *‘/‘ (1+yr2)5/2 T

Nach der im Hauptwerk entwickelten Methodik wird nun
daraus die Differentialgleichung der gesuchten elastischen Kurve
bestimmt, die sich in der Form

(e + Bz + ya?)dx
Y= 'l/a};_(a_i_ﬁx_l_ymz‘)z

Toobh ol b A s G 1))

d (2)

ergibt.

Um die Uebereinstimmung die- g
ser Gleichung mit der schon frii-
her von Jakob Bernoulli gefun-
denen Gleichung der elastischen
Kurve nachzuweisen (und auch,
um die Belastung und die Bie-
gungssteifigkeit des Stabes ein-
zufiihren) leitet Euler diese Dif-
ferentialgleichung nun auch noch
direkt ab (Abb.1): im Punkt
%, y, des gebogenen Stabes muss
Gleichgewicht zwischen der «Elas-
tizitat E k2 : R» (vis elastica) und
dem Moment P (e | «) der an einem starren Hebel e wirkenden
lotrechten Kraft P bestehen:

E k2 Ek2y"
BetEl= e = am e
F k2 bedeutet die «absolute Elastizitdty (elasticitas absoluta)
oder, wie wir heute sagen, die Steifigkeit EJ des Stabes. Durch
Integration und Auflésung nach dy findet Euler die Gleichung

—Pdm(1/2x2+ew—|-f) )
VE2k4__ P2 (1,22 1 ex | )2

1y L. Euler: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive pro-
prietate gaudentes sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu
accepti. Lausannae & Genevae, MDCCXLIV. Additamentum I: De curvis
elasticis.

Das Eulerbildnis nach dem Stich von Mechel in der «Lobrede auf
Herrn Leonhard Euler» von N. Fuss, Basel 1786.
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200 JAHRE EULER'SCHE KNICKFORMEL !
Von Prof. Dr. F. STUSSI, E.iL: H., Ziirich

die in der Form mit Gleichung (2)
Ubereinstimmt. Aus dem Vergleich
der Gleichungen (2) und (4) ergibt
sich nun die Grosse der angreifen-
den Last P zu

2K k2 —_——
P::___Tﬁii s ) I
wéhrend sich fiir den Hebelarm e und
die Integrationskonstante f die Werte
e — zﬁy und f—= 20;
ergeben.
Fiir e = 0 (Last im Koordinaten- Abb. 2

ursprung) und y —1 und mit der
Abkiirzung ¢2 = a? — «
findet Euler fiir die Kurve der Abb. 2 die vereinfachte Gleichung
a2 — ¢? x?) dx
( + x?) 6)
Viez — a?) (2a2 — ¢ | 2?)

Nach der Diskussion der sich aus Gleichung (6) ergebenden
Eigenschaften der elastischen Kurven geht Euler dazu iiber, die
verschiedenen moglichen Kurvenformen aufzuzdhlen. Als erste
dieser Formen ergibt sich fiir @ — oo oder P = 0 die vom Koor-
dinatenursprung (oder Wendepunkt) A aus sich nach beiden
Seiten in Richtung der y-Axe ins Unendliche erstreckende Gerade,
fiir die 2y,x — ¢ — 0 ist; diese Gerade stellt den natiirlichen
Zustand des elastischen Stabes dar.

Zu dieser ersten Art von elastischen Kurven sollen nun aber
auch jene Fille gerechnet werden, bei denen die grosste Aus-
biegung ¢ — #,,x und damit auch x gegen a vernachldssighar
klein angenommen werden kann; fiir diesenFall geht Gleichung (6)
iiber in

a7 —

adx

At Tl P py (7
2 (et — a?)

dy =

und ihre Losung lautet
a

V2
Dies ist die Gleichung fiir die (beidseitig ins Unendliche
verlingerte) Trochoide, die wir heute Sinuskurve nennen. Fir

= arcsini....... (8)
s ¢

y=7F wird — = 1 und arc sin — = , woraus
c c 2

s oder a = 2”/2
7T

2)2
Setzen wir diesen Wert in Gleichung (5) (mit y = 1) ein, so
erhalten wir

=

2 B k? n* B k?

kn:‘——aT:T E (9)

d. h. diejenige Kraft, die erforderlich ist, um einen urspriinglich
geraden (und beidseitig gelenkig gelagerten) Stab unendlich
wenig auszubiegen; sie ist von endlicher Grosse.

Damit ist die Eulersche Knicklast gefunden. Euler selbst
weist darauf hin, dass seine Formel dazu dienen konne, die Trag-
kraft von Sdulen zu bestimmen. Er gibt anschliessend auch die
Anleitung, die Steifigkeit Ek?—= E J durch Durchbiegungsmes-
sungen zu ermitteln.

Wohl hatte der Hollinder Musschenbroek schon 15 Jahre
vorher auf Grund von Versuchen festgestellt, dass bei sonst
gleichen Grossen die Tragfihigkeit gedriickter Stibe umgekehrt
proportional zum Quadrat ihrer Linge sei, aber diese Angabe
allein 16st das Problem nicht. Erst Euler hat uns den vollstédn-
digen Zusammenhang zwischen kritischer Belastung P, Stab-
linge 2 f und Steifigkeit BJ — E k? gegeben.

2. An dieser ersten theoretischen Untersuchung eines Sta-
bilitdtsproblems ist fiir uns besonders bemerkenswert, dass sie
auf dem Satz vom Minimum der Forménderungsarbeit aufge-
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baut ist. Fir Stdbe verdnderlichen Querschnitts erweitert Euler
den Ausdruck der «Potentialkrafty zu
Ek2ds
R2

2
Beachten wir, dass nach Gleichung (3) M — ist, so wird

Ek2ds M2ds

e T o e a0 a0 (0]
Die «vis potentialis» ist tatséchlich (bis auf den Zahlenfaktor 1/,)
identisch mit der Formé&nderungsarbeit. Dass diese Forménde-
rungsarbeit zu einem Minimum werden miisse, hat Daniel Ber-
noulli festgestellt und die Anwendung dieses Satzes in der Bie-
gungslehre hat Leonhard Euler gezeigt; es scheint damit ge-
rechtfertigt, in Zukunft den Satz vom Minimum der Formé&nde-
rungsarbeit als Bernoulli-Eulerschen Satz zu bezeichnen.

3. Dass Euler die Bedeutung seiner Knick-
formel Kklar erkannt hat, geht daraus hervor,
dass er selbst in spéteren Arbeiten noch mehr-
mals auf dieses Stabilitdtsproblem zuriickgekom-
men ist. Von diesen spéteren Arbeiten halte ich
besonders die Abhandlung «Sur la Force des
Colonnes»?) fiir bedeutungsvoll und es soll nach-
stehend noch die dort gegebene einfachere und
direkte Ableitung der Knickformel nachskizziert
werden (Abb. 3). Fiir die Steifigkeit E k2, die in
der fritheren Abhandlung noch als «absolute
Elastizitdty (elasticitas absoluta) bezeichnet
wurde, finden wir hier die uns zutreffender
scheinenden Bezeichnungen «moment du ressort»
oder auch «<moment de roideur».

Euler wiahlt hier die urspriingliche Stabaxe als x-Axe und
beschrankt sich von vornherein auf kleine Ausbiegungen, fiir
die der Kriimmungsradius B sich auf den Wert

mmm i mmmmmm Q) ===

Abb.3

. dx?
=gy
vereinfacht. Aus der Gleichgewichtsbedingung
E k2 Ek2d?y
Py = = -
Y R ax?

folgt die Differentialgleichung

2

ary 4+ yda=0 . (11)

Durch zweimalige Integration ergibt sich mit ¢ — ¢4 die Losung

Y 72 y2)

|/ 5w =% g (12)
Fir x = a muss y = 0 sein; damit wird
—=
“WEe =7
oder
2 E k2
Pkr. — T (9 8.)

Anschliessend untersucht Euler auch Stébe mit verdnder-
licher Steifigkeit und den Einfluss des Eigengewichtes und dis-
kutiert Modellregeln fiir die Bemessung von Siulen.

4. Den paradox erscheinenden Unterschied zwischen der
Wirkung einer horizontalen und einer vertikalen Last (Abb. 4),
d. h. den Unterschied zwischen den gewdhnlichen Biegungspro-
blemen erster Ordnung und den Stabilitdtsproblemen hat schon
Euler grundsétzlich erkannt: wéhrend die Ausbiegung y bei der
gewdhnlichen Biegung proportional zur Belastung anwéchst,
erleidet der axial belastete Stab fiir P < Py, iliberhaupt keine
Ausbiegung; bei P — Py, hiegt er aber plotzlich aus und es ist

2) L. Euler: Sur la Force des Colonnes. Mémoires de 1'Académie Royale
des Sciences de Berlin. Tom. XIII, 1757,

hier anscheinend das Kontinuitits-

prinzip verletzt. Euler hat dieses *;'y“' lP
Phénomen dadurch zu erkldren und i /
mit dem Kontinuitdtsprinzip in Ein- & i
klang zu bringen versucht, dass er [
fur P < Py, die Ausbiegungen als !
imagindr ansieht; fiir P — Py, wer-
den sie null und fiir P > P, reell ”
Abb. 4 SEZ

und wachsen mit wachsender Last.

Wir konnen heute einfacher zeigen, dass das Knickproblem
das Kontinuitétsprinzip nicht verletzt, etwa dadurch, dass wir
durch Einfiihrung einer schréigen Belastung einen stetigen Ueber-
gang zwischen den beiden Belastungsféllen der Abb. 4 herstellen,
eine Aufgabe, die zuerst Navier gelost hat, oder auch dadurch,
dass wir die Eigenschwingungen eines gedriickten Stabes be-
trachten. Euler hat in seiner Abhandlung {iiber die elastischen
Kurven auch Schwingungsprobleme untersucht. Der innere und
damit auch der formale Zusammenhang zwischen den beiden
Problemgruppen ist dadurch gegeben, dass bei beiden‘Gleich-
gewichtsaufgaben zu l6sen sind; bei den Schwingungsproblemen
miissen die innern elastischen Kréfte mit den Trigheitskriften,
bei den Stabilitdtsproblemen mit den durch die Ausbiegung verur-
sachten Ablenkungskréften im Gleichgewicht sein. Schreiben wir
die Grundschwingungszahl » eines elastischen Stabes nach Abb. 3
mit der auf die Lédngeneinheit bezogenen konstanten Masse g/g an :

1 EJg Pa?
"=2w I/ q Vl_

—, Vl £
wEJ  ° T

so stellen wir fest, dass die Frequenzen mit wachsender Last P
immer kleiner werden und der Knickvorgang auch als Eigen-
schwingung von unendlich kleiner Frequenz gedeutet werden
kann, bei der der Stab ausschwingt, aber nicht mehr in seine
Ruhelage zuriickkehrt.

5. Wir wissen heute, wie lange es nach Euler noch gedauert
hat, bis sich eine geniigend umfassende Erkenntnis des immer
wieder reizvollen Problems der elastischen Stabilitit allgemein
durchgesetzt hat. Sehen wir von den damals wenig beachteten
und nachher wieder vergessenen, fast visiondr anmutenden Er-
kenntnissen Naviers ab, so dauerte es rund 150 Jahre, bis L. v.
Tetmajer auf experimentell-statistischem Wege und Engesser
und Karman theoretisch die Eulersche Knickformel auf den
unelastischen Bereich erweiterten.

Euler war nicht Ingenieur, sondern Mathematiker und Geo-
meter. Probleme der Mechanik beschéftigten ihn in erster Linie
als mathematische Aufgaben. Wir erkennen beispielsweise die
Grenzen seines Interesses bei einem technischen Problem daran,
wie er sich mit dem Begriff der Steifigkeit auseinandersetzt.
Es geniigt ihm durchaus, den Begriff E k* zu definieren und
anzugeben, wie er durch Versuche bestimmt werden konne. Er
erklart auch solche Versuche fiir wiinschenswert, sie aber selbst
durchzufiihren, kam ihm offenbar nicht in den Sinn; es war ihm
gar nicht wichtig zu wissen, wie gross der numerische Wert der
Steifigkeit fiir eine bestimmte Stiitze ist.

Gerade mit Riicksicht auf die Schwierigkeiten aber, die auf
der damaligen Unkenntnis von uns heute geldufigen Begriffen
der Biegungslehre beruhen, muss die Leistung Eulers bei der
Entdeckung der Knickformel umso hoher bewertet werden. Seine
Methodik, die bei der Ueberwindung mathematischer Schwierig-
keiten auf die Erfassung des Wesentlichen ausgeht, ist fiir uns
auch heute noch wertvoll, aufschlussreich und von vorbildlicher
Klarheit und Eleganz der Darstellung. Die Herausgabe der ge-
sammelten Werke dieses wohl umfassendsten Geistes, den unser
Land je hervorgebracht hat, ist nicht nur eine Dankesschuld,
sondern sie bedeutet noch mehr eine Bereicherung unseres Wis-
sens im Gebiet von Mathematik und Mechanik und damit auch
der Technik.

Untersuchung einer nach den Euler’schen Vorschligen (1754) gebauten Wasserturbine

Von Prof. Dr. J. ACKERET, E.T. H, Ziirich

Leonhard Euler hat bekanntlich ausser seinen grandiosen
Arbeiten zur reinen Mathematik auch auf dem Gebiete der an-
gewandten Mathematik und Mechanik grundlegend wichtige Bei-
trage geliefert. Wo immer er eine Moglichkeit einer rationellen
Behandlung sah, griff er zu, und dadurch, dass er sich nicht
durch den primitiven Zustand der damaligen Technologie ent-
mutigen liess, fand er ganz neue Zusammenh#nge und Bezie-
hungen und kam zu Vorschldgen, die zu seiner Zeit wohl unaus-
fithrbar waren, im Laufe der n#chsten zwei Jahrhunderte aber
schliesslich zum Allgemeingut der Technik wurden. Unter den
zahlreichen neuen Ideen, die bisher in wenig zugénglichen Aka-
demieberichten vergraben lagen (nunmehr aber dank einer gross-

ziigigen Spende von Industrie, Handel und offentlichen Werken
der Schweiz gesammelt herausgegeben werden konnen), ragt
eine durch ihre besondere Fruchtbarkeit hervor: die Erfindung
des Leitapparates flir Turbinen!). Sie ist das Ergebnis einer
genauen Analyse der Verluste im sog. Segner’schen Wasserrad.
Andreas Segner, Professor in Gottingen, gab 1750 in Anlehnung
an frithere Vorschlige von Daniel Bernoulli (1738) die Kon-
struktion eines reinen Reaktionsrades an, das seinerzeit mehr-
fach ausgefiihrt wurde und spiter immer wieder auftauchte

1) Théorie plus compléte des machines qui sont mises en mouvement
par la réaction de l'eau. Mém. de l'acad. d. sc. de Berlin 1754 (gelesen
13. Sept. 1753).
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