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1. Januar 1944

SCHWEIZERISCHE BAUZEITUNG 1

INHALT: 200 Jahre Euler’sche Knickformel. — Untersuchung einer
nach Euler’schenVorschligen (1754) gebauten Wasserturbine. — Die Schul-
hausanlage Kornhausbriicke in Ziuirich. — Tendenzen der Automobilkon-
struktion und Entwicklung des Strassenverkehrs. — Ein Vorschlag zur
Verbesserung der Wasserverhéltnisse in den Seen. — 50 Jahre Akademi-
scher Maschinen-Ingenieur-Verein (AMIV) an der E.T. H. Ziirich. — Mit-
teilungen: Kurortklimaforschung. Neue Flachserntemaschine. Normali-

sierung von Aluminiumleitern fiir Hochspannungsapparate und -Installa-
tionen. Massenfertigung durch Einzweckmaschinen. Schulhausanlage
Kornhausbriicke Ziirich. — Nekrologe: Maurice Imer. — Wettbewerbe:
Ausbau des Kantonspitals Winterthur. Schulhaus fiir Schwachbegabte
und Kindergarten in Thun. Plastischer Schmuck am Fries des Pavillon
Eynard, Genf. — Literatur. — Mitteilungen der Vereine. — Vortrags-
Kalender.
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1. In einem Anhang «Ueber
die elastischen Kurven» zu sei-
nem grundlegenden Werk liber
Isoperimeterprobleme 1) hat
Leonhard Euler vor 200 Jahren

erstmals die seinen Namen
tragende Knickformel ver-
Offentlicht. Im ungeheuren

Lebenswerk Eulers bedeutet
die Entdeckung der Knickfor-
mel nur eine kleine Episode;
fiir die Entwicklung der Festig-
keitslehre und der Baustatik
aber ist sie von so grosser Be-
deutung, dass sich heute ein
kurzer Riickblick auf ihre Entstehung rechtfertigt.

Fiir Euler ergibt sich die Mdéglichkeit, die Form der elasti-
schen Kurven mit seiner Methode der Maxima und Minima zu
bestimmen durch eine Mitteilung von Daniel Bernowlli vom
Jahre 1742, wonach bei der Biegung eines urspriinglich geraden
Stabes von konstantem Querschnitt die «Potentialkrafty (vis

potentialis)
as
R2
ein Minimum sein miisse.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem x, y ist (mit
unserer heutigen Schreibweise) die Lénge des Kurvenelementes d s
ds =dux Vl + y*

und der Kriimmungsradius

BR—=_—

A+ g0k
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Damit wird die «Potentialkrafty, die zu einem Minimum werden soll

ds y"*dx {
fR2 *‘/‘ (1+yr2)5/2 T

Nach der im Hauptwerk entwickelten Methodik wird nun
daraus die Differentialgleichung der gesuchten elastischen Kurve
bestimmt, die sich in der Form

(e + Bz + ya?)dx
Y= 'l/a};_(a_i_ﬁx_l_ymz‘)z

Toobh ol b A s G 1))

d (2)

ergibt.

Um die Uebereinstimmung die- g
ser Gleichung mit der schon frii-
her von Jakob Bernoulli gefun-
denen Gleichung der elastischen
Kurve nachzuweisen (und auch,
um die Belastung und die Bie-
gungssteifigkeit des Stabes ein-
zufiihren) leitet Euler diese Dif-
ferentialgleichung nun auch noch
direkt ab (Abb.1): im Punkt
%, y, des gebogenen Stabes muss
Gleichgewicht zwischen der «Elas-
tizitat E k2 : R» (vis elastica) und
dem Moment P (e | «) der an einem starren Hebel e wirkenden
lotrechten Kraft P bestehen:

E k2 Ek2y"
BetEl= e = am e
F k2 bedeutet die «absolute Elastizitdty (elasticitas absoluta)
oder, wie wir heute sagen, die Steifigkeit EJ des Stabes. Durch
Integration und Auflésung nach dy findet Euler die Gleichung

—Pdm(1/2x2+ew—|-f) )
VE2k4__ P2 (1,22 1 ex | )2

1y L. Euler: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive pro-
prietate gaudentes sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu
accepti. Lausannae & Genevae, MDCCXLIV. Additamentum I: De curvis
elasticis.

Das Eulerbildnis nach dem Stich von Mechel in der «Lobrede auf
Herrn Leonhard Euler» von N. Fuss, Basel 1786.
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200 JAHRE EULER'SCHE KNICKFORMEL !
Von Prof. Dr. F. STUSSI, E.iL: H., Ziirich

die in der Form mit Gleichung (2)
Ubereinstimmt. Aus dem Vergleich
der Gleichungen (2) und (4) ergibt
sich nun die Grosse der angreifen-
den Last P zu

2K k2 —_——
P::___Tﬁii s ) I
wéhrend sich fiir den Hebelarm e und
die Integrationskonstante f die Werte
e — zﬁy und f—= 20;
ergeben.
Fiir e = 0 (Last im Koordinaten- Abb. 2

ursprung) und y —1 und mit der
Abkiirzung ¢2 = a? — «
findet Euler fiir die Kurve der Abb. 2 die vereinfachte Gleichung
a2 — ¢? x?) dx
( + x?) 6)
Viez — a?) (2a2 — ¢ | 2?)

Nach der Diskussion der sich aus Gleichung (6) ergebenden
Eigenschaften der elastischen Kurven geht Euler dazu iiber, die
verschiedenen moglichen Kurvenformen aufzuzdhlen. Als erste
dieser Formen ergibt sich fiir @ — oo oder P = 0 die vom Koor-
dinatenursprung (oder Wendepunkt) A aus sich nach beiden
Seiten in Richtung der y-Axe ins Unendliche erstreckende Gerade,
fiir die 2y,x — ¢ — 0 ist; diese Gerade stellt den natiirlichen
Zustand des elastischen Stabes dar.

Zu dieser ersten Art von elastischen Kurven sollen nun aber
auch jene Fille gerechnet werden, bei denen die grosste Aus-
biegung ¢ — #,,x und damit auch x gegen a vernachldssighar
klein angenommen werden kann; fiir diesenFall geht Gleichung (6)
iiber in

a7 —

adx

At Tl P py (7
2 (et — a?)

dy =

und ihre Losung lautet
a

V2
Dies ist die Gleichung fiir die (beidseitig ins Unendliche
verlingerte) Trochoide, die wir heute Sinuskurve nennen. Fir

= arcsini....... (8)
s ¢

y=7F wird — = 1 und arc sin — = , woraus
c c 2

s oder a = 2”/2
7T

2)2
Setzen wir diesen Wert in Gleichung (5) (mit y = 1) ein, so
erhalten wir

=

2 B k? n* B k?

kn:‘——aT:T E (9)

d. h. diejenige Kraft, die erforderlich ist, um einen urspriinglich
geraden (und beidseitig gelenkig gelagerten) Stab unendlich
wenig auszubiegen; sie ist von endlicher Grosse.

Damit ist die Eulersche Knicklast gefunden. Euler selbst
weist darauf hin, dass seine Formel dazu dienen konne, die Trag-
kraft von Sdulen zu bestimmen. Er gibt anschliessend auch die
Anleitung, die Steifigkeit Ek?—= E J durch Durchbiegungsmes-
sungen zu ermitteln.

Wohl hatte der Hollinder Musschenbroek schon 15 Jahre
vorher auf Grund von Versuchen festgestellt, dass bei sonst
gleichen Grossen die Tragfihigkeit gedriickter Stibe umgekehrt
proportional zum Quadrat ihrer Linge sei, aber diese Angabe
allein 16st das Problem nicht. Erst Euler hat uns den vollstédn-
digen Zusammenhang zwischen kritischer Belastung P, Stab-
linge 2 f und Steifigkeit BJ — E k? gegeben.

2. An dieser ersten theoretischen Untersuchung eines Sta-
bilitdtsproblems ist fiir uns besonders bemerkenswert, dass sie
auf dem Satz vom Minimum der Forménderungsarbeit aufge-
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