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Eigenspannungen und vorgespannter Beton
Allgemeine, vereinfachte Berechnungsweise
Von Ing. Dr. PIERRE LARDY, Zürich

Das aktuelle Problem der Berechnung der Biegungsspannungen

in einem Eisenbetonbalken mit vorgespannten
Armierungen kann folgendermassen formuliert werden: Gegeben sei
ein symmetrischer Eisenbetonquerschnitt mit den Armierungen
Fei, Fei Fem, deren zugehörige Vorspannungen mit oei,
oe3, aem bezeichnet Seien. Es sollen die Biegungsspannungen
im Beton sowie die endgültigen Eisenzugspannungen aei, aea

aem unter Berücksichtigung des Schwindens und der
Plastizität bestimmt werden.

In der bisherigen Berechnungsweise1) zerfällt die Berechnung

in mehrere Stufen. Für jede gegebene vorgespannte Eisenlage

Fei, F^, • • • • Fem* sowie für das Schwinden werden die
Spannungszustände getrennt berechnet und am Schluss super-
poniert. Infolge Schwinden und Plastizität des Betons sowie der
elastischen Deformation des Querschnittes geht die ursprüngliche

Vorspannung, z. B. aei, auf den Wert ae
aei wird aus der Elastizitätsbedingung:

< aei zurück;

B„ 8j k Ob

Eb
(worin s, Schwindmass für Beton, k Plastizitätsfaktor)
für die Faser Fel gefunden, sobald o_ dort bekannt ist. Aus den
bekannten Gleichgewichtsbedingungen

JadF 0 und JasdF 0
sowie aus der Hypothese von Navier-Bernoulli folgt die
Spannungsverteilung im Beton und in den Eisen. Diese Berechnungsweise

ist mühsam und unübersichtlich; denn für jede Bereifes
nungsstufe sind der «ideelle Querschnitt», der «ideelle Schvviiilsj
punkt» und das «ideelle Trägheitsmoment» verschieden.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass sich diese
Berechnungsweise wesentlich vereinfachen lässt, indem die ganze
Berechnung in einer einzigen Berechnungsstufe durchgeführt werden

kann, die einfach und übersichtlich ist und sich im
allgemeinsten Fall der Eigenspannungen anwenden lässt. Wesentlich
und neu ist dabei für die Anwendung auf den vorgespannten
Beton, dass das Schwinden und die Plastizität in dieser
vereinfachten Berechnungsweise voll berücksichtigt werden.

Einige einfache Ueberlegungen seien vorausgeschickt; dabei
gelten Druckspannungen, sowie Faserverkürzungen als positiv,
Zugspannungen und Faserverlängerungen als negativ. Wir
betrachten eine am linken Ende eingespannte Faser von der Länge
1, vom Querschnitt F, dem Elastizitätsmodul-? und dem Schwindmass

e > 0. Das Schwindmass s bedeutet, dass die Faser die
Tendenz hat, sich zu verkürzen um das Mass 1 s. Beim «freien»,
d. h. ungestörten Schwinden verkürzt sich die Faser um 6 le,
bleibt dabei aber spannungslos.

Nun kann man sich die tatsächliche Verkürzung 3 dadurch
entstanden denken, dass man eine fiktive, nicht existierende
Normalkraft N' als äussere Druckkraft auf die Faser wirken
lässt und die Verkürzung S als elastische Deformation infolge
dieser Druckkraft auffasst. Die entsprecl||ide fiktive Normal¬

ip
Spannung o' ist gleich aus dem Hooke'schen Gesetz folgt

E e oder a' -. sE und daraus die.äjlktive Normalkraft N- zu

N' M bEF

8 «'
Es ist -=- gleich der tatsächlichen

Dabei sind die tatsächlichen Spannungen o gleich Null; o'

existiert ebensowenig wie N'.

Dehnung s.
') Siehe Hoyer: «Der Stahlsaitenbeton» und neuerdings Moersch: «Der

Spannbetonträger>-, 1943. Hoyer gibt die Berechnung mit Superposition
der Spannungszustände an. während Moersch, wie der Verfasser dieser
Arbeit, mit einer fiktiven Resultierenden rechnet. Sowohl bei Moersch
wie bei Hoyer sind das Schwinden und die Plastizität in den angegebenen
Berechnungsweisen nicht einbezogen; Moersch berücksichtigt das Schwinden

durch einen konstanten Abzug an den Vorspannungen. Im Gegensatz
dazu behandelt Prof. Dr. M. Ritter in seiner Vorlesung «Ausgewählte
Kapitel der Baustatik und des Massivbaues» das Problem der Vorspannung

unter voller Berücksichtigung des Schwindens und der Plastizität.

an der Deformation der Faser gleich ist (im Sinne einer

Für den Fall, dass das Schwinden aus irgendeinem Grunde
z. T. oder ganz verfiindert wird, entstehen in der Faser
Spannungen a, die von Null verschieden sind. Die Verkürzung ist
dann kleiner, weil sich das Schwinden nicht voll auswirken
kann; es treten deshalb Zugspannungen a < 0 auf, deren Anteil

o
~W

Verkleinerung der Verkürzung). Die tatsächlich auftretende
Verkürzung ö wird dann:

e + -°- (<?<f,da_<0)
Analog kann wieder eine fiktive Normalkraft N< als äussere
Kraft eingeführt werden, die ö erzeugt. Es folgt:

(Die Berechnung von N' würde whier die nähere Kenntnis der
«Verhinderung» der Verkürzung erfordern.) Die beiden Grenzfälle

a _= 0 sowie — 0 (N' 0 und a — eE) brauchen
E

keine weitere Erläuterung.
Einen Schritt weiter führt die Betrachtung des Zusammenwirkens

von zwei Fasern der Länge 1 mit den zugehörigen Werten
M E1m'1 bzw. s2, E2, F2. % und s_ seien > 0 (Verkürzungen).
Voraussetzung ist, dass beide Fasern aneinander «haften»; die
Bewegimg der Endquerschnitte am freien Ende ist dann für
beide Fasern dieselbe, nämlich eine Verkürzung S. (Es wird
hier von der Verdrehung abgesehen.) Beide Fasern hindern sich
gegenseitig am «freien» Schwinden. Mit Benützung des Ansatzes
(I) wird:

-f s, S -X- (Faser 1)
m

~E~I 6.

a'

a'
(Faser 2)

E' Ist symbolisch und fällt später aus der Rechnung heraus. Um
«$J|nd <j, zu bestimmen, benützen wir die Gleichgewichtsbedingung

JadF 0, aus der aXi + <_ Fa ° fcd&t; dies in dle zwei
obigen Gleichungen für at und o. eingesetzt führt zu

_a^ s^F, + s_EtFt
E' H EtFt + EaFa

Wir definieren analog wie oben als fiktive äussere Kräfte
folgende Ausdrücke:

Nl elB1F1
Na «_2E2F2

EiFa Ni + N„ N als Resultierende der Kräfte
mm

und s1 El F1

H und Na
abgekürzt. '

Daraus erhellt, dass die Berechnung von

Bestimmung von

Der Nenner E1F1 + EtFi 2EiFi werde mit (EF)
i

und a2 auf die

allein zurückgeführt werden kann, d. h.
E'

auf die Bestimmung einer einzigen fiktiven Kraft N, die, wie
auch der Nenner (EF), sofort hingeschrieben werden kann.

Diese Betrachtungsweise lässt sich auf den allgemeinsten
Fall der Berechnung der Eigenspannungen mit Verdrehung des
Querschnittes anwenden, was im Folgenden bewiesen wird. Es
ist hierbei vorausgesetzt, dass keine äusseren Kräfte wirken.

Wir betrachten einen
symmetrischen
Querschnitt, bei dem das
Schwindmass s und
der Elastizitätsmodul

E von Faser zu
Faser variieren. Die

durch das Schwinden

jeder Faser
«induzierten»

Normalspannungen sollen
berechnet werden. Als Bezugsaxe wird die Horizontale durch
den Schwerpunkt des ideellen Querschnittes (ideelle Schweraxe)
gewählt, wofür die Gleichung

JEzdF 0 (1)
gilt. Wir haben vorerst die beiden Gleichgewichtsbedingungen

fadF 0 (2)
und fazdF 0 (3)
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