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Nr. 23

Les vibrations transversales des cordes pesantes
Par HENRY FAVRE, Dr. &s sc. techn., professeur & I'E. P. F., Zurich

4. Etude de quelques vibrations simples

19) Supposons tout d’abord que 'on déplace horizontalement
pendant un temps trés court l'extrémité inférieure 4 de la corde
représentée a la figure 1, en revenant & la position initiale. On
engendre ainsi une petite onde élémentaire y = (1 — «x) F' qui
monte le long de la corde en subissant la déformation décrite
au paragraphe précédent.

Au moment ou cette onde arrive a l'extrémité supérieure B
(supposée fixe), il se crée une onde descendante (1 — «a)f qui
neutralise la premiére, car en B on doit avoir y — 0 quel que
soit t. En d’autres termes on aura d’aprés (9)

(1—a%)(F+f)=0

h -
c’est & dire, puisque 1 — “7 est différent de zéro, f = — F.

L’onde incidente montante (1 — «x) F s’est transformée en
une onde descendante (1 — «x) f égale mais de signe contraire.
Il y a réflexion totale avec changement de signe (fig.4). La
nouvelle onde (1 — «x) f descendra le long de la corde en se
transformant comme nous l’avons indiqué et arrivera en A. Si
ce point est fixe & ce moment, I'onde descendante se transformera
en une onde montante absolument identique & (1 — «x) F, qui
remontera le long de la corde et le jeu des réflexions se pour-
suivra indéfiniment.

Calculons le temps v que met cette onde élémentaire pour
parcourir la corde de A en B et retour. Nous avons, en utilisant
la formule (10):
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Fig. 5. Onde
progressive (12)

Fig. 6. Onde
stationnaire (16)

verticales (Suite de la page 254)

2h T
T == :2hvs—o s (11)

Ce temps est donc le méme que sila corde était tendue par
une force constante, égale a la traction au miliew 0 de la corde
pesante verticale considérée.

De (11) on tire
4h2u

72

Si I'on connait h et u on peut, en mesurant le temps z, cal-
culer par cette formule la traction S; aw miliew d’'une corde ten-
due verticale. De 13, il est facile de calculer S4 et Sp par les
formules (2).

29) Considérons le mouvement défini en choisissant

2 [t-——i—(l-—am)m—l-ﬁ]

ou a, T et 3 désignent des constantes.
L’élongation sera, d’aprés (9):
27n
T o
En un point x, la corde est animée d’une vibration trans-
versale harmonique de période T et d’amplitude @ (1 — «x). Au
temps t, la corde est formée d’une série de demi-ondulations
inégales, alternativement positives et négatives, comprises entre
des points d’élongation nulle, dont les abscisses a sont données
par l’équation
27
44
ol k désigne un entier négatif, nul ou positif. Pour résoudre
cette équation, le plus simple est de procéder par approxima-
tions successives. Puisque «x est petit par rapport & 1, posons
d’abord « — 0. L’équation devient linéaire et a pour racine @ —

N o )

8, —

f=0et F—asin

iy =@ (1 — cx)sin (12)

[t—%(l—aa‘)m—i—ﬁ]

Al
I:t—? 1 —e«x)x - ,3] — —kn

T
c (t + B+ = k) (premiére approximation). Remplacons en-

Ui
suite le terme «x par «c (t + B + o k) . On obtient encore

une équation linéaire dont la racine est la valeur de seconde
approximation suivante:

T i
m,‘:c(t—|—ﬁ—|- -24k)[1+ ac(t+ﬁ+Tk)] (13)
cew—2,—1,0,4+1, +2,...)
On voit que x croit avec k. Les points d’élongation nulle sont
rangés comme l'indique la figure 5.

Calculons la distance de deux de ces points consécutifs.
L’abscisse du point k¥ — 1 est

TI:4I:C[t+ﬁ+§(k—1)]-

2 {1 + ac[t + B +; (k_l)]} (131)
Soustrayons (13') de (13):

cT i Y 1
Me=m —ak -1 =—— + aC?T[t—!-B—F o7 (k_iﬂ (14)

On voit que la distance 4; de deux points nuls consécutifs —
la demi-longueur d’onde — croit avec k. La suite des valeurs
wooAk — 1, Aky Ag 4 1... forme une progression arithmétique de

2 ma

raison s
3 .

D’autre part, la courbe étant comprise entre les deux droites
y = - a(l— «ax), la valeur absolue des maxima et des minima
successifs décroit de bas en haut (fig. 5). Il serait facile de cal-
culer la position et la grandeur de ces extréma.

Lorsque le temps croit, I'onde (12) se propage en montant
le long de la corde (onde progressive). Elle se déforme comme
nous l'avons exposé au paragraphe 3. Les demi-ondulations s’al-
longent et s’aplatissent & mesure qu’elles s’élévent. Il est inté-
ressant de remarquer que la corde reprend périodiquement la
méme position. En effet, soit ¢ une époque déterminée. Au temps
t -} T le second membre de (12) sera identique a la valeur qu'il
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avait au temps ¢, puisque l'argument du sinus a augmenté de
27n. On peut donc dire que la propagation de Vonde (12) est un
phénomeéne périodique, de période T .

39 On verrait de méme que I’équation

. 27 1
Yy = a (1 — ax) s1n7T;[t +T(1_ ax)x 4+ y] (15)

représente une onde analogue & celle de la figure 5, mais qui
descend le long de la corde en se déformant, le phénoméne étant
de nouveau périodique.

49) Considérons le mouvement obtenu en superposant les
deux ondes progressives y, et y, de sens contraires définies par
(12) et (15). Une transformation simple donne:

Y=% + 4 =

2 [ 1 27
_ in—— 16
T[Cu am)m+a}smT(t+e> (16)
ol
y —8 y+8
Jd—= 5 8= 3

Cette équation est celle d’'une onde stationnaire. Un point
quelconque x de la corde est animé d’'un mouvement harmonique
de période T. Au temps ¢, la corde est formée de demi-ondula-
tions inégales alternativement positives et négatives, tout a fait
analogues a celles étudiées plus haut. Seulement ces ondulations
ne se propagent plus, elles se dilatent ou s’aplatissent sur place,
en passant alternativement d’un coété a 'autre de I'axe x (fig. 6).
Aux points ou le cosinus s’annule, 'amplitude est toujours égale
a zéro. Ce sont les neeuds. Entre deux nceuds consécutifs est un
ventre ou I'amplitude passe par un maximum. La position des
nceuds est donnée par l’équation
ZT” [%(1_“)14_5]:%4_1:/1

(k=...—2,—1,0, 41, 42,
En procédant par approximations successives, comme nous I'avons
fait pour établir la formule (13), on trouve pour I’'abscisse du
neeud k:

A | RIS ) I

et pour le nceud k —

aﬂk_lzct—-d'{-T(k—%)}{lﬁ-ac{—d—i—%(}‘—l)]}(ﬂ)

D’ou1 pour la demi-longueur d’onde:
T T
=3 - cecZT(—d-;- 7k>

La suite des valeurs ...

T —20C

A =ap — xfp—1 = (18)

Ag—1y Ay A1, ... forme une

2

2

2

progression arithmétique de raison comme pour l'onde

progressive (12).
La figure 6 représente huit positions successives de la corde,
au cours d’'une période T'. Toutes les courbes sont situées entre

T
es deux droites y = 4 2a (1 — «.r). Aux époques t — — ¢ + —

3T
et —¢ | T les courbes sont tangentes a ces droites.
5. Ondes stationnaires d’une corde pesante verticale tendue entre

deux points fires

Soit une corde verticale tendue entre les deux points fixes
A, B de distance h. Choisissons le systéme d’axes z, y de la
figure 1. Nous allons examiner les différentes ondes stationnaires
simples qui peuvent exister.

Puisque A4 et B sont fixes, nous aurons nécessairement un
neeud en chacun de ces points. La corde peut former une ou
plusieurs demi-ondulations stationnaires analogues a celles étu-
diées a la fin du paragraphe précédent.

Supposons qu’il se forme m demi-ondulations. Soit p la va-
leur de k au neud 4, g = p 4 m celle relative au nceud B.
Nous avons les deux conditions:

h h
Trp = — 5 rq = 4 5
qui donnent, exprimées a laide de (17):

0_—r5+T<1)+ )]{1+f<0[~rf+—(p+ )]}=—hl

Hor Dlfeel s Fu -t

Ces deux équatlons déterminent 7' et §. Pour les résoudre
par rapport & ces grandeurs, commengons par exprimer — § -+
T 1
7(7’ +3
d’abord « = 0, d'ou la valeur de premiére approximation

Sl ok

a l'aide de la premiére. A cet effet, faisons tout

2¢

Remplacons la seconde paranthése & crochets du premier
membre par _%’ on tire alors de I’équation la valeur de
seconde approximation

h ah
e (L (p+ ) s (1+ ) (a)

En procédant d une fagon analogue avec la seconde équation
on obtient

T 1 h ah
— == —| = — = o B o b
J+2(Q+ 2)—+20(1 2) ()
Soustrayons maintenant (a) de (b):
,72’ (g — p) = —, d’ou, puisque ¢ — p = m:
ke w2 e, EZRA Lo [ el ST
mc m S,

0

De I’équation (a) on calcule ensuite, compte-tenu de (19):

h
d—%<l+ e +Tn’)' (20)

Dans cette formule, p désigne la valeur de k relative au nceud
inférieur A. On peut choisir pour p un entier quelconque.

En faisant successivement m — 1, 2, 3, . on obtient les
différents mouvements stationnaires simples que peut faire la
corde. Ce sont les «sons» qu’elle peut produire. Ces mouvements
sont régis par I'’équation (16) ol T et J ont les valeurs (19) et
(20). La position des nceuds intermédiaires est donnée par (17).
Remarquons que d’aprés (19) les différentes périodes sont les
mémes que si la traction était constante et égale a 8,. On peut
dire aussi que la pesanteur w’a pas d’influence sur les périodes,
car si elle n'agissait pas la traction serait partout égale a Fodts
Par contre, la pesanteur influence sensiblement la forme des
ondulations, comme nous allons le voir en examinant en détail
lescas m=1et m = 2.

1°) m —= 1. Son fondamental ow 1er harmonique.

Le mouvement ne comprend qu'une seule demi-ondulation.
D’apreés (19):

2
2" _op ]/
c 5,
La période est égale au temps z que met une onde élémen-
taire pour parcourir deux fois la corde [voir (11)]. Choisissons

(19%)

p = — 1. La formule (20) donne
ah?
p— 1
d = e (201)
L’équation du mouvement (16) devient:
2w
=2a(1— Sl
Y a( o x) cos T
1 h? 27
.[*(1—aa‘)m+ ]sm T (t + ¢) (161)

Cherchons la position du maximum des élongations. A cet effet
égalons & zéro la dérivée de y par rapport & w:

coszn I h?
e [T 3]

>

2 2

e e i (1—2az)smTT|: h]zo
: % ; - h h

La solution de cette équation comprise entre — T et s est

voisine de zéro, car si I'on fait en premiére approximation o — 0,

2w

'équation se réduit & sin — 0 ou sin ﬂhi — 0, dont la seule

solution relative au domaine considéré est » — 0. Nous pouvons
donc remplacer le cosinus par 1, le sinus par 'arc qui est petit
et négliger les produits et les puissances de o et de x; l'équa-

tion se réduit alors a
2n 27 | ah?

"ﬁfT(?+77):°
D’ou, compte-tenu de (191):

1l a4

Ly max — — (T + ?

C’est l'abscisse du ventre. On voit que ce dernier est situé au-
dessous du milieu de la corde. Quant & la valeur du maximum,

—_— o

)ah’g—O,BSah?

4
on l'obtient pour ¢t — — ¢ | w en remplagant dans (16') x par
— 0,350 h?, ce qui donne
ap 2n OLh ah?
Ymax =2 2a (1 4 0,35a2h?) cos - - [—0 35 e

~2a(l 4 0,35a*h?) cos (— 0,1mwah)
2 x2H2
o>~ 2a (1 4 0,35a2h?) (1 0,01 nfuthd

) o 2a (1 + 0,30a2R?).
Ymax == 2@ (1 + 0,30« h?)

- - -
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o z} 5 o e 270 h e h
R = i s N tion (¢) se réduit a sin =T (.c + T) = O ou sin = (w + ~4—> =0
h
’[ dont les solutions sont x — - = Posons alors
t=-¢ \ .
\ o h h
i W s 6 5 W == e g
/N ; y
\ p et mettons successivement ces expressions a la place de x dans
. /I ‘\ /] 'l am‘mhl (¢) . On obtient en remplacant le cosinus par 1 ou - 1, le sinus
ter T [ ‘\ Ventre I H ¥ i par l'arc ou son supplément changé de signe et en négligeant
I] \\ '| n:/ les produits et les puissances des petites quantités &. 7, a:
4 “
ber%T [ | 23 (1-025 h+02002h7)\ | ,’ = (27{ : (L“hg 4+ §)]=0
" | lO \1 g ! |0/ h 16 Y
e e o ) . - 208 I S 27w \2 [/ 3ah?
I G K ol (“ —0
| l‘ 035k’ \f/ 02500 h? T ( h ) 16 T 77)
i | | e Noeud k=0 < d’ou
e v S /N Ho peip e o A8 L N e aians
e S SR =1 == (g + o) am oz
=il i | 2a/rfo,30hc;h/ ; \\‘ et
[ S S h R
I Ty i fue T =—__ +E=—_-_(14+0850h
. p = + (1+0850h)
b+ T \7L ! ! Ventrel p1----- :L Rk } ;t Z
/ | | i
Nl ey L i W, o=+ & +9=+ 4 (1 —0850h)
te=e+ 75T \\ 2a(1+0250h+020002h?) \\ /
\7 ! N/ Quant & la valeur absolue des extrema des élongations, on I'ob-
AN % AN T
Noeud k=-1 7l -----mmvmmee =X NOEUD k=1 758y e evomeee = tient pour t = — & | = en remplacant dans (162) x par z; puis

Fig. 7. Son fondamental
d'une corde pesante
verticale tendue entre
deux points fixes

Fig. 8. Second harmonique
d’une corde pesante
verticale tendue entre
deux points fixes

La figure 7 résume ces résultats. On voit que si la pesanteur ne
change pas la période du son fondamental, elle a par contre
pour effet de dilater la partie inférieure de l’onde et de rétrécir
la partie supérieure.

2°) m — 2. Second harmonique.

Le mouvement comprend deux demi-ondulations, séparées
par un nceud. D’aprés (19):

Tth.—:h z
[ SD
T

La période est égale au temps

(192)

5 que met une onde élé-

mentaire pour parcourir une fois la corde. Choisissons p — — 1.
La formule (20) donne
h
= (1 2
§= 45— (1 +ah) (202)

L’équation du mouvement (16) devient:
27 [ 1 h
y=2a(1 — ax) cosT[7(1 —am) @ 4+ o (1 4 ah)] :

(162)

L’abscisse du nceud intermédiaire est donnée par (17) ou
h

. sinzT” (t + ¢)

'on fait ¥k =0, 6:Thc(1+ah) et T —
h h
TO=C[-—W(1—|—ah)+ZE.].

h h
-{1-{-&0[_.4—6(1—}—«?1,)—}—?:'}

d’ol, en effectuant les opérations et en négligeant les infiniment
petits d’ordres supérieurs:

ah?

-t 2
T — 0,250 h

Le nceud intermédiaire est donc situé au-dessous du milieu de
la corde.

Ly =

Cherchons la position des extrema des élongations. A cet
effet, égalons & zéro la dérivée de y par rapport & x:

2z | 1 h
‘“COST[j(l—”““)x+H(1+ ah)] —

2
— A —ax) o2 (1 2”)5111{% 1

1 h
.[_c_(l——am)m-f—Tc—(l-{—ah)]}:O (c)
Cette équation a deux solutions a; et xj; comprises entre — JL‘
et :’ ; chacune correspond & un ventre. Pour ¢ — 0, I’équa-

par zj ce qui donne aprés quelques transformations:
|yt | =2a(1 4 0,250k } 0,20 ¢2h?)
|yu]| =2a(1'— 0,250 h 4 0,20 ¢2h?)

La figure 8, qui résume ces résultats, montre que si la pe-
santeur ne change pas la période du second harmonique, elle a
par contre comme effet de modifier sensiblement la forme des
vibrations.

Remarques.

1°) I1 n’y aurait aucune difficulté a étudier en détail les
harmoniques dont I'ordre est supérieur & deux.

20) Nous avons supposé, & partir du paragraphe 2, que la
corde était pesante, homogéne et verticale. Les résultats obtenus
sont immédiatement applicables au cas d’'une corde homogéne
pesante oblique, pourvu qu’elle soit tendue de facon a étre sen-
siblement rectiligne. Cette remarque généralise les résultats
indiquést).

39) Il serait facile d’appliquer la méthode d’intégration du
paragraphe 2 au cas d’une corde pesante, verticale ou oblique,
dont la masse par unité de longueur serait une fonction liné-
aire de «.

49) Cette méthode d’intégration est analogue a celle que
nous avons utilisée pour établir la théorie des coups de bélier
dans les conduites & caractéristiques linéairement variables le
long de l'axe?®).

En campagne, le 3 octobre 1943

Wettbewerb fiir die Dorfkerngestaltung
von Riehen bei Basel

Ausgangspunkt dieses Wettbewerbes war das Bediirfnis nach
einem Landgasthof mit Saalbau, fiir den an der Hauptverkehrs-
ader, der Baselstrasse, ein schmales, aber tiefes Grundstiick
gegeniiber der Kirche zur Verfiigung steht. Sodann ist in Riehen
ein Polizeiposten einzurichten, dessen Lage und Gestaltung eben-
falls durch den Wettbewerb abzukldren war, und schliesslich
mussten Réume fiir eine Filiale der Kantonalbank in einem der
Gebdude an gilinstiger Lage untergebracht werden. Wihrend die
Vorschldge der Wettbewerbteilnehmer fiir eine praktische Ver-
wirklichung dieser Wiinsche durch Grundrisse 1:200 zu belegen
waren, wurde zugleich verlangt, dass diese Bauten, deren baldige
Ausfiihrung zu erwarten ist, so in den Dorfkern eingegliedert
werden, dass der heute noch bestehende Charakter der Land-
gemeinde erhalten bleibt. Daher war im Wetthewerbprogramm
auch ein genereller Bebauungsplan 1:500 verlangt fiir die Ge-
samtgestaltung des Dorfkerns innerhalb des Strassenvierecks
Baselstrasse/Schmiedgasse/Bahnhofstrasse/Bettingerstrasse. Ins-
besondere sollte in diesem Raum ein Dorfplatz fiir Promenaden-
konzerte, offentliche Versammlungen im Freien, Bundesfeiern
usw., sowie ein Park mit Kinderspielplatz untergebracht werden.

4) Signalons ici qu’un probléme un peut différent, celui des petites
vibrations de la chainette, a été abordé par K. Wolf: «Schwingungen elas-
tischer Seile», Zeitschrift fiir angewandte Math. u. Mech., T.7, p.137 a
144, 1927. Les vibrations finies de la chainette ont été étudiées récemment

par G. Hunziker: «Theorie gespannter Seile. Schnellnéhe und Modell-
mechanik», Leemann & Cie., Zurich et Leipzig, 1942.

5) Voir: «Revue générale de 1'Hydrauliquey, Paris, 1938 et «Bulletin
Technique de la Suisse romande», Lausanne, 1942,
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