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Ueber ein Luftfahrtproblem (Kurs im Wind)
Von TULLIO LEVI-CIVITA, weiland Professor an der Universität Rom >)

Das von Zermelo3) für die ebene Bewegung gestellte und
durch originelle, sehr scharfsinnige Analyse gelöste Problem ist
das folgende:

Gegeben ist ein Windfeld, d. h. in einem gegebenen Bereich
die Windgeschwindigkeit to (.P, t) in Funktion des Ortes P und
der Zeit t. Ein Luftfahrzeug ist mit einem Motor ausgerüstet,
der ihm ständig eine Geschwindigkeit von bekanntem und
konstantem Betrag V in Bezug auf die umgebende Luft zu erteilen
vermag. Die Richtung dieser Geschwindigkeit lässt sich willkürlich

einstellen. Es wird verlangt, dies so zu tun, dass die
Flugdauer zwischen zwei bezeichneten Punkten des Feldes minimal
wird. Mit andern Worten wird der Fahrplan und mit ihm die
Brachistochrone zwischen den beiden Stationen gesucht.

Devi-Civita3) hat gezeigt, dass diese Frage auch im räumlichen

(3- oder auch n-dimensionalen) Fall auf ein Variations-
Problem von klassischem Typus, das sogenannte Problem von
Mayer, zurückgeführt werden kann. Durch weitere Umformungen,
bei denen hier nicht verweilt werden soll, gelangt man schliesslich

dazu, das Problem in ein durch Symmetrie und Uebersicht-
lichkeit bemerkenswertes System gewöhnlicher Differentialgleichungen

zu übersetzen. Dieses wollen wir hier, nach präzisierter
Definition der auftretenden Symbole, angeben.

In einem generellen Moment t seien x-v (t) (i l, 2, 3) die
Koordinaten des Flugzeugs P bezüglich eines Systems fester
Axen 0, x1xax3; dann sind dxi/dt at; die Komponenten der
momentanen Geschwindigkeit von P: gemeint ist die absolute,
d. h. auf die genannten Axen bezogene Geschwindigkeit. Von den
Daten des Problems ist der Vektor ro(P,t), die Windgeschwindigkeit,

schon aufgeführt. Bezeichnen wir ihre drei Komponenten
mit ic,-, die offenbar als bekannte Funktionen des Ortes, d. h.
von xi, x2, x3 und der Zeit t zu betrachten sind. Wo wir das
hervorheben wollen, schreiben wir wi (xt, x2, x3, t)

Führen wir schliesslich mittels der drei Richtungscosinusse «,-

die Richtung der Relativgeschwindigkeit (von gegebenem
Betrag V) ein, die der Motor dem Flugzeug P bezüglich der Luft
erteilt: SS sei der diese Geschwindigkeit darstellende Vektor. Die
c£j sind, wie die Koordinaten X{ von P, a priori unbekannte
Funktionen von t, die aus den Bedingungen für ein Minimum zu
bestimmen sind. Als Richtungscosinusse erfüllen sie die
trigonometrische Identität 3

Sa2i 1 (1)
i \

Ferner sind sie mit den xi durch die skalaren Gleichungen
verbunden, die das Prinzip der Relativbewegung ausdrücken: Ab-
solutgeschwindigkeit o Relativgeschwindigkeit SS +
Mitführungsgeschwindigkeit xo, d. h.:

^ VtXi + wi (1 1,2,3) (I)
Zur Vervollständigung der Definition der sechs unbekannten

Funktionen xv und «; der Zeit sind den kinematischen
Beziehungen (I) die charakteristischen Gleichungen des Problems
hinzuzufügen, die die Bedingung minimaler Zeit ausdrücken.

Hier deren endgültige Form unter der Annahme, dass (im
ganzen Feld und während der ganzen betrachteten Zeit) die
Ungleichung w' < V1 bestehe, d. h. dass der Wind nie mit einer
die Selbständigkeit der Maschine geradezu vernichtenden Stärke
wehe:

d W
+ Au-, (i l, 2, 3) (II)dxi

Hierin bedeuten

und

W ZaiWj(xl, xt, x3, t)

A — Z ——'- at «k • •
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(3)

i) Uebersetzt aus «Aerotecnica», vol. XII (1982), S. 726 bis 727.
*) E. Zermelo: Ueber das Navigationsproblem bei ruhender oder

veränderlicher Windverteilung. «Zeitschrift für angewandte Mathematik und
Mechanik». Bd. 11 (1931), s. 114.

") T. Levi-Civita: Ueber Zermeio's Luftfah r tproblem. «ZAMM», Bd. 11.
8.314.

W ist offenbar als die Komponente der Windgeschwindigkeit
m in der Kursrichtung (a,, cc2, a3) zu deuten. A ist eine

quadratische Form in den a; mit Koeffizienten, die im
allgemeinen Funktionen des Ortes und der Zeit sind und von der Natur
des Windes abhängen.

Das Differentialsystem (I), (II) definiert die sechs
Funktionen xi, cci eindeutig, wenn ihre Anfangswerte gegeben sind.
Es ist in der Tat (wie es sein muss) mit der trigonometrischen
Identität (1) verträglich, da es, wie man nachrechnen kann, das
quadratische Integral zulässt:

3
Sah const.
; 1

Sind die a-, am Anfang als Richtungscosinusse deutbar, so
ist die rechtsstehende Konstante 1, und Gl. (1) bleibt in jedem
Augenblick gültig.

Ein interessanter Sonderfall, in dem das System (I), (H)
sich leicht integrieren lässt, ergibt sich bei der Annahme, dass
der Wind nur mit der Zeit variiere, also in jedem Zeitpunkt in
dem ganzen betrachteten Raumbereich einförmig sei. Dann
hängen die Komponenten wi allein von t (nicht auch von a;,,
x2, x3) ab; alle dwj/d%k U> k l, 2, 3) verschwinden, damit
auch A und die einzelnen dW/ßXi. Die Gl. (II) reduzieren sich
auf ai 0, d. h. at const. Das bedeutet, dass während des
ganzen Fluges die Kursrichtung, d. h. jene der Flugzeugaxe,
bezüglich fester Körper konstant bleibt.

Da also die et; konstant und die wi einzig von t abhängen,
lassen sich die GL (I) durch einfache Quadraturen integrieren
und liefern, wenn man mit x°i die Koordinaten der Ausgangsstation

P0 und mit t 0 den anfänglichen Augenblick bezeichnet:

Xi KiVt -f [Wi (t)dt
0

(4)

Dies müssen in einem generellen Zeitpunkt t die Koordinaten
des Luftfahrzeugs P längs einer Brachistochrone sein.

Wenn xl; die Koordinaten der Endstation P1 sind und r die
unbekannte (minimale) Reisezeit von P0 nach P,, ist aus den
Gl. (4) insbesondere zu entnehmen:

x\ — x°i — fwi(t) dt KiVx (i
0

1, 2, 3) (5)

Durch Quadrieren, Summieren und Berücksichtigung von Gl. (1)
erhält man unter Elimination der ai eine Gleichung in der
einzigen Unbekannten r als Lösung dieses Sonderfalls. Die Gl. (5)
liefert sodann die Kurskonstanten a; explizit.

Zum allgemeinen Problem zurückkehrend, bemerken wir,
dass die Differentialgleichungen (I), (II) unter der Annahme
hergeleitet worden sind, dass die Windgeschwindigkeit rn (P, *)
stetig und ableitbar ist. Bemerkenswert ist auch der Fall
plötzlicher Unstetigkeiten von m (P, t) im Raum oder in der Zeit:
dies besonders im Hinblick auf mögliche Schematisierungen,
etwas grob vereinfachend, jedoch von unzweifelhaftem
praktischem Interesse. Die erste Möglichkeit, nämlich der Fall
mehrerer Luftschichten mit konstanter Windgeschwindigkeit im
Innern jeder Schicht und plötzlichen Geschwindigkeitssprüngen
beim Uebergang von einer zur andern, hat R. v. Mises4) untersucht.

Die Brachistochronen sind offenbar innerhalb jeder Schicht
gerade; beim Durchgang durch eine Unstetigkeitsflache gelten
Gesetze ähnlich denen der Brechung. Im selben Aufsatz hat sich
v. Mises auch vorgenommen, wenigstens in den einfachsten Fällen
die Hauptergebnisse der variationstheoretischen Analyse
elementar zu rechtfertigen, unter Angabe einer graphischen,
annähernden Konstruktion der Brachistochronen.

Wir schliessen diesen kurzen Bericht mit dem Hinweis, dass
A. de Mira Fernandes8) kürzlich für ein allgemeineres Problem
die Differentialgleichungen aufgestellt hat. Die Verallgemeinerung

besteht darin, die Eigengeschwindigkeit V als bekannte
Funktion von xl, x3, x3, t anzunehmen, statt als eine einfache,
für die Maschine charakteristische Konstante.

}) R. v. Misea: Zum Navigationsproblem der Luftfahrt. «ZAMM».
Bd. 11, S. 873.

') A. de Mira Fernandes: Sul problema brachistorrono di Zermelo.
«Rend. Linci». Vol. XV (1932), S. 47.
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