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Nr. 19

Zur Berechnung von Wirmeaustausch-Apparaten
Von Dipl. Ing. F. BALDAUFF, SLM Winterthur

Neben Wirmeaustauschapparaten nach dem Prinzip des
reinen Gegen- oder Gleichstromes, in denen die beiden durch die
wirmeiibertragende Wand getrennten Medien in entgegenge-
setzter oder gleicher Richtung stromen, gibt es auch solche, in
denen das eine Medium durch ein oder mehrere parallel ge-
schaltete U-formige Rohre gefiihrt wird, widhrend das andere
aussen herum léngs dieses Rohrbiindels stromt. Beziiglich des
Wirmeaustausches entsteht also in jedem einzelnen Element
ein Wechsel zwischen Gleich- und Gegenstrom, wie dies aus
Abb. 1 und 2 hervorgeht. Im Folgenden soll das im Innern des
U-Rohres stromende Medium als inneres, das aussenherum stro-
mende als dusseres Medium bezeichnet werden. Wie im Fall des
reinen Gegenstromes Abb. 3, oder des reinen Gleichstromes,
Abb. 4, ist es auch hier nicht gleichgiiltig, ob man das dussere
Medium von der Seite des U-Rohrbogens oder von der Seite der
beiden U-Rohrschenkel eintreten lédsst. Die beiden Probleme
miissen also einzeln behandelt werden. Die Losung der Aufgabe
nach Abb.1 wurde bereits von Th. Miiller!) angegeben, doch
wird seine Ableitung durch Einfiihrung zusé&tzlicher Variabler
weniger iibersichtlich, und die Endtemperaturen sind in einer fiir
die Praxis unbequemen Form dargestellt?).

/i FHIF

Durch die Bezeichnung mit Strich’ z. B. G’, ¢/, t', im Ge-
gensatz zu @G, ¢, t, sollen die beiden Medien voneinander unter-
schieden werden.

Zur Aufstellung der Differentialgleichungen fiir den Tem-
peraturverlauf wollen wir fiir die in Abb.1 und 2 schraffierten
und schwarz angelegten Volumenelemente die Warmebilanz an-
schreiben: Der Unterschied der beiden Wiarmemengen, die durch
das stromende Medium einerseits in ein solches Element zuge-
fiihrt, anderseits aus ihm abgefiihrt werden, wird durch die
wirmeiibertragende Wand mit der Umgebung ausgetauscht.

So wird fiir das schwarze Volumenelement im ersten U-
Rohrschenkel unter Vernachldssigung der unendlich kleinen
Grossen zweiter Ordnung:

dat, k
= ==Y . . anta R
Ge TF 3 (t, ) 1)
und fiir das schwarze Element im zweiten U-Rohrschenkel:
dt, k
— N ) ETRRPI l (
Gce aF 5 (t, — t) (2)

Diese beiden Gleichungen gelten fiir die Abb.1 und 2. Zur
parallelen Behandlung der beiden Fille sollen im Folgenden die
Gleichungen, die sich auf Abb. 1 beziehen, mit Index a, die auf
Abb. 2 beziiglichen Gleichungen mit Index b angeschrieben wer-
den. So folgt aus der Wirmebilanz fiir das kreuzweise schraf-
fierte Volumenelement:

LBty 6 <Vt
e dlgr ¢ — b

b+ T2 G

_,?¢,

 Ammmars G A
ta— G ~—te
== & =
tg&_’ G '_ﬁ ta

Wirmeaustausch in U-Rohren mit Zufluss des dussern Mediums:
Abb. 2 von der Seite der Rohrschenkel

Abb. 1 von der Seite des Rohrbogens und

1. Berechnung des Temperaturverlaufes in Warmeaustausch-
Apparaten nach Abb.1 und 2

Hier soll nun auf einfache Art die Berechnung des Tem-
peraturverlaufes fiir die beiden Félle nach Abb. 1 und 2 gleich-
zeitig abgeleitet, und sollen die Endtemperaturen mit Hilfe
von Kurventafeln in eine fiir die Praxis leicht verwendbare Form
gebracht werden, unter Voraussetzung eines stationdren Wérme-
austausches und einer turbulenten Strémung ldngs der wirme-
iibertragenden Fldche. Weiter soll die Warmedurchgangszahl k
als konstant ldngs des gesamten Verlaufes angenommen werden?).

Es bedeuten:

G = Gewicht der stromenden Medien in kg/h.

{5 —— ihre mittlere spezifische Warme bei konstantem Druck
in kcal/kg°C.

k  -— mittlere Wiarmedurchgangszahl in kcal/m?h0C.

F — Wairmeiibertragungsfldche lings des U-Rohres in m?2.

Fioy — Gesamte Wirmeiibertragungsfliche in m?=.

t, — Eintrittstemperatur in °C.

t, = Austrittstemperatur in °C.

4t — Unterschied der Eintritts- und der Austrittstemperatur
des selben Mediums.
At,— Temperaturdifferenz zwischen Eintritt des warmen Me-
diums und Eintritt des kalten Mediums.
— Temperatur des inneren Mediums am Rohrbogen.
t — Temperatur eines der Medien an irgend einer Stelle F' der
Wirmeaustauschflidche.

t, = Temp. an irgend einer Stelle des ersten U-Rohrschenkels,
t, - desgleichen im zweiten U-Rohrschenkel.

¢ = Gc/G'c.

@ = Uebertragene Wirmemenge in kcal/h.

1) Die Wirmeiibertragung im Lokomotivrauchrohr. «Organ fiir die
Fortschritte des Eisenbahnwesens», 1934, Heft 15 und 16.

2) In Miillers Abhandlung dient die Aufgabe allerdings nur als Sprung-
brett zur Berechnung der Verhiltnisse im Lokomotivrauchrohr. (Im Loko-
motivrauchrohr miissen die Rauchgase oder das dussere Medium ausser
an die U-férmigen Ueberhitzerrohre, noch Wirme nach aussen an das
Kesgselwasser abgeben.)

%) Hinsichtlich der Bestimmung der Wirmelibergangzahlen sei auf
die einschligige Literatur verwiesen. (Vgl. z. B. M. ten Bosch, «Die Wirme-
Uebertragung», Verlag Springer, 3. Auflage.)
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Abb. 3 (oben) Gegenstrom
Abb. 4 (darunter) Gleichstrom

at

k
— G = (20—t — 1) (3a)
at’ k
bezw. G’c¢’ T =—2—‘(2t,_t1‘_tg) (3b)

Durch Integration folgt aus diesen drei ersten Gleichungen
die Wirmebilanz fiir eine Teilfliche F vom Rohrbogen aus ge-
messen :

Ge' (' — te') = Ge (t;, — 1) (4a)
Gre (ty —t) =Ge(t, —t,) (4b)
und aus (1) und (2) erhdlt man
a(t, +1,) k
Gc_‘d—F—,—"’—zi(tl—ta) o ()
Im Folgenden setzen wir:
t,+t,=y b+t=9) gp
B = Ty = (5 tg —t = {0
Dann wird Gl (5) unter Beriicksichtigung von (4):
ady kG c ay kG ¢
AF T 2Gic? u (7a) aF - 2G2c? (T0)

Nach Addition und Subtraktion von kt,” in (3a) und ki,
in (3b) erhdlt man
du k

-7 = W(y — 205 — 2",) (8a)
dv k
T =W(y+2v_2t a) . (8b)

Die Gleichungen (7) und (8) bilden zwei lineare simultane
Differentialgleichungen. Durch Einsetzen von (7) in die nach F
abgeleitete Gleichung (8) erhidlt man eine weitere lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
flir den Temperaturverlauf des dusseren Mediums.

du k du k2
ar t@o ar ~ aea v i
d*v k dv k2
T G aF — dea =0 o O
Die allgemeine Ldsung hat die Form:
w bzw. v = C,enF 4 C,enF (10)
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wobei 7, und 7, die Wurzeln aus der quadratischen Gleichung
K K2

"+ o' dga 0 (11a)
k k2
2 e __ —0 11b
! Go 4G2c? ¢ .
sind.

Die Konstanten C, und C, folgen aus den Grenzbedingungen :

fiir F — 0 sind # und v — 0 und somit C, = — C,

fiir F — Fy,, sind » und v — t,/ — t,’ und somit
ty — te'
Ck=—0C, = —— S (12)
e riFtor ere Frot

Als weitere Grenzbedingungen gelten noch:
y =2t, fiir F =0 und
Y =te + ty fir F = Fyp
Fiir den Temperaturverlauf des dusseren Mediums erhdlt man
aus Gl. (10) unter Beriicksichtigung von (11) und (12)

k
ot — F
sy Frot—F)

B e = B - A (Ft— 1t e (13a)
— 2("‘,-,- (Ftot F)
Pt — v =t — At — )€ e (13D)
mit
sh - ]/1 + &
A — N & U5
sh kF(ot Vl + 8"

Nach Integration von GI. (7) unter Beriicksichtigung von
(18) erhdlt man y = t, + t,, aus Gl (4) die Differenz t, — ¢,
und damit den Temperaturverlauf in den beiden U-Rohrschen-

keln:
— (Ftot — F)
Iy i (1ii)A+B (15a)
=ity +———e e
k
— ——7— (Ftot — F) 1
2G' ¢ -
' T — 15b
t:t'_;tee [(1+ .s)A B]( )
3 2
mit
2kGF Fite
= + (16)
kF!ol V’l“*?g*
2Gc T T

Durch das obere Vorzeichen innerhalb der GIl. (15) wird der
Temperaturverlauf ¢, , durch das untere der Temperaturverlauf ¢,
ausgedriickt.

In der Praxis interessieren meistens die Austrittstempera-
turen in Funktion der bekannten Eintrittstemperaturen der beiden
Medien. Sie lassen sich aus Gl (15) fiir ¢,, also mit dem unteren
Vorzeichen, und aus Gl. (4) nach Einsetzung der Grenzbedin-
gungen und einigen Zwischenrechnungen anschreiben :

al
b — — Aty -t
e (17)
tu'= ;dte + te'
/]
mit
g 2
§ = 1‘;25 RV;-T, S (18)
2th g T
kF
Aus Kurventafel Abb. 5 ldsst sich 7 in Funktion von & und — (';'
rasch ablesen. Die

100 5
E == Gleichungen (17) und
Jﬁﬁ"/‘ (18) gelten fiir die
i Zz’:__’— b2 beiden Fille nach
S N D ) s o . 0 Abb. 1 und 2.
§ ==
% ¢<] e
g w / e
& | [ s
.§ 20 ] :\ B [
- -

| - ( hzm w
/71
’ C 7 ’
Vo : S tiet p

587 =111
Abb. 6. Beispiel eines Temperatur- te—"-[ f;f’ Tte
verlaufes in einem U-Rohr-Austauscher 582
(¢e=1und k Ftot/G* ¢ —1,6) Abb. 7. Prinzip eines

Zufluss des #usseren Mediums Wiirmeaustauschers
von der Seite des U-Rohrbogens her, durch Kombination
= == == == desgl. von den U-Rohrschenkeln von Abb. 1 und 2
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Abb. 5. Faktor zur Berechnung von Warmeaustauschern
nach Abb. 1 und 2

Die Temperatur am Rohrbogen berechnet sich aus Gl. (15)
mit F = 0.

Man kann auch die iibertragene Wiarmemenge @ und die
Fliche F,,, in Funktion der bekannten Eintrittstemperaturen
anschreiben. Sie lauten:

(19)

und

T+
2Gcdt,

) @=- &)

In Abb. 6 ist der Temperaturverlauf fiir ein Beispiel (¢ =1
und kFy,/Gc = 1,6) graphisch dargestellit. Dabei entspricht der
ausgezogene, bzw. gestrichelte Temperaturverlauf einer Fiihrung
der beiden Medien im Wéarmeaustauschapparat nach Abb. 1 bzw.
Abb. 2. Eintrittstemperatur des warmen Mediums ist 100° C und
des kalten 20°C. Wie man sieht, kann sich der Temperatur-
verlauf des inneren und #dusseren Mediums iiberschneiden. Am
Schnittpunkt tritt eine Umkehrung der Warmeaustauschrichtung
zwischen beiden Medien ein. Wie aber aus GI. (17) und (18)
flir die Endtemperaturen folgt, wird trotzdem bei steigender
Flédche F,,, die Austrittstemperatur des inneren Mediums weiter
sinken und fiir F,,, — co einem Grenzwert zustreben.

II. Kombination der beiden in Abschnitt I beschriebenen
Wrmeaustauscher

Abb. 7 zeigt eine Spezialausfiihrung von Wirmeaustauschern,
wie sie Ofters in der Praxis verwendet werden. Zwei U-Rohre
sind in Reihe geschaltet, und das dussere Medium stromt nach-
einander lings dem einen und dann lings dem andern U-Rohr.
Wir wollen annehmen, dass die mittlere Trennwand nicht wédrme-
durchldssig ist, was in vielen Fillen keinen merklichen Fehler
ergibt. So wird z. B. in wassergekiihlten Luftkiihlern zwischen
zwei Kompressorstufen das Wasser hédufig in reichlichen Mengen
durchgeleitet, sodass es sich nicht wesentlich erwédrmt und daher
auch der Temperaturabfall durch die Trennwand klein bleibt.
Wie man leicht erkennt, treten die beiden Félle von Abb. 1 und 2
nacheinander auf, indem das dussere Medium dem ersten U-Rohr
von der Seite der Rohrschenkel und dem 2zweiten U-Rohr von
der Seite des Rohrbogens zustromt.

Man kann fiir die beiden Teilkiihler die Beziehungen (17)
anschreiben, da sie fiir beide Fille giiltig sind. Man erhdlt so
vier Gleichungen, aus denen man t,, ¢, t, und t,’ berechnen
kann. Die gesuchten Austrittstemperaturen ¢, und {,’ lassen sich
ebenfalls in Funktion der bekannten Eintrittstemperaturen der
beiden Medien ausdriicken:

—arth (20)

1
t,:_?dtethe (21)
ta'—_—.%dte SL A (22)
wobei sich der Wert p zu
' 7t — ¢
0 = (23)

27— (1 F¢)
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Abb. 8. Faktor zur Berechnung von Wirmeaustauschern nach Abb.3

berechnet. Fiir s gilt auch hier die Gleichung (18), wobei zu
beachten ist, dass zur Berechnung dieses Faktors nur die Fldche
eines U-Rohres eingesetzt werden darf, also die Hélfte der tota-
len Flidche dieses Wiarmeaustauschapparates. Eine Umkehrung
der Durchflussrichtung fiir das #dussere Medium ist fiir diese
Anordnung nicht gestattet; die libertragene Warmemenge wiirde
kleiner werden.

III. Reiner Gegenstrom und reiner Gleichstrom

In Austauschern, in denen die Medien auf beiden Seiten der
Wéirmeaustauschfldchen in entgegengesetzter oder gleicher Rich-
tung stromen, ist das Verhiltnis der Differenz zwischen Ein-
und Austrittstemperatur eines Mediums zur Temperaturdifferenz
zwischen Eintritt des warmen und Eintritt des kalten Mediums
bekanntlich konstant. So kann man fiir Gegen- und Gleichstrom
anschreiben:

il
dt =—4dt, (24)
x
&
4t =—-dt. (25)
mit z = ¢ fiir Gegenstrom:
__ ke Ftot l—4
156 - %
= kFw (26)
—=gs ©—9
1—e
Fir den Grenzfall ¢ — 1 wird
Ge
q =1 —_— (27)
pz =1 + K Fio
Fiir reinen Gleichstrom sei » — ) bezeichnet:
14 ¢
'f/) T I-—tu.t (28)
e (S0
1—+e !

1V. Zusammenstellung

Fiir simtliche Warmeaustauschapparate, wie sie in den Ab-
bildungen 1 bis 4 und 7 dargestellt sind, kann man die Aus-
trittstemperaturen rasch mit Hilfe folgender Beziehungen be-
rechnen:

1

At===gte . . . . + o = . (8)
x

At — Aty . . . . . . . . (b
@

z erhélt die Werte 5, ¢, 1), 0, je nachdem man Wirmeaustausch-
Apparate mit einem U-Rohr nach Abb. 1 und 2, oder solche mit
reinem Gegenstrom Abb. 3, oder mit reinem Gleichstrom Abb. 4,
oder aber die Kombination nach Abb. 7 berechnen will. 7, ¢, 1)
und p lassen sich rasch aus den Kurventafeln Abb. 5 und 8 bis 10

in Funktion von ¢ und kF\,, /G c ablesen.
Die {ibertragene Wirmemenge ist

Ge
Q —— Ats . e e e e o s ()
xr

o /, 7//;;:: el
20 - . //7///%2—’;;

” = 7/////4/
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Abb. 9. Faktor zur Berechnung von Wirmeaustauschern nach Abb. 4
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Abb. 10. Faktor zur Berechnung von Wirmeaustauschern nach Abb. 7

Wird ¢ grosser als eins, so nimmt man seinen reziproken
Wert zur Bestimmung von 2 in den genannten Kurventafeln;
man muss nur darauf achten, dass in dem Parameter kF.q/Gc
im Nenner das kleinere der beiden Produkte G ¢ und G'c¢' einzu-
setzen ist. Man kann dies durch Einsetzen in GIl. (c) beweisen.
Hieraus folgt weiter, dass man durch das U-Rohr, im Gegen-
satz zu Abb. 6, auch das kalte Medium fiihren kann; die Gl. (a)
und (b) bleiben gleich, doch muss man darauf achten, dass die
kleinere Temperaturdifferenz zwischen Austritt und Eintritt sich
auf jenes Medium bezieht, fiir welches das Produkt Gc¢ das
grossere ist.

Kiihlflaiche F m? 10 15 20
Wassermenge kg/h 1000 | 2000 | 1000 | 2000 | 1000 | 2000
Reiner Gegenstrom | ¢;,|30,3 | 259 |21,1 | 17,3 | 16,5 | 13,41
twa | 44,9 | 285 | 49,5 | 30,6 | 51,75 | 31,6
Reiner Gleichstrom | ¢;, | 43,0 | 34,0 | 40,8 | 29,7 | 40,2 | 28,5
twal 385 | 26,5 | 39,6 | 27,6 | 39,9 | 27,9
U-Rohr Abb.1 u. 2| #;,| 37,64 | 30,4 | 33,5 | 24,4 | 32,0 | 22,2
twal| 41,13 | 27,4 | 43,25 | 28,9 | 44,0 | 29,45
Kiihler nach Abb. 7| t;,| 32,2 | 27,0 | 24,77 | 19,0 | 21,2 | 15,45
twa | 43,9 | 28,25| 47,61 | 30,2 | 49,4 | 31,2

Die Tabelle zeigt eine Berechnung von wassergekiihlten
Luftkiihlern fiir drei verschiedene Kiihlflichen und zwei ver-
schiedene Wassermengen. Das durchstromende Luftgewicht ist
2080 kg/h, sodass, mit ¢ = 0,24, Gy ¢; = 500 wird. Die Wasser-
menge wurde einmal zu 1000 und einmal zu 2000 kg/h ange-
nommen. t;,=100°C, ¢,,, =10°C, k — 100 kcal/m?*h°C.
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