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Nr. 8

Comment calculer les arcs continus
Par A. SARRASIN, ingénieur, Bruxelles-Lausanne

Dans son travail courant, le staticien rencontre peu de pro-
blémes dont la solution théorique offre de réelles complications,
mais il arrive qu’il doive fournir une somme de travail excessif
pour résoudre pratiquement certains d’entre eux. Or, un calcul
trop long est bien souvent entaché d’erreurs matérielles. Pour
1’éviter, on fait des hypothéses plus ou moins proches de la réa-
lité. C’est parfois nécessaire, mais on simplifie aussi sans raison.
Par exemple, on calcule souvent comme arcs encastrés des ouv-
rages qu’il serait probablement plus avantageux, en tous cas
plus exact, de traiter comme arcs continus. Or, ce dernier
systéme ne présente pas les difficultés qu’on lui préte générale-
ment. Nous voudrions le montrer.

Commencgons, pour cela, par déterminer quelles seraient les
réactions!) des arcs continus & étudier, si leurs piles étaient
indéformables. On coupe ensuite aux points de continuité pour
former les systémes isostatiques convenables et on fait agir en
ces sections les réactions trouvées. A ce stade, les déformations?)
sont nulles aux extrémités des arcs et différentes de 0 aux ex-
trémités des piles. Pour réaliser I’équilibre réel, on ajoute sur
les arcs et les piles des réactions complémentaires inconnues,
qu’on calcule en écrivant que les rotations et déplacements des
arcs et des piles en leurs points de contact sont les mémes. Or,
les déformations des arcs sous des réactions complémentaires
égales a l'unité, sont connues par le calcul de l'arc encastré et
celles des piles se trouvent de la maniére la plus simple. Pour
un systéme donné d’arcs continus, on pose donc trés rapidement
et on résout une fois pour toutes autant d’équations linéaires
qu’il y a de grandeurs hyperstatiques. Les tensions dans une
section quelconque se déterminent ensuite de la maniére habi-
tuelle.

Le procédé le plus rapide pour obtenir les réactions des arcs
encastrés, c’est de faire agir les grandeurs hyperstatiques au

centre de gravité des poids élastiques ?, la direction des ré-

xyds

actions étant choisie de telle sorte que — = 0. Les réac-

tions sur la méme pile de deux arcs voisins ont donc, dans le
cas général, des directions différentes. Or, ce sont les déplace-
ments suivant ces directions que nous avons calculés. Il faut
par conséquent, lorsqu’on établit les conditions d’équilibre, fixer
deux directions orthogonales — par exemple la verticale et I'ho-
rizontale — et exprimer que les composantes suivant ces deux
directions des déplacements obliques de l'extrémité des arcs et
de la pile sont égales.

Lorsque le systéme a calculer posséde un axe de symétrie
verticale, on remplace une charge P en un point quelconque
(fig. 1) par la super-
position d'un cas de
chargesymétrique (fig.2)
et d'un cas de charge
antisymétrique (fig. 3).
On décomposera ainsi un
systéme a m grandeurs
hyperstatiques en deux
systémes dont le total
des inconnues est mn.
C’est la une simplifica-
tion dont, en général, on
ne se représente pas
assez l'importance.

P

1) Par réactions, nous en-
tendons aussi bien le moment
d’encastrement que les forces
suivant deux axes orthogo-
naux.

2y Nous appelons «défor-
mations en un point», la ro-
tation de la section qui passe
par ce point et ses déplace-
ments suivant deux axes or- ’5’
thogonaux.

[58z)

En outre, pour chaque arc possédant un axe de symétrie
vertical, on pourra employer, avec une exactitude suffisante
lorsqu’il s’agit d’'un avant-projet, une table donnant les réac-
tions pour I’encastrement parfait. L’'établissement de lignes d’in-
fluences devient dans ce cas un travail simple et relative-
ment court.

Pour le montrer et pour expliquer en méme temps notre
méthode, nous allons donner les parties théoriques intéressantes
de l'avant-projet de trois arcs continus (fig. 4) que nous avons
da récemment étudier. Les trois arcs possédent chacun un axe
vertical de symétrie, I’axe de I’arc central étant en méme temps
axe de symétrie du systéme. Les axes BD et B' D' des piles sont
verticaux. En 4, 4/, D et D' l'encastrement est parfait. Il s’agit
de déterminer pour une section quelconque les lignes d’influen-
ces des moments fléchissants et des efforts normaux et tran-
chants.

Nous calculons tout d’abord au moyen des tables de Strass-
ner les réactions des arcs encastrés 4 B, BB’ et B’ A’ pour une
position quelconque de la charge P. Puis, nous décomposons le
systéme & neuf grandeurs hyperstatiques en deux systémes res-
pectivement a cing et quatre inconnues en remplacant le cas de
charge P — 1 en un point quelconque par deux cas de charge,
l'un symétrique et l'autre antisymétrique. Nous calculons en pre-
mier lieu les réactions complémentaires pour le cas de charge
symétrique (fig. 2). Pour des positions symétriques des charges,
le point C ne subit aucun déplacement horizontal, la tangente y
reste horizontale et l'effort tranchant y est nul. Nous pouvons
donc couper la construction en C et remplacer l'action de B'C
sur C B par un encastrement permettant un déplacement verti-

R+4R,
A H+aH,
N 8
M+4M, RedR,

S M+AM, M,

H+AH, +4f; 4

Fig.5

0

cal (voir fig.5). Appelons M, H et R le moment fléchissant, la
poussée horizontale et la réaction verticale en B de l'arc enca-
stré 4 B. Les réactions de I'arc encastré B C seront nulles tant
qu’il ne sera pas chargé. Les réactions complémentaires seront
pour l'arc A B, le moment /M, , la poussée horizontale 4/ H, et
la réaction verticale -/ R , pour l'arc BC, le moment 4/ M, et la
poussée horizontale -/ H,. La fig. 5 représente les systémes iso-
statiques adoptés avec les réactions des arcs encastrés et les
réactions complémentaires.

Convenons que des réactions positives ont le sens indiqué
sur la fig. 5, qu'une rotation est positive dans le sens contraire
aux aiguilles d’'une montre, qu'un déplacement horizontal positif
va de 4 vers C, et qu'un déplacement vertical positif va de bas
en haut. Dans le calcul des déformations des arcs, nous ne te-
nons compte que des moments fléchissants et nous négligeons
les efforts normaux et tranchants, ce qui est suffisamment exact,
puisqu’il s’agit ici de déformations dues aux réactions complé-
mentaires.

Pour l'arc A B, les déformations en B proviendront des
réactions complémentaires seulement:
Influence de M, : = A
(fig. 5 et 6) e L.
rotation:

*y

B
d o
A M, [7E; —adM,
b
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B
déplacement horizontal: A M, [ Jﬁ — 4M,y, f Z% —bdM,
d Bd
déplacement vertical: 4 M, f L A M, a’l“fE—‘.sf =cdM,
A
Influence de 4 H,:
rotation: — b A H;
déplacement horizontal: 4 H, f yds -
d Bd
_j s s
— AN DY (ki Y 1
4 H, < o ) dJdH,
4
d Bd
déplacement vertical: 4 H [ iy_s = A H, %,y Ty —° A4H,
A
Influence de 4R, :
rotation: =cd R,
déplacement horizontal: —edR,
2d

déplacement vertical : 4R, [ £

% 2d Bd
=45 (fw T+ fE3>'_*f-’R*
A A

Toutes les intégrales, ab cdef sont déja connues par le cal-
cul fait pour l'arc encastré. Les valeurs des rotations et déplace-
ments de 'extrémité B de ’arc A B sont donc trés rapidement
obtenues.

Passons a 'arc BB’ (fig.5et 7):

Il n’y a pas ici de déplacement
vertical de B.

Influence de 4 M,:

rotation: =oadM, o Fig.7 ‘
y d s ds
déplacement horizontal: 4M, =4dM,y, T = pAM,
Influence de 4 H,:
rotation: = B.AH;

déplacement horizontal: 4 H, f J 45 =

C
J"ds ds
—= 4H, 0
- ( [ EJ +v EJ > yAH,;
B B

Comme pour l'arc 4 B, les intégrales «, 3, y sont connues
par le calcul de l'arc encastré. Elles ne s’étendent toutefois ici
que sur un demi-arc. )

Considérons enfin la pile BD R4y
(fig. 8) Hedh sty [

Influence du moment: 8
rotation: MrdMaM

D

_Fig. 8 o

B
—r (M 4+ 4M, | 4M,)
déplacement horizontal:

(M 4 4 M, +JM)f¥;_n(M+JM1+dM2)

déplacement vertical: =0

Influence de l’effort horizontal:
rotation: n(H 4 4H, - 4H,)
déplacement horizontal:

a
— (H + 4H, +JH)[_1L,5'_ t(H 4+ AH, 4 JH,)

B
déplacement vertical : 0.

Influence de la charge verticale:
La rotation et le déplacement horizontal sont nuls.

déplacement vertical: — (R | 4

s
F =—s8(R 4} 4R))

Nous pouvons maintenant écrire:
adM;, + b4dH, 4 cAR, —adM, 4 B4H,—

= —1r (M 4 dM, + 4M,) +n(H + 4H, +- 4H,) (1et2)
bdM, +dAH, - €edR, —p34dM, + y4dH, =

—n(M + dM, + dM,) —t(H 4 4H, + A4H,) (3et4)

cAM, +-edH, |- fAR = —8(R L+ 4R). . . . . . . (B)
Les équations 1 a 5, résolues en fonction de M, H et R, nous
donnent les réactions complémentaires pour une position quel-
conque des charges symétriques ;3). Il nous reste encore a
considérer le cas de deux charges antisymétriques suivant fig. 3.
Les arcs chargés ont déja été calculés comme s’ils étaient en-
castrés en B et B'. Soient de nouveau M, H et R les réactions
en B; elles seront en B': — M, — H et — R. Pour l'arc AB,
les réactions complémentaires sont les mémes qu’auparavant;
elles provoquent donc les mémes déformations abcdef (fig.9).
Dans l'arc B B’, la poussée horizontale est nulle. Le moment en
C est aussi égal a 0.

4R,
R+dR,
WA H+4H,
8

MM, R+4R,+4R,

H+ath MdM, +4M, &z

Fig.9

L’influence de la seule grandeur hyperstatique 4 M, sera:

B B
o x\? ds AM [ xds
rotation: 4 M, /(T) 57 = —i—)z—ffET =¢dM,
. 2 (2
c c

Nous pouvons donc écrire pour le cas de charge antisymétrique

adM, -b4H | CAR —edM, =
(M 4+ AM, + AMy) 4 n(H + 4H,) (6etT)
bAM, + dAH, | e AR, —
=n(M 4 AM, + dM,) — t(H + 4H,) (8)
M,
cAM, + edH, + AR, = — ( + 4B, + 25 ) L ®

2

Les équations 6 & 9 résolues en fonction de M, H et R, nous
n'avons plus qu'a additionner les cas de charge symétriques et
antisymétriques pour pouvoir tracer la courbe des moments flé-
chissants et des efforts normaux et tranchants des arcs continus
pour une charge P en un point quelconque. Par les procédés
usuels, nous en tirerons les lignes d'influence cherchées.

Comme on le voit, ce systéme a neuf grandeurs hypersta-
tiques est au fond trés simple. On peut le calculer par des mé-
thodes avec lesquelles tout praticien est familiarisé. Le temps
nécessaire pour résoudre ce cas excéde de peu celui qu’on devrait
consacrer a des arcs encastrés.

3) Si la charge se trouve sur l'arc BB’ au lieu d'étre sur l'arc 4 B,
les conditions d’équilibre s'écrivent de la méme manidre. La seule diffé-
rence c'est que M, H et R sont alors les réactions de l'arc encastré B B'.
Lorsque les arcs 4 B, BB’ et B’ A’ sont chargés,
la valeur de M, H et R a introduire dans les
équations 1 & 5 est la somme des réactions des
arcs encastrés A B et BB' sur la pile BD. Si
l'arc A B n’était pas symétrique et si ses axes
formaient respectivement un angle « avec 1'hori-
zontale et la verticale, on devrait alors introduire
dans les équations 1 a 5, par exemple pour I'in-
fluence de 4 M, sur le déplacement horizontal, Fig.lO
I'expression (b cos a — ¢ sin a) J M, au lieu de
bAM,, en admettant comme sens positif des déplacements ceux de la
fig. 10. Sur les piles, 4 H, donnerait une composante horizontale et une
composante verticale, 4 R, une composante verticale et une composante
horizontale. Il faut naturellement en tenir compte dans les équations
d'équilibre.
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