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Nr. 21

Zur Analyse der Druckeinspritzung in Diesel-Motoren

Von Dipl. Ing. K. H. GROSSMANN, Ziirich.

Die wesentlichen Vorgidnge bei der Druckeinspritzung hat
G. Eichelberg als Erster blossgelegt!). Durch seine hilfsbereite
Kritik und Anteilnahme ist auch die folgende Studie wesentlich
geférdert worden. Sie will an einem Beispiel ein zur Diskussion
des Einspritzvorgangs in kompressorlosen Dieselmotoren taug-
liches, jedoch keineswegs auf dieses Sonderproblem beschrénktes
Untersuchungsverfahren entwickeln. Elektriker, die sich mit
Wanderwellen befassen, werden die (vorteilhaft zuerst zu lesen-
den) Abschnitte Nr. 1, 2, 7 — 11, 15, 16 leicht auf ihre Verhilt-
nisse iibertragen koénnen?); die in den iibrigen Abschnitten be-
handelte Schwierigkeit hingegen, dass die fliissige (oder gas-
formige) Materie praktisch bloss positive Driicke kennt, geht
nur den Mechaniker an.

Das betrachtete System fiir die Einspritzung des Brennstoffs
in den Zylinder eines schnellaufenden Dieselmotors besteht aus
Pumpe, Oelleitung und Einspritzdiise. Die Pumpe, etwa in der
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Abb. 2. Bosch-Diisenhalter
und Zapfendiise

1 Druckrohrstutzen
2 Ueberwurfmutter
3 Nippel Leckdlriickleitung
4 Druckbolzen

5 Druckfeder

6 Verschlussnippel
7 Hinstellschraube
8 Fiihlnadel

9 Schutzkappe
10 Diisenkorper
11 Diisennadel

V Diisenvorraum

Abb. 1. Bosch-
Einspritz-Pumpe

1 Pumpenkolben

2 Hiilse

3 Regelstange

4 Zulaufleitung

5 Ventilfeder

6 Zahnkranz

A Riickschlag-Ventil
V, Pumpenzylinder
V., Pumpenvorraum

1"

Ausfithrung von Abb. 1, quetscht periodisch, sagen wir 15 mal
in der sec, etwas Oel unter einigen 100 at Druck aus dem Pum-
penzylinder V, in die Leitung, solange — wéhrend ein paar Tau-
sendstel sec — das Riickschlagventil A offen steht. Im Nu ist
das Nadelventil der Einspritzdiise, Abb. 2, von dem mit Schall-
geschwindigkeit fortgepflanzten Stoss getroffen, erdffnet, hat
einen Oeltropfen ausgespuckt und sich wieder geschlossen. Schon
vorher ist das Riickschlagventil am Pumpenende zugeschnappt;
der Druck stiirzt dort auf Null, was einen fortschreitenden Zer-
fall der Oelsdule zur Folge hat. Fast widhrend der vollen Um-
drehungszeit der Pumpenwelle (!/,; sec) hat das Oel Musse, sich
unter dem Einfluss der inneren Reibung iiber die ganze Leitungs-
linge auf die Geschwindigkeit Null und den Druck Null zu be-
ruhigen. Nach Wiederaufladung des Pumpenraums V, setzt der
Fiillvorgang vom neuem ein:

1. Grundbeziehungen : Wir nehmen an, dass weder im Lei-
tungsrohr selbst, noch im Diisenvorraum V (Abb. 2) grossere
Blfreie Zwischenrdume zuriickgeblieben sind. Nachdem ein in der
Vorkammer V, (Abb. 1) bei Férderschluss allenfalls entstandener
Hohlraum von dem zuerst wieder eindringenden Oel ausgefiillt
ist, besteht jetzt, zu Beginn unserer Zeitrechnung, von der Pumpe

1) «Ueber die Mittel zur kompressorlosen Brennstoffeinspritzung».
«Z. VDI», Bd.70 (1926), Nr. 32, S.1079. Ferner: «Dynamische Vorginge in
Luft- und Brennstoffleitungen». Z. techn. Physik, 1929, Nr. 10.

2y Vergl. L. Bergeron : «<Propagation d’'ondes le long des lignes élec-
triques. Méthode graphique». Bull. 8. F. E., Oktober 1937.

bis zur Diise eine ununterbrochene, ruhende Oelsdule. Der Druck
ist (abgesehen von einer bereits gestorten Zone am Pumpenende)
iiberall null. Irgend eine Eigenschaft der Forderleitung — Druck
p, Oelgeschwindigkeit v, Oeldichte ¢, Leitungsquerschnitt ¢ —
dndert sich als Funktion der Zeit ¢ und des Abstandes x von der
Miindung der Vorkammer V,, unter Wahrung der Kontinuitéts-
bedingung und des Impulssatzes. Um jene zu formulieren, denke
man sich zur Zeit ¢ an der Stelle # zwei benachbarte Querschnitte
im starren Abstand dl von der Geschwindigkeit v (%, t) erfasst,
mit der das Oel im ersten Querschnitt dem zweiten zustromt.
Dann stésst zu der von ihnen begrenzten Masse dloq kein Oel
durch den ersten Querschnitt; durch den zweiten aber fliesst mit
der Relativgeschwindigkeit v,dl im Zeitelement dif die Masse
dtqov.dl ab: — d(pq) — dtqov,. Die auf die Léngeneinheit
des Rohrs entfallende Oelmasse ¢q variiert mit dem Druck, und
zwar kann d(9q)/oq — cdp gesetzt werden, worin ¢ eine (in
einem gewissen Druckbereich) konstante Grosse bedeutet, die
das elastische Verhalten des Oels und der Wandung wiedergibt.
Die Kontinuitdtsbedingung lautet somit: ——odp — — o (p, 4
+ pxv) dt — v, dt, oder

) p,:——i—v,—vpx. g VA e iR
Zur Formulierung des (Reibung und Schwerkraft vernachlédssi-
genden) Impulssatzes grenzen wir irgendwo innerhalb der Oel-
sdule einen kurzen koaxialen Zylinder von der Lénge dl und dem
Querschnitt g, ab (g, < q) und verfolgen die darin in einem be-
stimmten Moment enthaltene Oelmasse pq, dl, welche, dem Druck
— g,p. dl ausgesetzt, die Beschleunigung v, + v,v erféhrt:
— @, Pxdl = 0q, dl (v, + VV,). -

it
-.v,:#Tpx_v'v, LTS Rt U (2)

N
Das sind recht komplizierte Differentialbedingungen fiir v
und p. Ist vielleicht eine lineare Kombination dieser Grossen
einfacheren Gesetzen unterworfen? Addieren wir die mit einer
Konstanten 2 multiplizierte Gleichung (1) zu (2), so erhalten
wir links die partielle Ableitung h, der Linearkombination
h (z,t) =v 4+ Ap:

A 1
hy —— (T_{_v)vx =5 l(v +—¢10 )px
Wihlen wir speziell 2 — -+ l/%, so wird h; — — (v 4 @) hy,
worin
1
=t el oo Uil et A )

00
Fassen wir also statt v und p l/unéchst die beiden Linearkom-
binationen
St - do10 gkl ot (4)
2(p_v+g—ap un = ——@ap- e
ins Auge, die den Bedingungen geniigen:

gr = — (@ 4+ V) pr== — Qgr, he = (@ — V) Yz =tz ; ()
gegeniiber der Geschwindigkeit ¢ — etwa 1,5 km/sec — ist die
Oelgeschwindigkeit v (o, t) — hochstens 50 m/sec — in der Tat
immer und iiberall zu vernachlidssigen. Zur Kennzeichnung des
raum-zeitlichen Zustands taugen die Grossen ¢ und vy ebenso
gut wie die Funktionen

v—¢+yw und p=oa(p—g). . . . . (6)
Ueber einer p, v-Ebene stellen die Gleichungen (4) zwei Ebenen
dar; deren Hohenlinien, ¢ — const und v — const, sind zwei zur
p-Axe symmetrisch geneigte Geradenscharen.

Die Bedeutung des Gleichungspaares (5) erfihrt ein mit
passender Geschwindigkeit x lings des Rohres bewegter Beob-
achter. Im Zeitelement di gewahrt er an ¢ und y die Aende-
rungen
dg — (g + ¢.®) dt = ¢ (¥ — @) d¢ und

Ay — (P + pe®) At = Y, (T } @) dt
Ein mit der Geschwindigkeit @ von der Pumpe zur Diise laufen-
der Beobachter bemerkt somit an ¢, ein ihm mit der gleichen
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Geschwindigkeit entgegenlaufender Beobachter bemerkt an y
keine Veridnderung; die vom ersten Beobachter gleichzeitig no-
tierten Wertepaare p, v liegen alle auf einer Geraden der Schar
¢ — const, die vom zweiten Beobachter festgestellten Punkte
auf einer Geraden der Schar y — const. Das Diisenende liege
links vom Pumpenende, der Leitungsquerschnitt L links vom
Querschnitt B. Der erste Beobachter, zur Zeit'tR den Querschnitt
R passierend, notiere dort die Werte pg (tg), vg (tg) (in der p,v-
Ebene die Koordinaten des Punktes R¢,, Abb. 3); der zweite
Beobachter stelle beim Passieren des Querschnitts L zur Zeit ¢f
das Wertepaar pr, (t), vy (t1) (Punkt L¢,, Abb. 3) fest. Im Zeit-
punkt ¢ moégen sie sich im Querschnitt N — im Abstand a (¢t — tRr)
links von R, a(t — t;) rechts von L — begegnen. Das zur
Zeit t von Beiden beobachtete Wertepaar py (t), vy (?), ist in der
p, v-Ebene durch den Schnittpunkt N, der R, enthaltenden Ge-
raden ¢ — const mit der Lg, enthaltenden Geraden y == const

1
von den Neigungstangenten - e bestimmt (Abb. 3).

Diese, fiir den dhnlichen Fall ebener Luftwellen von Bern-
hard Riemann allgemeiner formulierte Tatsache?) ist fiir das
Folgende fundamental. In der technischen Literatur ist sie zu-
erst von O. Schnyder %) bei der Untersuchung des Widderstosses
in Wasserleitungen verwertet worden; K. J. DeJuhasz?) hat sie
bereits zu einer graphischen Ueberpriifung der Einspritzvorginge
herangezogen.

Wenn wir den zur v
Zeit t in einem bestimm-
ten Leitungsquerschnitt |patty)
N herrschenden Zustand I
p,v in einem ¢,p,v-
Raum durch den «Zu-
standspunkty N, mit den
Koordinaten ¢, p, v dar-
stellen und Abb. 3 als U
Projektion diesesRaumes
auf die p, v-Ebene auf-
fassen, konnen wir unser
Ergebnis auch so aus-
sprechen: Die beiden Zu-
standspunkte, die ein
mit der Geschwindig-
keit - a der Leitung entlang laufender Beobachter fiir zwei be-
liebige Querschnitte 4 und B ermittelt, liegen, auf die p, v-Ebene

Abb. 3. Gemeinsame Wahrnehmung
zweier mit Schallgeschwindigkeit
bewegter Beobachter

projiziert, auf einer Geraden vom Neigungstangens -

2. Konstruktive Losung der Differentialgleichungen (5). Zur
Zeit 0 sei der Zustand ldngs der gesamten, zusammenhédngenden
Oelsdule der Lénge L gegeben durch die beiden Funktionen
¢ (z,0) und vy (2, 0) (0 <z <L). Dann kennen wir fiir die
Dauer der zum Durchlaufen der Strecke L mit der Geschwindig-
keit ¢ erforderlichen Durchlaufzeit T — Lja am Pumpenende die
Zustandsfunktion y (0, t), am Diisenende die Zustandsfunktion
¢ (L,t). In der Tat ist ja fiir 0 <t < T: v (0,t) — y (at,0)
und ¢ (L, t) = ¢ (L — at,0).

Die Werte ¢ (0, t) und i) (L, t) in diesem Zeitintervall erhalten
wir aus den fiir die beiden Enden geltenden Randbedingungen.
Diese bestehen, wie wir sehen werden, entweder in einer Bezie-
hung zwischen ¢, p und v von der Form

37 D) =M SR e e L)
oder aber in einer linearen Relation zwischen den Differentialen
dt, dp, dv von den Formen

dp —f (t,p,v)dt i S AL R LR R 25
oder V=g (t5 D, V)AL ¢ - i oL i(8D)
Der Anfangszustand etwa am Pumpenende P ist in der p, v-
Ebene durch einen auf der Geraden v -—1w (0, 0) liegenden

Punkt Pg — (po, vo) ¢) dargestellt. Die Projektion des Zustands-
punktes P;, liegt erstens auf der Geraden ;) — y (0, dt). Zwei-
tens liegt sie, je nach der Form der Randbedingung, entweder
auf der Kurve F' (dt, p,v) — 0, oder auf der Ordinaten-Paral-
lelen p = po + f (0, po, vo) dt, oder schliesslich auf der Ab-
szissen-Parallelen v-—wvg 4 ¢ (0, pg,vo) dt. Ebenso bestimmen
sich Py ..., P3gy ..., und mit P, der Wert ¢ (0, t) im Inter-
vall [0, T]. Analog erhdlt man flir diesen Zeitabschnitt den
Zustand am Diisenende und damit die Funktion v (L, t).

3) «Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwin-
gungsweite». Ges. math. Werke, Leipzig 1876, S. 148.

4y «Ueber Drucksttsse in Rohrleitungen». Wasserkraft und Wasser-
wirtschaft, 1932, H. 5, S. 50.

5) «Graphical analysis of hydraulic phenomena in fuel injection sy-
stems». Vortrag am White Sulphur Springs meeting der Soc. Automotive
Eng., Juni 1935.

%) Die Zustandspunkte und ihre Projektionen auf die p, v-Ebene kin-
nen wir ohne Preisgabe der Deutlichkeit gleich bezeichnen.

Durch den Anfangszustand der Oelsdule ist aber nicht nur
an den Leitungsenden, sondern auch in jedem dazwischen lie-
genden Querschnitt der Abszisse x# der weitere Verlauf fiir die
Dauer T bestimmt: Die Zustandsfunktion ¢ an der Stelle x er-
hélt man aus der Gleichung

¢ (2,1) — ¢ (& —at,0) fir 0O<t<afa . . (9a)
aus der Gleichung
(p(x,t):q;(o,t_%) fir t>aja. . . . (9b)

Von der Funktion v gilt
J5l
v (z,t) =y (x4 at,0) solange 0 <t é—dj(ma)

v (@, 1) = <L, £ L_;_x) fiir ¢ >i%x_(10b)

Der Zustand der Oelsdule zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢
legt sonach ihren Zustand im Intervall [{, ¢ 4 T'] fest, dieser
den Zustand im Intervall [t 4 T,t +-2T], und so fort. Zur
Schilderung ihrer raum-zeitlichen Verdnderungen ist es bequem,
sie beidseitig unbegrenzt verldngert zu denken: Auf der wirk-
lichen S#ule ist der Anfangszustand gegeben durch die beiden
Funktionen

D (x) =9 (2,0), ¥(z)=1(x,0), 0<z<L (11la)
Auf der am Pumpenende P angesetzten Verldngerung, wo x < 0,
sei in einem beliebigen Querschnitt  der Anfangswert ¢ (z, 0) =
@ (x) gleich jenem Wert von ¢, den ein zur Zeit 0 in x losge-
lassener Beobachter von der Geschwindigkeit a zur Zeit _%
in P feststellt; auf der an das Diisenende D angeschlossenen
Verldngerung, wo x >> L, herrsche im Querschnitt # jener An-
fangswert ) (z, 0) — P (x), den ein zur Zeit 0 dort mit der

— L
Geschwindigkeit — a@ abgehender Beobachter w—a— Zeitein-

heiten spéter in D ermittelt:

¢(x)=¢(o,_ffl_)furx<o,
~de (11b)
P (x) :w(L,+ )fiirw>L

Dann lassen sich die in unserem Intervall [0, L] geltenden Glei-
chungen (9a) bis (10b) so zusammenfassen:
p(x,t) =P (x—at), v (z,0) =¥ (x +at), 0 <z <L . (12)

Im Querschnitt der Abszisse # herrscht mithin zur Zeit ¢ jener
Wert ¢, der zu Beginn an der Stelle x — at, und jener Wert ¢,
der anfangs im Querschnitt # 4 at vorhanden war. Denkt man
sich die Kurve @ (x) aus ihrer Anfangslage mit der Geschwin-
digkeit @, die Kurve ¥ (x) mit der Geschwindigkeit — a dem
Rohr entlang bewegt, so gibt eine Momentaufnahme der iiber
der wirklichen Leitung befindlichen Kurvenstiicke die dort in
diesem Augenblick herrschende Verteilung der Werte ¢ und
an ; dieselben pflanzen sich als Wellen fort; e ist nichts anderes
als die Schallgeschwindigkeit.

3. Kontinuitdtsvoraussetzung, prdazisiert. Bei der Herleitung
der Beziehungen ¢ (g, to) — ¢ (xo +adt, to+ 4t) und
(=g, to) — i (o —adt, to 4 <) haben wir die Kontinuitéts-
gleichung (1), d.h. eine im Zeitabschnitt [to, to + At] zusam-
menhingende Oelsdule [xq, xo 4 aJt], bezw. [2y — adt, xq]
vorausgesetzt. Es geniigt jedoch, die Giiltigkeit von (1) in dem
raum-zeitlichen (dreieckigen) Intervall to <, €0 4 a ({ — o) =
x <®o4 adt, bezw. to<t, g —adt =z <20 —a (t —to)
vorauszusetzen, d.h. es geniigt, wenn ein zur Zeit ¢( mit der
Geschwindigkeit + @ in 2 abgehender Beobachter in jedem Mo-
ment das noch vor ihm liegende Stiick als zusammenhingende
Saule sieht, gleichgiiltig, ob der bereits durchlaufene Teil nach-
tréaglich zerfalle?).

4. Bedeutung eimer Druckkontrolle. Im néchsten Abschnitt
werden wir wihrend einer gewissen Zeitspanne [0, Z] die Zu-
standsveridnderung eines Sdulenstiicks [g (t), L] verfolgen, dessen
rechter Endpunkt g (#), anfidnglich mit 0 zusammenfallend, mit
der Zeit nach links riickt. Diese Verdnderung bestimmen, heisst,
ilber dem Bereich $:0<=t<2Z, g (f) =2 <L der x, {-Ebene,
Abb. 4, die beiden Flichen ¢ (x,t) und i) (@, t) errichten. Die
Fahrpldne von mit Schallgeschwindigkeit lidngs des Rohrs be-
wegten Beobachtern sind die Geradenscharen x — at = const,
bezw. x -} at — const. Wir wissen: Jeder den Bereich ¥ durch-
querende Fahrplan @ — at — c¢ ist Hohenlinie der Flidche ¢ (x, ),

7) Denken wir uns nimlich das ganze Stlick [x,, ®0o+4 a 4t] bezw.
[xo—adt, x,] n-fach unterteilt, so gelten die fraglichen Beziehungen of-
fenbar dann, wenn jeder Unterabschnitt solange in seiner Ginze intakt
bleibt, als der Beobachter ihn noch nicht vollstindig zuriickgelegt hat.
Unbegrenzt feine Unterteilung fiihrt zu der obigen, allgemeineren Be-
hauptung.
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jeder Fahrplan = + at — k Hohenlinie /i
der Fldche y (x,t) — sofern der be- *
ziigliche Beobachter in jedem Augen-
blick ¢ seiner Durchquerung das Stiick

[¢c -a7, L], bezw. [¢g (), k — az] als
intakte Sdule sieht, Abb. 4. Das trifft % 1y
dann und nur dann fiir jeden B durch- <5 % i
kreuzenden Fahrplan zu, wenn in jedem 35 z
Moment ¢ das Stiick [g (¢), L] zusam- = o
menhéngt. Ob aus der Giiltigkeit dieser 2
Voraussetzung im Zeitpunkt 0 ihre wei-
tere Giiltigkeit auch fiir spitere Zeiten
folgt, ldsst sich so entscheiden: Die wei-
tere Giiltigkeit angenommen, bestimmt
der Anfangszustand der S#ule [0, L]
zusammen mit den Randbedingungen
an den Endquerschnitten ¢ (¢#) und L, \
kraft der soeben genannten Eigenschaf-
ten der beiden Zylinderflidchen ¢ (x, t)
und i) (x, t), iiber B dieselben eindeu-
tig. Der so bestimmte Druck p (2, t) =
oa - [¢ (x,t) — ¢ (x,t)] braucht aber
nicht iiberall in B physikalisch sinnvoll,
d.h. >0 zu sein: Wo p (x, t) < 0 wird,
ist die fragliche Annahme widerlegt; die Sdule zerfillt. Ist jedoch
der durch die Annahme fortwéhrender Kontinuitit der jeweiligen
Sdule [g (t), L] erzwungene Druckverlauf iiberall in ¥ ein mog-
licher, so ist damit fiir ¥ die Annahme bestitigt und der aus
ihr fliessende Ablauf der wirkliche®). Unser Vorgehen wird da-
her aus dreierlei bestehen: der vorldufigen Annahme Gl. (1);
der Konstruktion des daraus folgenden Zustandsablaufs; dessen
Sicherung durch die Kontrolle, ob er der Bedingung p >0 geniigt.

K-aT _c+at g 0

Tm

z

¢
\:E¢ =8 7:%

Abb. 4. Losungsbereich
und Fahrplidne

5. Bereich der simnvollen Losung. Hat man nach Nr.1 und
2 den Zustand ¢, 1) der Sdule [0, L] fiir einen gewissen Zeit-
abschnitt [0, Z], zun#ichst ohne Riicksicht auf die Beschrinkung
» > 0, ermittelt, d. h. iiber dem Rechteck €: 0<a <L, 0<t<2Z
der z, t-Ebene die beiden Zylinderflidchen ¢ (2, t) — @ (z — at)
und i) (%,t) — ¥ (2 + at) konstruiert, so kann man ¢ nach
wesentlichen Nullstellen des Druckes absuchen. So nenne ich eine
Stelle (g, fg) mit folgenden zwei Eigenschaften: 1) p (zq, o)
—0, d. h. @ (29— atg) = ¥ (xg 4 atp). 2) In jedem noch so
kleinen Kreis um (zg, tg) als Mittelpunkt liegt eine Stelle
(z,t), wo gemiss Konstruktion & (z — at) < ¥ (x 4 at),
d.h.p (x,t) < 0. Zum Absuchen von ¢ benutzen wir die Gerade
t — 7, die bei von 0 an wachsendem r das Rechteck iiberstreicht,
bis sie, etwa fiir den Wert 7, < Z, auf eine, oder mehrere, we-
sentliche Nullstellen (z,, 7;), (#,, 7)) ... stosst. Im Querschnitt
z;, in dessen unmittelbarer Ndhe einen Augenblick spiter als
7 die Siule zerfallt, wird der Druck fortan null bleiben. Die
grosste der Abszissen x; heisse die Zerfallsgrenze g (t)); wir
nehmen g (z;) < L an; es ist

plg (tp), ] =0 fir t>7 . . . . (13)

8) Ein analoger Fall: das Fadenpendel. Solange die (zentripetale) Fa-
denspannung 8 > 0, befindet sich der Massenpunkt auf einer Kugel um den
Aufhéingepunkt. (Solange der Fliissigkeitsdruck p > 0, hiingt die Fliissig-
keitssdule zusammen.) Anfidnglich, zur Zeit ¢ — 0, bewege sich der schwere
Punkt auf dieser Kugel. Aus der Annahme, dass er dies weiterhin tue,
folgt ein bestimmter zeitlicher Verlauf der Fadenspannung S (¢), der aber
nicht dauernd physikalisch méglich zu sein braucht: In dem Moment, wo
8 <0 wird, ist die Annahme widerlegt; der Massenpunkt verlisst die Ku-
geloberfliche, Folgt jedoch aus der Annahme ein Spannungsverlauf, der
der Bedingung 8 (t) =0 geniigt, so ist dadurch die Annahme bestitigt und
der aus ihr folgende Spannungsverlauf der wirkliche. Ein allmihlich von
8 (t) abweichender, gleichfalls stetiger Verlauf S* (t) ist ja solange un-
moglich, als 8*(t) >0 und der gespannte Faden nur die Spannung
8* (t) = 8 (), zuldsst, also solange als 8 (f) > 0. Auf diese Analogie hat
mich Prof. G. Polya aufmerksam gemacht.
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Der konstruierte Verlauf ist nicht in ganz €, wohl aber in
dem Teilrechteck & :0<ax <L, 0 <1t < 1, liberall realisierbar;
iiberdies ldsst sich in einem % umfassenden Bereich ¥ der Ver-
lauf physikalisch sinnvoll fortsetzen. Es sind zwei Félle zu unter-
scheiden:

Der erste Fall, der weichenden Zerfallsgrenze, ist in Abb. 5
skizziert, welche die Schnitte der Fldchen ¢ (z, ) und ¢ (, t)
mit den Ebenen ¢—r7, und f—17, } 4t andeutet: Wegen
Ve [9 (1), 1) >0 ist g (zj - 4t) > g (rj). Die Alternative der
festen Zerfallsgrenze, Abb. 6, ist charakterisiert durch die Be-
dingung 1), [¢ (), 7] = 0. In diesem Fall konstruiere man
iiber dem durch die Geraden z — g (73), * — g (7)) + a (t — %)
und £ -—2Z begrenzten Teil von ¢ die Flédche ¢ (2, ) neu, wiederum
ohne Riicksicht auf die Beschrinkung p > 0, indem man die
vordem fiir das Ende 0 giiltigen Randbedingungen durch die
neue Randbedingung (13) fiir das Ende g (7;) ersetzt. Fiir den
so abgednderten Verlauf bleibt der Punkt (g (7j), ;) Nullstelle,
aber keine wesentliche mehr, wie aus Abb. 6 hervorgeht. Dort
ist das liber der Strecke [g (7}), g (7i) -+ a 4t] neu konstruierte
Stiick der Kurve ¢ (x, 7 - Jt) gestrichelt so angedeutet, wie
es (13) erheischt, ndmlich symmetrisch zur Kurve i) (2, 7 + 41)
beziiglich der Vertikalen durch g (7j).

Abb. 7 stellt drei Grenzfélle mit weichender Zerfallsgrenze
dar: An den Sprungstellen sind die Wellenbilder in Wirklichkeit
natiirlich gegen die Vertikale um einen kleinen Winkel ¢ geneigt;
die Skizzen folgen aus dem Grenziibergang & — 0. Jedenfalls
gilt bei weichender Zerfallsgrenze :

g+ 4t) —g (zp) =adt . . . . . (14)

Darum erheischt in diesem Fall die neue Randbedingung (13)
keine Neukonstruktion der Fliche ¢ (x,t).

Nun verfolgen wir die jeweilige Lage der Zerfallsgrenze
weiter in Funktion der von 7; an wachsenden Zeit. Liegt bei
fester Zerfallsgrenze in dem Rechteck: 7, <t <0, g(7;) =2 <L
keine wesentliche Nullstelle des (korrigierten) Drucks, so be-
zeichnen wir im Intervall [7;, @] als Zerfallsgrenze (entspre-
chend der anschaulichen Bedeutung des Wortes) die Abszisse
des rechten Endquerschnitts der Saule [g (7)), L1; g () =g (71).
In beiden Féllen kann in einem bestimmten Zeitpunkt 7, eine
feste Zerfallsgrenze g (7;) > ¢ (7j) auftreten. Dann &ndere man
wie soeben iiber dem analogen Teil von € mit der Spitze in (g (73),
7)) die (eventuell bereits modifizierte) Fldche ¢ (2,?) ab gemaéiss
der neuen Randbedingung p [g (z3), t] — 0, usw.

Die den verschiedenen Zeitpunkten zugeordneten Zerfalls-
grenzen liegen auf einer, in einzelnen Zeitpunkten moglicher-
weise unstetigen, Kurve 2 — g (t), Abb. 4. Wo die Zerfallsgrenze
zuriickweicht, gilt wegen (14):
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Ueber dem in Abb. 4 hervorgehobenen, das Rechteck & um-

fassenden Bereich ¥ ist jetzt der aus dem Anfangszustand und

den jeweiligen Randbedingungen zwangsldufig konstruierte Zu-

standsverlauf offenbar realisierbar und darum nach der voran-
gehenden Nummer der wirkliche.

Benennen wir einen die S&ule [0, L] mit der Geschwindig-
keit | @ durchlaufenden Beobachter nach dem Zeitpunkt & seiner
Ankunft am Diisenende D. Ein friih genug am Pumpenende P
abgehender Beobachter ¢ sieht das noch vor ihm liegende Stiick
der Strecke [0, L] immer als intakte S#ule; der Fahrplan des
spitesten Beobachters 7,, fiir den dies noch zutrifft, * — L }
a(t—1tp,), ist in Abb. 4 eingezeichnet. Fir T <t <7, ist
¢ (L, t) — ¢ (0, t — T) und fillt die Schnittkurve ¢ (L, t) der
endgiiltigen Flédche ¢ (x, t) mit der Ebene  — L in jene der
zuerst errichteten, unkorrigierten Fldche.
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(Schluss folgt.)

P(x-ah)

P(x-al) B(x-ato)

Blx-aty)

~ rsti~to) t=t, E=to

X=g(tn*4t) Xo=g(Tx)

Abb. 5. Weichende Zerfallsgrenze Abb. 6. Feste Zerfallsgrenze

Vet i t=t,
b=ty Vix+at;) Yix+at,)
Xo=X1=9(tr) % . i b 4
C

Abb. 7. Grenzfille mit weichender Zerfallsgrenze
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