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Genauere Differenzengleichungen zur Berechnung gebogener Platten

Von Dipl. Ing. E. AMSTUTZ, Mitarbeiter von Prof. Dr. F. Stiissi, Ziirich

Die strenge Berechnung biegsamer Platten stosst in der Praxis
immer noch auf Schwierigkeiten. Reihenentwicklungen sind meist
sehr umstidndlich zu handhaben, aber auch die Losung mittels
Differenzengleichungen wird durch die numerische Ausrechnung
fast ebenso umfangreich.

Den Bediirfnissen der Praxis entspricht wohl am besten die
Methode von Dr. H. Marcus.!) Darnach ldsst sich die Differential-
gleichung fiir die Plattendurchbiegung durch Systeme von Dif-
ferenzengleichungen ersetzen, indem man die Platte durch ein
Netz unterteilt und fiir jeden Netzpunkt eine Differenzenglei-
chung anschreibt. Die Genauigkeit des Verfahrens steigert sich
mit engerer Netzteilung, zugleich nimmt aber auch die Zahl der
Gleichungen und Unbekannten rasch zu. Um zum Beispiel eine
quadratische Platte mit befriedigender Genauigkeit zu unter-
suchen, ist die Quadratseite in mindestens acht Felder zu teilen.
Es sind also bei allgemeiner Belastung 49 Gleichungen mit 49
Unbekannten aufzulésen, die sich allerdings im Falle zweiseitiger
Symmetrie auf 10 reduzieren lassen. Damit diese Theorie die in
der Praxis noch oft verwendete aber ginzlich unzuldngliche
Streifenmethode verdringen kann, ist es erforderlich, das Ver-
fahren von H. Marcus soweit zu verbessern, dass selbst mit sehr
weiter Netzteilung praktisch noch genaue Resultate erzielt werden.
Dies ist das Ziel vorliegender Untersuchung.

Bezeichnen z, y die rechtwinkligen Koordinaten eines Platten-
punktes, { die Durchbiegung der Platte unter der Belastung p

m? Ed3

und N o die Plattensteifigkeit, so lautet die Be-
stimmungsgleichung fiir die Durchbiegung der Platte:

it ¥y, L p

dxt dx?dy? dy* N
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Sie ldsst sich durch Einfithren einer Hilfsgrosse M in zwei Glei-
chungen aufspalten: gl ———aEM = __02z L’ﬂz = il
g P o -+ ov P ) 99E

Um diese Differentialgleichungen in Differenzengleichungen
iiberzufiihren, ersetzt Marcus im Bereiche des untersuchten
Punktes die M-, bezw. z-Fldche durch ein Paraboloid. Ich will
hingegen eine entsprechende Voraussetzung nicht fiir M und 2z
selber, sondern fiir ihre zweiten Ableitungen nach den Koordi-
naten machen, wodurch die Genauigkeit des Verfahrens offen-
sichtlich stark erhoht wird. Zu diesem Zweck verwende ich die
bekannten Beziehungen ?) zwischen einer Grosse und ihrer zweiten
Ableitung, die sich aus den Eigenschaften des Seilpolygones er-
ergeben, wenn diese Grosse als Durchhang eines Seiles gedeutet
wird, das unter dem Horizontalzug 1 steht und mit der zweiten
Ableitung der Grosse belastet ist (vergl
Abb. 1).

Die Seillinie 2 wird durch das Sehnen-
polygon ersetzt, sofern die Knotenlast
K, d.i. der Auflagerdruck der benach-
barten Felder, als Belastung gewéhlt
wird. Es ist daher

i ir!r—] __‘27271114’ Pm+1

Ich nehme an, dass die Belastungs-
funktion 2z stetig sei und kann sie da-
her im Bereiche m — 1 bis m - 1 durch eine Parabel ersetzen
(im Falle unstetiger Belastung wie Einzel- oder Streckenlasten
wire zweckmissiger linearer Verlauf anzunehmen). Es gilt
somit anderseits auch

A
Km 12 (B"m—1+4 102"y + 2", 4.1)
und wir gewinnen die Beziehung
12
2 (Zm—1— 2 Zm + Zm + 1] =Ry e T + 10 2'"m %‘ 2'"m+1 (1)

1) Dr. H. Marcus : Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung
auf die Berechnung biegsamer Platten.

2) Dr. F. Stiissi: Baustatische Methoden, «SBZ» Band 107, Seite 277
(20. Juni 1936).

Diese Beziehung ldsst sich fiir die 9 Punkte des Plattenab-
schnittes der Abb. 2 (unten) sechsmal anschreiben:

12x (zi—22k +21) aa; (2; 4+ 10 25 + 21)
)102‘ (2, —22%+2m) = 60;2 (n + 102 + 2m)
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Addiere ich die beiden zehnfach genommenen ersten Glei-
chungen mit den iibrigen, so treten die zweiten Ableitungen nur

2z 2 2
noch in der Verbindung % L g

auf, wofiir ich den Wert

Jy?
— M einsetze und erhalte:
12
Ve (ZOzk+22,,,+2z,,—10z,-——10z,—z,,—zp—zq—z,)
vix
12
+-)2 (20z,c+2z,-+221—102,,.——102,,—20—2,,—zq—z,)
2
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was sich symbolisch auch so schreiben ldsst
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Fiir 4, —1,—2 gilt speziell:
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Entsprechende Gleichungen gelten zwischen M und p, wenn
man z durch M und M durch p ersetzt.

Der frei aufliegende Rand einer Platte ist charakterisiert
durch M — o und 2 — o, und es gelingt daher in einer ersten
Berechnungsstufe die Werte M zu ermitteln und daraus in der
zweiten Stufe die elastische Fldche {, bezw. z festzulegen. Es
bleibt noch die Aufgabe zu 1dsen, aus der elastischen Flédche die
Beanspruchungen, insbesondere die Biegungsmomente der Platte
zu ermitteln. Dazu greife ich auf die Gleichung (1) zuriick, die
ich fiir jeden Punkt einer Netzlinie anschreiben kann. Diese nur
dreigliedrigen Gleichungssysteme sind mit geringem Aufwand
nach 2" auflosbar, sodass anhand der bekannten Beziehung

—02% 1 02z
Me= @i~ T m P
die biegenden Momente berechnet werden koénnen.

Von Interesse ist oft noch der Verlauf der Auflagerkréfte.

Diese setzen sich zusammen aus der Rand-Scherkraft

i om
= ox
und den zusitzlichen Auflagerkriften
. Alxy m-—1 g3z
. dy T Tm 0wo y?
die die Rand-Drillungsmo-
q n r n st mente ersetzen sollen (vergl.

Ay Abb. 3). Beachten wir, dass

fy ; X 1 L L 4 auf dem Rande nicht nur z
£ o jy und M, sondern auch ihre
Ay ¢ o p . simtlichen Ableitungen nach
- vy zu Null werden, so folgen

A==t = A Abb. 3 aus der Plattengleichung die
Abb, 2 weiteren Beziehungen :
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Zur Berechnung der Randquerkraft finden wir die erste
Derivierte wieder aus den Eigenschaften des Seilpolygons (Abb. 4).

e
Der Winkel 2
ox

setzt sich ndmlich zusammen

und dem Sehnen-

aus der Sehnenneigung
X

Tangenten-Winkel, der bekanntlich gleich dem | 3

Auflagerdruck der M'-Fldche in k ist. Ich er- <2

Abb. 4

setze die M''-Flidche im Bereiche k bis I durch
eine Gerade und erhalte:
21s oM - M, 5 P 5. 02 My, ()2M1)
Qo S 6 0 x? 02

2 2
worin oMy = — py, ist. o Mil will ich noch zur Erhéhung der

dx? o x?
Genauigkeit durch die andere partielle Ableitung ausdriicken und

2 92 M

erhalte: aaik_’,’ =—p— Uayql . Da das zweite Glied gegeniiber

p; klein ist, geniigt es, den Verlauf von M iiber die Punkter —1 —p
als parabelformig vorauszusetzen, womit

oM, =, 1] 2M—M,— M,
dy: 22y
wird, und die Rand-Scherkraft erhalte ich zu
M A Y3
vl @) — - @M — M, — M) (3)
Ay 6l 622,
4
Ganz entsprechend finde ich, wenn ich noch % =
dx20y?

beachte, die zusitzlichen Auflagerdriicke:
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die Glieder z” wurden schon bei der Momentenbestimmung be-
rechnet.

Um die Wirksamkeit der dargelegten Methode zu belegen,
untersuche ich im folgenden eine quadratische frei aufliegende
Platte von der Seitenldnge I mit der konstanten Belastung p.

Ueberraschend gute Resultate ergibt schon ein Netz mit

b —=hy— % d. h. mit einem einzigen Netzpunkt. Die Beziehungen

(2) lauten: 20 M — i‘;gﬁ, ferner, da fiir den Rand M — o ist,
100 M 22
D012 e AL
0 2 o1
Somit folgt =z — 3 M= E 1A
& S er e o56
—02z 22 3 3
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und daher ergibt sich mit m — co (keine Querkontraktion) unter
Beachtung der Symmetrie das Biegungsmoment in Plattenmitte zu
3
80
Fir den Auflagerdruck in Mitte der Plattenseite erhalte ich
schliesslich nach Formel (3) und (4) und in der selben Reihenfolge:
» = (0,30 4- 0,50 —0,10) p . =0,35p1; »' — (0,154 0,05) p A—0,10p1
a=v 4+ v = 0,450 pl

My = My = pl2

1
Ich habe die Rechnung mit l:Td' h. mit drei Unbekann-

ten wiederholt. Die Resultate sind zum Vergleich mit den Werten

oS
von Marcus fiir m — TO in folgender Tafel zusammengestellt:

Cmax Mmax Pmax Umax

Genauer Wert 0,00406 0,0479 0,337 =

1

Netz mit 1 = T 0,00391 0,0487 0,350 0,420
Netz mit 1 — % 0,00406 0,0479 0,339 0,418
Nach Marcus mit 1 — 711 0,00403 0,0457 0,344 0,415
Nach Marcus mit 2 — _;4 0,00406 0,0473 0,339 0,419
s : 1 1

/) N . pl. - - p

Es zeigt sich deutlich, dass mit einem halb so engen Netz
die selbe oder noch grossere Genauigkeit (insbesondere fiir die
Momente) erzielt wird als nach Marcus, m. a. W. die Zahl der
Gleichungen und Unbekannten kann auf den dritten bis vierten
Teil herabgesetzt werden.

Die guten Werte, die ich mit einem einzigen Netzpunkt er-
hielt, veranlassten mich, Ndherungsformeln fiir eine rechteckige
Platte von der Linge ! und der Breite b abzuleiten. Gleichung
(2) lautet fiir die Plattenmitte

4 4 144 3 12b2
2°<ze +F)M:ﬁp M=35? 5y
4 4 100 1 14 bt
und analog 20 (T+T) Fe=ias z:GTpv—(p_*_bg)g
Aus Gleichung (1) ergibt sich ferner 10z, i ‘.12 ==
Setze ich zudem m — co, wie es im Eisenbetonbau oft iiblich ist,
J 3 12 bt
so betragen die Momente m; — 0 P (lﬂ—_;-b?—ﬁ
Siae 3 14 b2
*= 20 P o

Der Unterschied gegeniiber der Streifenmethode zeigt sich —
abgesehen vom Zahlenfaktor — darin, dass im Nenner das Doppel-
produkt 212 b2 hinzutritt, das die Drillingssteifigkeit der Platte
zum Ausdruck bringt. — Die Formeln gelten vorziiglich, solange
das Seitenverhiltnis der Platte den Wert 2:1 nicht wesentlich
iibersteigt, und zwar approximitiert m; das maximale Moment
in Lédngsrichtung der Platte. Fiiir 7: b — 2 ergibt sich beispielsweise

2} b bt
b= Poye= W00 -2y
12 . 2
My — 125 p b2 — 0,0960 - p b2
ml:%-pl?zo,OOGO-pl2

Die Behauptung ist jedenfalls gerechtfertigt, dass diese Werte

4
noch genauer sind als jene, die Marcus aus einem Netz mit 2 — T
b4
{—=—0,0103-p -~
myp — 0,0938 - p b2
max
my; =~ 0,00582 - p1?
wenn man sich erinnert, dass Marcus schon bei der quadratischen
Platte etwas zu kleine Momente erhielt.

findet, ndmlich

Zur Frage der Liiftung langer Autotunnel

Die unter diesem Titel in der «SBZ» vom 30. April 1938
erschienene Abhandlung von Prof. Dr. C. Andreae veranlasst
mich, zu dieser Frage einige erginzende und kritische Bemer-
kungen anzubringen.

Die Motorisierung der Landstrasse hat die Auffassung iiber
die Anlage von Strassen — besonders im Gebirge — in den
letzten Jahren gedndert. Bei dem grossen Kostenaufwand, den
solche Strassen heute bedingen, muss man sich fragen, ob es
zweckmissig sei, sie so zu bauen, dass sie nur vier bis fiinf
Monate des Jahres befahrbar sind. Die Frage stellt sich sowohl
vom volkswirtschaftlichen, wie auch vom militdrischen Stand-
punkt. Diese Ueberlegung hat in jlingerer Zeit mehrere Projekte
mit ldngern Autotunneln entstehen lassen. Dabei sind leider auch
solche aufgetaucht und der Oeffentlichkeit aufgedringt worden,
die besser unterblieben wiren'), da sie technisch zu wenig stu-
diert und derart sind, dass sie einer Opposition rufen mussten,
woraus dann eine zu sehr verallgemeinernde Voreingenommenheit
gegen alle soiche Projekte mit langen Tunneln entstand.

Wie Prof. Andreae in seiner Abhandlung ausfiihrt, ist die
Liiftung das wichtigste Problem, das bei der Projektierung
langer Autotunnel abzukldren ist. Die von ihm entwickelten
Grundsédtze sind u. a. beim Projekt fiir den Gotthardtunnel
(«SBZ» 1935, Bd. 106, S. 171%), sowie beim hier veroffentlichten
Projekt fiir einen Titlis-Tunnel (Verbindung des Engelberger-
tales mit der im Bau begriffenen Sustenstrasse, Abb. 1 und 2)
von 5,8 km Lénge, bereits beriicksichtigt worden. Fiir den Ent-
wurf der Liiftungsanlage des zweitgenannten hat der Unter-
zeichnete eingehende Beobachtungen im Scheide-Tunnel in Ant-
werpen?), und im Mersey-Tunnel in Liverpool®) durchgefiihrt, die
ihn ebenfalls zum eindeutigen Schlusse fiihrten, dass fiir einen
langen Autotunnel nur Querliiftung in Betracht
kommen kann. Allein, die Losungen, die bei den bereits be-

1) z. B. Simplon, vergl. «<SBZ» Bd. 106, S. 174*! —
?2) Bd. 106, S. 168*. — %) Bd. 106, S. 160*.
(Ein * bedeutet stets, dass der betreffende Artikel illustriert ist. Red.)

Red.
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