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Ueber eine einfache Methode zur Bestimmung von Momenten

Von MARTIN BAUMANN, Dipl. Ing., Ziirich

Die Bestimmung von Massenmomenten ist eine Aufgabe, die
der Konstrukteur hédufig zu losen hat. Beispielsweise spielt die
genaue Bestimmung von Trégheits- und Deviationsmomenten
eine wichtige Rolle beim Entwurf von Verstellpropellern fiir Luft-
und Wasserfahrzeuge. An anderer Stelle!) wurde gezeigt, wie
Momente beliebiger Ordnung, z. B. auch Massenmomente von
beliebig gestalteten Korpern, auf neuartige Weise einfach ermit-
telt werden kénnen. Die Methode wird hier kurz beschrieben und
ihre vielseitige Verwendbarkeit an Beispielen aus dem Maschinen-
bau gezeigt. Eine Rechentafel (Schablone) wird angegeben, die
die Berechnung wesentlich erleichtert.

Bestimmung von axialen Momenten.
Es sei das Moment beliebiger Ordnung einer Flidche F um

ein beliebiges Axenkreuz, d. h. das iiber F zu erstreckende Dop-
pelintegral

0 :fF/‘xmyndxdy

zu bestimmen. Darin bedeuten x# und y die Abstdnde eines Fli-
chenelements df — dxdy von den beiden Axen.
Wir schreiben dieses Integral in folgender Form
m-41 n+1
a=ffd<2:1)d(i+1 )= k % (m +11) Gk
R Yy F
Die hier ausgefiihrte Transformation (Umformung) § = k zm"" +1

und y = Icy y" +1 (km, ky konstant) bedeutet den Uebergang von
der z, y-Ebene auf eine &, 7-Ebene, wobei das urspriingliche
Flachenstiick F auf ein Flachenstiick F* (Hilfsflache) abgebildet
wird. Wenn wir dessen Inhalt — das rechts stehende Doppel-
Integral — gleichfals mit F'* bezeichnen, wird

9 __ 1 %2

T Ek,m D (m ¥ D i
Mit &k, und ky bezeichnen wir fiir das Aufzeichnen geeignete
Verkiirzungsbeiwerte in z- bezw. in y-Richtung.

Wir haben das einfache Ergebnis: Das iiber eine Flidche zu
erstreckende Doppelintegral ¢ — f f gmyn dr dy kann durch ein-
faches Umzeichnen der Berandungskurve an Hand der Trans-
formationsgleichungen und Flidchenbestimmungen genau gelost
werden.

Bestimmung von polaren Momenten.

Mit Hilfe der Transformation kann man auch polare Mo-
mente beliebiger Ordnung einfach ermitteln. Zum Beispiel ist
das polare Triagheitsmoment eines Fldchenstiicks bezliglich eines
Punktes 0 seiner Ebene das iiber das Fldchenstiick zu erstrek-
kende Integral

J, = [r2df
F

1) M. Bawmann: Praktische Anwendungen einer allgemeinen Integra-
tionsmethode zur Bestimmung von Momenten, «Der Stahlbauy, Heft 3, 1937,
Seite 22. Verlag von Wilhelm Ernst & Sohn, Berlin.

2) Ist a) m oder n, oder sind b) beide Zahlen ungerade, so ent-
sprechen bei der Abbildung jedem vom Nullpunkt verschiedenen
Punkt der &, z-Ebene a) zwei oder b) vier Punkte der x, y-Ebene.
Wird z.B.im Fall m =1, n—2 auf den Punkt &, 5 der Punkt z, y
abgebildet, so auch der Punkt — x, y. In diesem Fall wird das
Fldchenstiick F nur dann umkehrbar eindeutig auf das Fldchen-
stiick F'* abgebildet, wenn F ganz in einer der Halbebenen z > 0
oder z < 0 liegt. Im Falle m = 1, n — 1 nur dann, wenn F ganz
in einem Quadranten der z, y-Ebene liegt. Um eine umkehrbar
eindeutige Abbildung der Fldchenstiicke aufeinander, bei der
allein die obige Umgestaltung des Doppelintegrals erlaubt ist,
zu erhalten, hat man darum notigenfalls das Flidchenstiick F' in
hochstens vier Stiicke zu unterteilen, deren jedes ganz in einer
Halbebene, bezw. ganz in einem Quadranten liegt (vergl. die
Beispiele an der in Fussnote ') angefiihrten Stelle). Ueber das
Vorzeichen des Moments der jeweiligen Teilfliche kann kein
Zweifel bestehen.

Dabei bedeutet r den Abstand des Flidchenelements df = (r dg) dr
vom Bezugspunkt 0, vergl. Abb. 1.

Wir schreiben dieses Integral in folgender Form
T

2x Ta 1 2
J, = fdgpfrs dr :-Tf‘ra* (¢) do,
0 0 0

vergl. Abb. 1. Zur graphischen Integration zeichnet man die Kurve
R, (p) =k, 7,2(9),
wo k_ein geeigneter Verkiirzungsbeiwert in radialer Richtung ist.

Die von dieser neuen Kurve eingeschlossene Fliche (Hilfs-
flache) ist

1 2x 1 2=
F* — TOfRz((p) dp = Tkr:’{r; () dg
Somit ist
1
— #*
Jo= e F

Ein Beispiel : Zur Berechnung der kritischen Drehzahlen von
Kurbelwellen ist die genaue Kenntnis der polaren Massentrig-
heitsmomente der Einzelteile beziiglich der Drehaxe erforderlich.
In Abb. 1 ist ein Kurbel-
arm eines Dieselmotors
dargestellt. Aus Symme-
triegriinden braucht nur
eine Hilfte der Beran-
dung P(“, 2) transfor-
miert zu werden. Zum
Aufzeichnen der gestri-
chelt gezeichneten Kurve
P*(Rn. ) geniigt, wie
auch bei den spéteren
Beispielen, das Ermitteln
weniger Punkte. In un-
serem Beispiel wurde
k.= 1/, gewdhlt. Wir

F*
erhalten o 100,9cm?.

Das polare Tréagheits-
moment beziiglich des
Punktes 0 wird

7 1 F*

JRlr T

= 10090 cm*. i

Schon aus diesem Bei-
spiel geht die Anschau-
lichkeit der Methode her- 14
vor. Schneiden wir z. B.
die Ecke E am Kurbel-
arm weg, so wird das
A F* 8,5
F* e aka 100,9
Dadurch kann bekanntlich die Eigenschwingungszahl der Kur-
belwelle erhoht werden.

Abb. 1. Ermittlung des polaren Trigheits-
moments beziiglich O

Tréagheitsmoment um - 100 = 8,5%/, kleiner.

Weitere Anwendungen.

1. Ermittlung von Massenmomenten.

Je nach der Aufgabe wird man die Losung vorteilhaft teils
graphisch, teils analytisch suchen. Dies werden die folgenden
Beispiele zeigen. Es sollen zunichst die Trdgheitsmomente eines
Massenkérpers beziiglich der drei Raumebenen ermittelt werden.
Aus den Trégheitsmomenten kann man mit dem Mohrschen Trig-
heitskreis das Fliehmoment (Deviationsmoment) einfach ermit-
teln. Dies ist z. B. wichtig bei der Bestimmung der Ausgleichs-
gewichte von Verstellpropellern.

In Abb. 2 ist ein solcher Ausgleichkorper, ein Ausschnitt aus
einem Umdrehungskorper mit dem Zentriwinkel ¢ , dargestellt.

Die z-Axe falle mit der Propelleraxe zusammen, und eine Paral-
lele zur y-Axe sei die Motoraxe, vergleiche Abb. 3. Die tech-
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Abb. 2. Ausgleichgewicht fiir Verstellpropeller

nische Funktion eines solchen Ausgleichsgewichts ist kurz fol-
gende: Die Fliehkrédfte im Propeller suchen diesen in die Brems-
stellung (flache Stellung) zu drehen. Die Fliehkrédfte des Aus-
gleichsgewichts sollen nun diesen Kréften entgegenwirken, so
dass die Regulierarbeit moglichst klein wird.
Die Masse des Raumelements dV betrédgt in Polarkoordinaten,
Abb. 2, .
aM — Y av = 7 rdgadradz,
g9 g

wo y das spezifische Gewicht des Werkstoffes in gr/cm?® und
g = 981 cm/sec? die Erdbeschleunigung bedeuten (Rechnungsein-
heiten: cm, gr, sec). Ferner ist x — 2, y =7rcos ¢, 2 =rsing
und das Massentridgheitsmoment beziiglich der xy-Ebene betrdgt

Pa
o5

J; =fz‘-’dM: ;TIF[ rddrdx(rf sin2 pdp = %c'h ijd (rt) dx
— 2’

¢ =1, (p, —sin ¢ ) ist vorliegendenfalls (¢, = 35°) = 0,0185.
Das letzte Doppelintegral kann man zeichnerisch mittels der
Transformation R — k_r! ermitteln. In Abb. 4 ist k= 1/,;, ge-
wahlt. Mit F* — 28,5 cm? erhédlt man fiir Gusseisen (y = 7,25 gr
pro cm?) :
s 0
J, =

1™ g 4k,
Die Ermittlung des Tradgheitsmomentes beziiglich der xz-Ebene
erfolgt in grundsétzlich gleicher Weise.

Es wird

F* — 0,195 gr em sec?.

g P tsing,
I—"g 2.4k,
Aus diesen Massentriagheitsmomenten J ; und J;; kann man nun
in bekannter Weise mit Hilfe des Mohrschen Trigheitskreises
das gesuchte Massenfliehmoment J I fiir eine beliebige Aus-
lenkung der Symmetrie-Meridianebene aus der xy-Ebene finden.
Um an einem Beispiel zu zeigen, wie in beiden Koordinaten-
richtungen transformiert werden kann, wird noch das Tréagheits-
moment beziiglich der yz-Ebene bestimmt.
Wir erhalten

F* — 6,23 gr cm sec?.

;'(fi _’_(fL H‘d&dR,
g - J 69k, Kk, . e

wobei R = krr:’ und & = kzxi‘, Abb. 5. Wir transformieren zu-
erst in der r-Richtung und erhalten die strichpunktiert gezeich-
nete Berandungskurve. Von dieser Kurve P(x Ra) ausgehend

ldsst sich die gesuchte Kurve P(L Ra) leicht einzeichnen.
Wir erhalten ‘

J”I:fxﬂsz [fx'—‘rdocdr:
b

b P
J,o o=+ % p%_ 0,409 grcmsec?
111 g 6k Kk, 0,409 g ec
2. Ermittlung der Rauminhalte von Umdrehungskorpern.
Das von Rotscher angegebene Verfahren?), ndmlich das Auf-
zeichnen von nd? (d —= 2ra) in radialer Richtung, ist ein Sonder-

3) Prof. Dr.-Ing. F. Rdétscher: Einfache Ver-
fahren zur Ermittlung des Schwerpunktes, des
Rauminhalts und der Momente héherer Ordnung,
«Z. VDI», Bd. 80 (1936), S.1351.

Abb. 3. Drehmomente
am Verstellpropeller

_ (t., t : 2500 x » :/:dr

.’.,l"

= f//’ iiiiiiiiiiiiiiiiiii i 72 1
| =
» R ——

91100---——----=--> s i
g 2200 oy

fall der Transformations-

methode. Es ist jedoch

einfacher, die Transfor-

mation R — krrﬂ vorzu-

nehmen. Der Rauminhalt

bestimmt sich fiir unsern

Korper zu

V= 29)7: F'—41,4 cm? x
T Abb. 7 und 8. Graphische Ermittlung

F’ ist der Inhalt der in der Massentrigheitsmomente von

Abb. 5 von der strich- Schwungridern

punktierten Kurve ein-

geschlossenen, nicht besonders hervorgehobenen Fléche.

R=k,-r*

21
k= zo00

3. Ermittlung der statischen Momente von Massenkorpern.
Das statische Moment des Rauminhalts beziiglich der zz-
Ebene wird

pa

P in 2%
8,,=[ydV = [[rdrdz [ cos ¢ dp = ;k g_ffd(ﬂ) da
F _ @a r F
2

Das Doppelintegral ist in Abb. 6 mit Hilfe der Transformation
R = k73 ermittelt worden. k_ wurde '/;, gew&hlt.

Somit wird
2sin 22

S 2

A _Skr F* — 178,2 cm4

4. Ermittlung der Massentrdgheitsmomente von Schwung-
radern?).

In Abb. 7 ist der halbe Schnitt eines Schwungrades darge-
stellt. Das Massentrdgheitsmoment beziiglich der Drehaxe ist

J :fr?dM: 2% %ffﬁdrdw

Das Doppelintegral ist das gleiche, das oben bei der Ermittlung
von J, auftrat. Die durch die Transformation R =k _r* (v in
cm gemessen!) in Abb. 8 erhaltene Fldche hat den Inhalt F* —
76,4 cm?, bei einem Verkiirzungsbeiwert k= !/, Zur Umrech-
nung auf m ist der Wert von F* durch 10!° zu teilen. Ferner
wurde der Schnitt in Bild 7 im Masstab M — 1/,, gezeichnet. Fir

1 3 3
den wirklichen Korper ist das Integral — — mal so gross. Wir

M>
erhalten somit als endgiiltige Gleichung
sl i *
T 29k, Mo10 F

Fiir ein Gusseisenrad wird J — 3545 kg m sec?.

Die Anteile einfacher Querschnitte wird man vorteilhafter
berechnen. Auch den Beitrag von Speichen kann man leicht be-
rechnen. Fiir einen Arm gilt folgende, praktisch genaue Beziehung

7= g5 (A +3VER +6R)n

Diese Gleichung stellt das Trdgheitsmoment eines Kegelstumpfes
beziiglich seiner Grundflidche /5 dar. Die Deck-
fliche ist F, und seine Hohe 7,.

"4) Vergl. das Verfahren von Rotscher an der in
Fussnote 3 zitierten Stelle.

F*=285cm?

[NSNNAANRY J’
Abb. 4. Ermittlung der Massentrigheits-
momente J1 und Jit

Abb. 5. Ermittlung des Massentrigheits-
moments Ji1 und des Rauminhalts V4

N SN
\ ;\g\g&\\ Rekyors

e
gy k=33

F*=544cm?

F*=296 m?

Abb. 6. Ermittlung des statischen Moments
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Die Schablone zur Ermittlung von Momenten (Abb.9) er-
moglicht das einfache und rasche Aufzeichnen der neuen Kurven
bezw. P(R, 8° Es ist dies eine Erweiterung eines in die-
sem Blatt beschriebenen Verfahrens?®).

Auf der rechteckigen Grundplatte A aus durchsichtigem
Werkstoff (z. B. Zelluloid) sind Parabeln der 2., 3. und 4. Ord-
nung, die entsprechend verkiirzt und gegeneinander verschoben
sind, durch feine Bohrungen dargestellt. Ferner ist darauf eine
durch den Ursprung 0% gehende Strahlenschar, sowie einige mit
der y-Achse gleichlaufende Geraden aufgezeichnet.

Die Anwendung dieser Schablone ist in Abb. 9 am Beispiel
eines Stromungsquerschnitts erldutert. Die Bezugsaxe wurde der
Einfachheit halber als Tangente des Querschnitts gewéhlt. Die
Schablone lisst man ldngs der Fiihrungsschiene B gleiten, die
so auf der Unterlage befestigt ist, dass sie die Bezugsaxe be-
rithrt. Die Ermittlung der Momente geschieht nun folgender-
massen. Zunichst ist ein Strahl zu wihlen. Im dargestellten
Beispiel ist dies Strahl 8. Zum Aufzeichnen einzelner Punkte ver-
schiebt man die Schablone und bringt z. B. den Punkt P mit
dem entsprechenden Punkt P* der Flachenberandung zur Dek-
kung. Die zugehdrigen Hilfspunkte P _*, P* und P* findet man

mittels Durchstechen bei den Bohrungen Ps, Pi und P,. So wird

man einige Punkte umzeichnen und die gestrichelt dargestellten
Linienziige erhalten, deren Flidcheninhalte ein Mass fiir die ge-
suchten Momente sind. Die in der Tafel angegebenen Beiwerte
s, i und p dienen zum Berechnen der Momente. Die durch die
Integration erhaltenen Beiwerte sowie die Verkiirzungsheiwerte
sind darin enthalten.
Z. B. ist das statische Moment der Fldche
Sx=3F8=1 . 32,1 = 32,1 cm3
Da der Flicheninhalt des Querschnitts F = 18,1 cm?® betrigt,
wird der Schwerpunktsabstand von der Bezugsaxe
o 32,1
==
F 18,1
Das Trigheitsmoment ist
J,=1F=4-157 = 62,8 cm*
und beziiglich der Schweraxe wird
Jg =J, — n*?F =628 — 1,772 . 18,1 — 5,8 cm?
Fiir das Moment der 4. Ordnung erhalten wir
Jp = pr — 18 . 9,65 — 173,7 cm?
Will man die Momente moglichst genau ermitteln, so wird man
danach trachten, grosse Hilfsflichen F , F; und Fp zu erhalten.

In unserem Beispiel hétten wir dies erreichen konnen durch
Wahl der Geraden 7 statt der Geraden 8. Auch wird die direkte

Pe, n)’

-—— 1,77 cm

5) M. Baumann, Neue Methode zur Bestimmung des Trégheitsmomentes
eines beliebigen Querschnitts, «<SBZ», Bd. 104, 1934, Nr. 11, S. 121.

Ermittlung des Trigheitsmomentes beziiglich der Schweraxe ge-
nauer als die nachherige Berechnung.

Ferner kénnen noch folgende Momente mit Hilfe der Schab-
lone ermittelt werden. Zum Aufzeichnen sind die entsprechenden
Parabeln zu verwenden. Das Deviationsmoment (Fliehmoment)

— 4
ny = 8,8, Fp, cm

wo mit s, und s, die entsprechenden Beiwerte in den beiden Ax-
richtungen bezeichnet werden (Transformation in beiden AXx-
richtungen notwendig). Die Hilfsflichen des I und III. Quad-
ranten sind positiv, diejenigen des II. und IV. sind negativ zu
zdhlen.
Das polare Triagheitsmoment
J, = o F, cm*

Zum Bestimmen einzelner Hilfspunkte kann man folgendermassen
vorgehen. Man bringt z. B. den Punkt C der Schablone mit dem
Bezugspunkt 0 zur Deckung, dreht die Schablone, bis der Punkt
D (bei Wahl der Geraden 10) mit einem Punkt der Berandung
iibereinstimmt und sticht den gesuchten Punkt bei P, durch,

vergl. Abb. 1.
Das Massentragheitsmoment von Schwungréddern
27y P N
T 5 100 Fp kg m sec?

Darin bedeutet M den Zeichnungsmasstab.
Der Rauminhalt von Umdrehungskorpern
V=2nsF, cm?
Die Masse von Umdrehungskorpern

2ny

M—=_"—°"8F Se St kg cm sec?
g 8 g

% hat folgende numerische Werte: fiir Gusseisen 739 und fiir

Stahlguss 800 kg m— % sec?.

Fliehkraft und Verstellpropeller

In dem vorangehenden Aufsatz von Ing. M. Baumann ver-
anschaulicht Abb. 3, S. 114 die Tatsache, dass die Fliehkraft einen
(statisch und dynamisch ausbalancierten) Propeller nicht nur
auf Zug, sondern auch auf Torsion beansprucht. Die Verhdlt-
nisse lassen sich im Wesentlichen an dem in der umstehenden
Abb. 1 skizzierten Modell erliutern, bestehend aus einem Kliimp-
chen von der Masse m und drei rechtwinklig aneinandergefiigten,
starren, masselosen Stdben (stark ausgezogen) von den Lingen
x,y, 2. Dieses starre System S sei, in O befestigt, um die x-Axe
(Fliigelaxe) drehbar. Denkt man sich zur weiteren Vereinfachung
die Schwerkraft aufgehoben, so bleibt der Massenpunkt m, ein-
mal ruhend, in Bezug auf das gezeichnete Koordinatenkreuz an

seinem Platz — sofern dieses Kreuz selber ruht.

Liuft aber die 2-Axe um die y-Axe (Motoraxe)

ny=$,-52-fw

/ 0 ' B ° mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit « um
14| 16 |asel 4at0 | 266 (1% inen 000E BECSR L semen Beobachier B
2 est an die Motorax nen Beo er
100 cm 481 29,128l B0 I das System S keineswegs in Ruhe (geschweige
Schablone 12 [ 958484 o 25 89,7 denn fiir einen ruhenden Beobachter), sondern
a 11| 4 32| 288 16 beginnt eine (pendelnde) Drehbewegung um die
S 10| 2,5 [16|112,5 | 6,25 x-Axe. Dies bekanntlich darum, weil fiir B der
9|16 | 8 | 46,1 | 2,56 Massenpunkt m sich nicht kréftefrei verhdlt
Ermittlung von Momenten 8] .1.1]4 18 1 (auch fiir einen ruhenden Beobachter nicht:
70063| 2| 7,15 | 0,397 Zwangskraft der Stange z!), sondern so, als ob
6|040( 1| 2,88 | 0,160 er }sx;cix in einem tl.‘adiéil (;ron Iizl:el;fy-Axe wegge-
2 richteten, proportional der Entfernung a von
i g'iz 152 (1)’12? 8’?)225 dieser anwachsenden Kraftfeld, dem Feld der
’ <ot 3 Zentrifugalkraft, befinde. Diese Kraft, vom Be-
S =s5-f S10,104/s| 0:1801.0,040 trag m w*a, iibt auf 8 ein Drehmoment von der
Toimiiof 20,063|'/,; [ 0,0715| 0,0040  Stéirke mw*yz in dem durch den Pfeil angedeu-
B-ph 10,040|/,, | 0,0288| 0,0016  teten Sinn um die z-Axe aus. Soll § relativ zu B

in Ruhe verharren, so ist
auf S ein diesem Moment
entgegengesetzt gleiches
auszuiiben.

Denken wir uns dieses
primitive Modell zu einem
um die ax-Axe verstellbaren
Propellerfliigel ausgestaltet,
von dem in Abb. 1 ein Quer-
schnitt, in der Entfernung »

von O, angedeutet ist. Ein
X-Axe

o mit dem Fliigel fest ver-
B bundenes Axenkreuz x, 7, &
falle in der zunéchst be-

Abb. 9.

Schablone zur Ermittlung von Momenten (Abbildung 4/10 natiirlicher Grosse)

trachteten «Ausgangsstel-
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