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Nr. 7

Die Methode der Grundkoordinaten.
Von Dr. sc. techn. GUSTAV E, KRUCK, Ing. Ziirich.

Abriss einer Deformationsmethode zur Berechnung ebener, biegungsfester Rahmen-
werke mit geraden oder gekriimmten Stidben.

Die gebriauchliche analytische Kriftemethode zur
Berechnung statisch unbestimmter Systeme gewinnt die
Bestimmungsgleichungen der Ueberzihligen durch Betrach-
tung der Formanderungen am statisch bestimmten Haupt-
system. Umgekehrt erhalten wir in der Deformations-
methode die Bestimmungsgrossen der Forminderung aus
Gleichungen statischen Inhaltes.

In weitaus den meisten Fillen fragen wir in erster
Linie nach der Beanspruchung des Bauwerkes und nicht
nach seiner Verformung. In diesem Sinne ist die Berech-
nung nach der Deformationsmethode ein Umweg. Bei viel-
fach statisch unbestimmten Systemen, wie sie namentlich
durch die Eisenbetonbauweise bedingt werden, ist aber oft
die Zahl der zu bestimmenden Unbekannten nach der De-
formationsmethode erheblich geringer als nach der Krifte-
methode. In der Methode der Grundkoordinaten kommen
als weitere Vorteile die einfache Aufstellung der Bestim-
mungsgleichungen der Unbekannten und die rasche Berech-
nung der Koeffizienten und Lastglieder hinzu. Diese Me-
thode ist eine Weiterentwicklung der Deformationsmethode,
die Dr. Ing. L. Mann in seinem Buche ,Theorie der Rah-
menwerke auf neuer Grundlage“ (Berlin 1927, Verlag von
Julius Springer) dargestellt hat. Mann nennt die Bestim-
mungsgrossen der Forminderung Grundkoordinaten; die-
sen Namen habe ich tibernommen und zur Bezeichnung
der Methode gewihlt.

1. Grundbegriffe.

Wir denken uns im Rahmenwerke alle Knoten heraus-
geschnitten und ersetzen die dabei frei werdenden inneren
Spannungen durch die Anschlussmomente 4/, die Zugkrifte
H und die Querkrafte Q. Das zwischen zwei Knoten heraus-
geschnittene Bauglied nennen wir einen Stab. Anschluss-
momente, die gegen den Uhrzeigersinn auf den Stab und
im Uhrzeigersinn auf den Knoten einwirken, bezeichnen
wir als positiv; ebenso die Querkrifte, die den Stab gegen
den Uhrzeigersinn zu drehen trachten (Abb. 1).

i
< < ‘AL’
Abb. 2
E i Wir betrachten einen be-

Hi/ liebigen Stab » zwischen den
L W T g? Knoten 7 und % (Abb. 2). Die
: ; Lange der Stabsehne 72 im
/ spannungslosen Zustande sei
AbD. 1 s /.. Durch die Angabe der Ver-
drehung der Stabendquer-
schnitte inbezug auf die Stabsehne und die Angabe der
Sehnenverlingerung ist die Verzerrung des Stabes ein-
deutig festgelegt, Wir nennen die Grossen a; a; und
Al, Stabkoordinaten. Entsprechend dem Sinn der Einspann-
krifte bezeichnen wir die Verdrehungen a positiv im Sinn
gegen den Uhrzeiger und A/ positiv als Verlingerung.
Diese Stabkoordinaten bilden ein System geometrisch
voneinander abhingiger Grossen. Die voneinander unab-

hingigen Verdrehungen und Verschiebungen, welche die
Verformung des Rahmenwerkes eindeutig festlegen, nennen
wir nach Mann Grundkoordinaten. Sie sind die Bestim-
mungsgrossen der Deformationsmethode entsprechend den
Ueberzahligen in der Kréftemethode.

Den Anschluss von Stiben an starre Widerlager
nennen wir feste Knoten; wo nur Stabe zusammenstossen,
sind freie Knoten. Die Anzahl der freien Knoten betrage
n; g davon seien Gelenkknoten, wo alle Stibe gelenkig
angeschlossen sind. Bewegliche Auflager ersetzen wir durch
gelenkig angeschlossene fiktive Auflagerstibe.

Als erste Gruppe der Grundkoordinaten wihlen wir
die Knotendrehwinkel v; ¢ = 1 -+ # — g, der freien Knoten,
positiv im Sinne des Uhrzeigers gemessen.

Die voneinander unabhingigen Knotenpunktsverlager-
ungen Ay, m = I — p, bilden die zweite Gruppe der Grund-
Koordinaten. In der Ebene sind zur Festlegung der Ver-
schiebung eines Knotens 21 nétig, so dass die Zahl der
Grundkoordinaten im Ganzen 37 — g betragt.

Dies gilt nur fiir den Fall, dass wir die Lingenin-
derungen der Stibe als unbekannt voraussetzen. In Rah-
menwerken sind die Langeninderungen der geraden Stibe
infolge der Normalkrifte so gering, dass sie entweder nicht
bertcksichtigt zu werden brauchen, oder durch Naherungs-
werte ersetzt werden konnen. Auch die Lingendnderungen
infolge der Temperatureinflisse setzt man tblicherweise
= ¢ 41"/ (¢ = Ausdehnungskoeffizient, 4/ — Temperatur-
unterschied, / = Stablange), ohne die infolge der Verzer-
rung des Rahmens entstehenden Normalkréfte zu beriick-
sichtigen. Analog hat Mohr bei der Bestimmung der Neben-
spannungen in Fachwerken mit steifen Knoten die Lingen-
anderungen der Stiabe durch Niherungswerte ersetzt, indem
er sie im Fachwerk mit gelenkigen Knoten bestimmte.

Die vereinfachende Annahme, in geraden Stiben den
Einfluss der Normalkrifte auf die Formanderung nicht zu
berticksichtigen, fiihrt in der Kriftemethode nur zu einer
einfacheren Berechnung der Koeffizienten, mit welchen die
Ueberzahligen in ihren Bestimmungsgleichungen multipli-
ziert sind. Beriicksichtigen wir in der Deformationsmethode
die Langenanderungen der geraden Stibe nur genihert,
so vermindert dies die Zahl der Unbekannten wesentlich.

Die unbekannten Knotenpunktsverlagerungen 1 erkennt
man am schnellsten aus der Beweglichkeit der kinemati-

). v
A it 3 Ay {
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Ke/;e G mit ;’;'/(/*/'ven Zusafz:;sben
Abb. 3

Rahmen

schen Kette G, die dadurch entsteht, dass im Rahmenwerk
alle steifen Knoten durch Gelenke ersetzt werden. Als
Glieder der Kette sind nur die geraden Stibe zu verwen-
den, deren Lingeninderungen wir naherungsweise als be-
kannt voraussetzen. Anschaulich kdnnen wir die Knoten-
punktsverlagerungen 1 in Richtung von fiktiven Zusatzsti-
ben annehmen, die wir der oben beschriebenen Kette G
hinzufiigen missen, um aus ihr ein unbewegliches Stab-
werk zu erhalten. Die Zahl der unbekannten Knotenpunkts-
verlagerungen bezeichnen wir mit p. Fir das neunfach
statisch unbestimmte Rahmenwerk in Abb. 3 haben wir in
der Deformationsmethode sechs unbekannte Grundkoordi-
naten, vier Knotendrehwinkel und zwei Knotenpunktsver-
lagerungen zu bestimmen, wenn wir die Lingendnderungen
der geraden Stibe genihert als bekannt voraussetzen.
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2. Zusammenhang zwischen Grund- und Stabkoordinaten.
Bei der Deformation des Rahmens verschiebe sich
der Knoten 7 nach /" und % nach %. Den Winkel, um den
sich dabei die Stabsehne dreht, nennen wir Stabdrehwinkel,
positiv gegen den Sinn des Uhrzeigers gemessen. Aus
Abb. 4 ergibt sich:
Ay ———Vy— 19‘,
ap=—vp— U (I)
Die Stabdrehwinkel sind eine

\" Folge der Verlagerung der
4 Knotenpunkte. Diese sind be-

stimmt durch die unabhéngigen

Knotenpunkts-Verlagerungen 1

und die naherungsweise als be-
‘ kannt vorausgesetzten Stab-

sehnenverlangerungen. Schrei-
ben wir der kinematischen Kette G die Bewegung 2, = 1
vor, wobei zugleich alle ibrigen (p —1) 2 Null ge-
halten werden, so nennen wir den dadurch im Stabe 7
bedingten Stabdrehwinkel 9,,. 9, ist der Drehwinkel 9,
infolge der als bekannt vorausgesetzten Stablingeninde-
rungen, wenn wir dabei gleichzeitig alle 1= o setzen.
Unter der Voraussetzung, dass die Deformationen klein
sind im Verhiltnis zu den Abmessungen des Rahmens,
konnen wir die Verlagerung der Knotenpunkte durch
Superposition der Verschiebungszustande 7, m = 1 -+ p,
erhalten. Mit Hilfe der Koeffizienten #,, und 9, ergeben
sich die Stabdrehwinkel:

ﬁr:;ﬂﬁ‘n+;~219r2+---+;~m79rm+~'~+;~p?9rp+‘(rl
P
S A RO o BB 7

m-—z
Aus Gleichung (1) und (2) erhalten wir den Zusam-
menhang zwischen Stab- und Grundkoordinaten:

Abb, 4

P
== Vi == 2 (}*m '19rm) — 9
e MR (3)
Op — — V¢ —2(7;,,, 19,,,,) = 19,-’
m=t

Gleich wie die Stabdrehwinkel konnen wir auch die
als unbekannt vorausgesetzten Stabsehnenverlingerungen
durch die Knotenpunktsverlagerungen darstellen. Im Ver-
schiebungszustande 1,, = 1 der kinematischen Kette G sei
die Verlingerung der Stabsehne 7 = A4/,,. Durch Super-
position der FEinflisse der verschiedenen Knotenpunkts-

verlagerungen, sowie der als bekannt vorausgesetzten
Stabsehnenverlidngerungen, erhalten wir:
P
Ay = S Audlpy 4417 . . . . . (4
m=r

Mit 4/, bezeichnen wir die Langeninderungen der
Stabsehne 7 infolge des Einflusses der als bekannt voraus-
gesetzten Langenidnderungen der geraden Stibe, wobei
gleichzeitig alle 1 = o sind.

Meist lassen sich die Koeffizienten 9,, und 4/,
leicht anschreiben. Fiir kompliziertere Fille stehen gra-
phische und analytische Verfahren zur Verfiigung.

3. Darstellung der Stabeinspannkrifte als Funktion der
Stab- und Grundkoordinaten.
a) Beidseitig cingespannter Bogen (Abb. 5).

Wir nehmen die Zugkraft Z in einer ,Hauptaxe*
des Bogens an und kdnnen dann schreiben:

a; = ajo + M; ;i + My aip
ar = opy —+ M op; ~+— My app
0 =0 +0xgH
(Die Lage von /A ist bestimmt durch die Bedingung:
aigg = O0py; =0
Grp = Opp = O)
Daraus erhalten wir:

M; = MO - a; HE — a o
& Op — 017 O Gpx — 012
Mkszo—a,- Sk == —}—ak =i ==
®ii O — &g’ G Opp— @i)?
)
H = Ho o
H
Dabei ist: M09, M;°, HO = M; M, H fir starre Ein-
spannung. ;
x2ds xx!'ds x'2 ds
it = | Tagip . Gk == s IO BET
35 y2ds /‘cos @2 ds
O _f EJ +' R
Um die Berechnung unbekiimmert um die
Lage des Bogens durchfiihren zu kénnen,
ordnen wir den Gréssen ¢; und ¢, Vor-
zeichen zu, derart, dass wir sie als positiv
bezeichnen, wenn sie im Knoten ein
Abb. 6 rechtsdrehendes Windrad bilden (Abb 6).
Wir bezeichnen:
= ' / d, s
i Ed i x— Eidid = a’w7 F
Jo = beliebiges J des Stabes
ay = d [E2dw
Qip = — d JEE dw
Arp = drlf5’2 dw
Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Zahlenwerte:
[ dw
[
[3¥dw [ dw — ([ 3 dw)?
b= J3? dw
J2aw [ dw —([ZE duw)?
[ZE dw
Cc —
[a?dw [ dw— ([Z & dw)?
und koénnen schreiben:
a (3
My =M° + ai?—f“akﬁ
¢ b
=M b a e s G

H=H +<
v/
Dabei ist: 0 = Al cosy e vi—+ eprp.
Wir ersetzen o nach (1) und erhalten:

My =Mp ——[avi+cn—+(a+0)d,]
My= M ——[cvi~+bw +(b+)9]  (6)
He— HO —1—%(11!, cos y —e;v; + epvg)

b) Einseitig eingespannter Bogen (Abb. 7).

Bei geeigneter Wahl
der Lage von H kénnen

£
v

iy 3 wir schreiben :
< a; = ajo + ai M;
Somit:
K ")N’ o;
AH/.,%,, TG M= MP —+ o
eI Al -ty Pk 1‘1
‘ Abb. 7 j i
dII

Dabei ist M, H° = M;, H fiir starre Einspannung in ¢
und festes Gelenk in 4.
y ds + /‘cosqﬂd’:

x%ds e 3
ajp = [_{/21;‘1 = d, [ dw, oy =
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Mit Hilfe der eingefihrten Abkirzungen kénnen wir
schreiben:
a; c?
My = Mo+ o (a—5).
S G B (5
H =H | — )
all
1 c? 2
MiZMl'O— W[((l—;) ')’[J.‘((Z—-;)‘ﬁ,] (6’)

H = Ho aL”(A/, cos y —+ e;,)
¢) Beidseitic gelenkig gelagerter Bogen (Abb. 8).
0 =00 +Hou
H=Ho4+ L
H
0= H far feste Gelenke.

92 d: cos ¢* ds
oI

(")
d) Alle drei Fille vereinigen wir durch Einfiihrung
der Zahlenwerte z und { nach folgender Tabelle:

somit:

SLk grl

a+b+2c

Einspannung Zig

w a c b

Nun gilt allgemein:

M= Mo — (5117’+Zlk"/e+é-119\
M= My — — (Zuz vi~+ 2rpve -+ Cr ) (7)
H =H?° + (Al cosy + evi—ervi)

Querkrdifte. Wir bezeich-
nen mit QO die Querkraft
O; im statisch bestimmt ge-
lagerten Stab, mit Q2 die
Querkraft bei starr gehalte-

nen Knoten. Dann ist:
i M; My
0r = 05 —
;‘- 1 4
Abb.9 D=0
Civi+4Cove +5 97 (8)
Fir den geraden Stab ist: '
{4 ’ d "
dr :lry Yy =€ = €p =0, (SH:‘/‘TJ/,:/r
M; = MP — '/f_, (210 vi + 2 ve —+ Ci D)
I
M/l = ]W'kO o T (z[k vy ’+" ZrkVE + Z;k 'l()‘r) b (9)
H =Ho+ %
Fiir I = konstant = E I, wird:
[ dw = [£2dw = —; JEE dw =+
a=10b=4;
Einspannung | Zii | Zik |Zkk | Cc | Gk | &'
c—2;
4|2|al6|6|1r2
" 7y
Sy

Die Werte 2z und
{ enthilt neben-
stehende Tabelle.

ey

4. Grundgleichung
der Methode der
Grundkoordinaten.
Mit w,, bezeichnen
wir  eine beliebige
Grundkoordinate, sei
es ein Knotendrehwin-
kel, sei es eine Knoten-
punktsverlagerung. Zur
Grundgleichung  der
Methode der Grund-
koordinaten gelangen
wir am einfachsten mit
Hilfe der Arbeitsglei-
chung durch Kombi-
nation des wirklichen
Belastungszustandes
mitdem Verschiebungs-
zustande w,,=1 (Abb.
10). Den Einfluss der
Querkrafte vernachlas-
sigen wir. Normalkrafte
bezeichnen wir positiv
als Zug, in den fol-
genden  Ableitungen
nehmen wir im Stabe »
die Momente im Sinne
von M; positiv an.

sPyn=3
=

s = Anzahl der Stibe

Verschiebungszustand wp,=v=1

T X7

Verschiebungszustand wpy=A=1

Abb. 10

M2 INN 7
dé-= )
’\N{”w,,”’ N’”m;" &
a Abb. 11

[fMtl'(p’” L fNA ds"’]

Mmds Nm ds
= Al =
Mm = Mp = — Mym =+ Hmy
Nm — Hm cosm—(ﬂjﬂ—m) sin
Somit ist:
N
ZP(SIH_Z{f l:Mmi_Mkm**—*”Hm ]
d [Hm cos ¢ — (L{j—ﬂ/’i) sin (pil}

2pom= 3] o ([255—[ 22g0
el
"My d: N 7
o ()
Ferner ist: a = Aj’;‘;: Y N:‘;?“’f e
— ap= J /ZZ[;: +r N:i[:.jf‘dx — apt
= e

ait, apy und J,; seien

die Formanderungen im statisch

bestimmt gelagerten Stab infolge der Temperatureinflisse.

Wir erhalten somit:
s

2P = [Mm (0 — aur) + M™ (ar — ki)

r=rx

—+ H™ (8, — 6,1)] (10)

Das Lastglied X P 6" formen wir auf folgende Weise um:
Dadurch, dass wir uns in den Knoten 7 und % je zwei
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Krifte S und R aufgebracht denken, die
gleich gross, aber entgegengesetzt gerichtet
sind, andern wir an der Belastung des
Systems nichts. Somit ist die Arbeit
2P o™ = der Arbeit der Krifte (P + S +R)
auf den bei w,, = 1 entstehenden Wegen.
Wir berechnen sie in zwei Stufen als
Arbeit der Krifte (2--S) und als Arbeit
der Krifte R bei der Verzerrung w, = 1
(Abb. 12).

Wir wihlen die Krifte S; und S, der-
art, dass sie im Stabe » mit P Gleichge-
wicht halten. Dann wird durch das System
der Krifte P, S; und S; einzig der Stab 7
belastet; die dabei entstehenden Momente
und Normalkrifte bezeichnen wir mit

und V. Mit Hilfe der Arbeitsgleichung
schreiben wir:

Arbeit von (P -+ S) bei der Verzerrung
Wy = I :f[ﬁd(p’" —I—]VAds”‘].
¢

Wir formen diese Gleichung um wie friher
und erhalten: Arbeit von (P + S) bei der
Verzerrung w, = 1

= M a; 4+ My™ ap + H™ 5, .
a;, ar und 0, sind die Stabkoordinaten

fir die Belastung (S+2). Wir wahlen
nun S und R derart, dass

a = ap = 0, =
wird, wodurch dieses Glied ganz ver-
schwindet. Dann wird:

n
ZPom= SR =A™,

=1
Am ist die Arbeit der Knotenbelastungen
der starr gehaltenen Knoten bei den Ver-
schiebungen infolge w, = 1. Wir bezeich-
nen diese Belastung mit R und X J/°. In-
folge w,, = 1 verdrehe sich der Knoten 7
um »;/” oder verlagere sich um v/” (Abb. 13).

Fir w, = v, = 1 wird:
»;m = 1, die tbrigen v = o
M =0, {=1-n somit

Am:(z'j[[io) I = ZMO

Fiar w, = A, = 1 wird

M = o0, {=—1-—#, somit

n
Am = 2 RO v cosa.

Wir bringen in Gleichung (10) die be-
kannten Glieder nach rechts und erhalten
die Grundgleichung:

s

> [M o + My™ o+ H™ 6,] =

s
= A"+ ' [M a;s ~+ My™ gy + H™ 6]
(Schluss folgt.) (r1)
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Ergebnisse des Ideenwettbewerbes flr ein neues Kantonsspital in Zlurich

Ausfiihrlicher Bericht des Preisgerichtes mit Tafelsamm-
lung liegt in Form einer Publikation des Hochbauamtes (Kom-

missionsverlag Fretz & Wasmuth A.-G., Ziirich) vor.

Deshalb

weichen wir diesmal von der iiblichen, vollstindigen und wort-
lichen Wiedergabe des Preisgerichts-Urteiles ab und geben nur
auszugsweise die Friichte und Folgerungen dieser von schweize-

rischen Architekten und Aerzten geleisteten

wieder.

gewaltigen
Unsere Unterlagen dafiir bilden der erwihnte Bericht

Arbeit

des Preisgerichtes, sowie ein Vortrag von Prof. O. R. Salvisberg
am 12. Dez. 1934 im Z. I. A., dessen Hauptgedanken wir im Inter-
esse der Konzentration unserer Berichterstattung eingefiigt haben.

I. PROGRAMM.

Als Bauplatz war das Gelinde siidostlich der Heilanstalt
Burgholzli bis zur Zollikoner Grenze zur Verfiigung gestellt, wo-
bei das angrenzende Gebiet der Gemeinde Zollikon vorerst als



	Die Methode der Grundkoordinaten

