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Nr. 11

Exzentrisches Kippen.
Von Dr. sc. techn. FRITZ STUSSI, Priv.-Doz. an der E.T. H., Ziirich.

1. Mit Kipperscheinungen hat Prandtl!) die Vorginge
bezeichnet, die beim Unstabilwerden eines auf Biegung
beanspruchten Balkens auftreten: unter der kritischen
Belastung biegt der Balken bei gleichzeitiger Verdrehung
seitlich aus und verliert seine Tragfahigkeit. Bei gentigend
schlanken Trigern tritt der Kippvorgang bei Beanspruch-
ungen ein, die unter der Proportionalititsgrenze liegen.
Die Untersuchungen Prandtls, die auf der mathematischen
Losung der Differentialgleichung des Kipproblems beruhen,
beschranken sich auf einige einfache Belastungsfille von
Balken mit Rechteckquerschnitt. Eine Erweiterung dieser
grundlegenden Arbeit auf Trager mit T- Querschnitt stammt
von Timoshenko?), der mit Erfolg Energiebetrachtungen
zur Losung dieses Stabilititsproblems beigezogen hat. Bei
beliebiger Belastung und Auflagerung des Balkens ist die
Bestimmung der kritischen Belastung, #hnlich wie beim
Verfahren von Vianello3) fir Knickstabe, durch den Ver-
gleich von elastischen Forminderungskurven moglich, die
mit den bekannten Mitteln der Baustatik einfach bestimmt
werden koénnen.?)

Alle diese Untersuchungen des Stabilitidtsproblems
von auf Biegung beanspruchten Tragern beruben auf
dhnlichen Voraussetzungen wie die Eulersche Lésung des
Knickproblems: die ermittelten Kipplasten gelten bei voll-
stindig geraden und unverdrehten Balken aus homogenem
Material und bei genau in Hauptbiegungsebene wirkendem
Kraftangriff. In Wirklichkeit sind diese Voraussetzungen
nie absolut erfillt. Es ist deshalb von theoretischem und
praktischem Interesse zu untersuchen, um wieviel die kri-
tische Belastung sich vermindert, wenn beispielsweise eine
anfiangliche seitliche Ausbiegung vorhanden ist. Dieses
Problem sei, in Analogie zum exzentrischen Knicken, mit
exzentrischem Kippen bezeichnet.

2. Die nachstehende Untersuchung beruht auf folgen-
den Ueberlegungen: Wenn in einem Bauelement aus Bau-
stahl an einer Stelle die Fliessgrenze erreicht wird, so
nehmen die Forminderungen bei nur wenig steigender
Belastung stark zu. Das bedeutet bei Stabilititsaufgaben,
dass in diesem Moment die Tragfihigkeit annihernd er-
reicht ist. Wir ersetzen deshalb das Stabilitdtsproblem
durch eine Festigkeitsaufgabe, bei der die Grésse derjenigen
Belastung bestimmt werden soll, unter der irgend eine
Faser des Tragers die Fliessbeanspruchung erreicht. Es
darf ferner ohne allzu grossen Fehler angenommen werden,
dass sich der Triger bis zu diesem Moment elastisch ver-
halt, der Baustoff somit einem nach Prandtl idealisierten
Spannungsdehnungsdiagramm folgt, bei dem Proportio-
nalitatsgrenze und Fliessgrenze zusammenfallen.

Es sei hier daran erinnert, dass die grundsitzlich
gleichen Ueberlegungen schon vor lingerer Zeit zur Losung

1) L. Prandtl: Kipperscheinungen. Ein Fall von instabilem ela-
stischem Gleichgewicht. Diss. Miinchen 1899.

?) S.Timoshenko : Einige Stabilititsprobleme der Elastizititstheorie.
Zeitschrift fir Mathematik und Physik 1910.

S. Timoshenko : Sur la Stabilité des Systémes élastiques.
des Ponts et Chaussées 1913.

S. Timoshenko; Stability of plate girders subjected to bending.
Internationale Vereinigung fiir Briickenbau und Hochbau, Kongress Paris
1932, Vorbericht.

8) L. Vianello: Z. d. Ver. deutsch. Ing. 1898.

4) F. Stiissi: Die Stabilitit des auf Biegung beanspruchten Trigers.
Internationale Vereinigung fiir Briickenbau und Hochbau, Abhandlungen,
3. Band 1935 (erscheint demnichst).

Annales

des exzentrischen Knickens in Form der in dieser Zeit-
schrift von Koechlin?) verdffentlichten Kurven gefiihrt
haben. Es ist selbstverstindlich, dass mit Erreichen der
Fliessgrenze an einer Tragerstelle diejenige Grenzbelastung
noch nicht vollstandig erreicht ist, unter der gerade noch
Gleichgewicht bestehen kann und die eigentlich erst das
Versagen des Stabes charakterisiert. Dagegen zeigt der
Vergleich der Koechlin'schen Kurven mit den den kritischen
Gleichgewichtszustand erfassenden Kurven von Kéarmdn®),
Ro$-Brunner”) und Chwallas), dass fiir nicht allzu gedrun-
gene Stibe und bei kleiner anfinglicher Ausbiegung die
Festigkeitskurven (Koechlin) sehr nahe an der tatsichlichen
Grenzbelastung liegen. Der Schluss ist deshalb berechtigt,
dass die hier abzuleitenden Festigkeitskurven fiir das ex-
zentrische Kippen bei nicht zu kleiner Spannweite und
kleinen anfanglichen Ausbiegungen mit guter Anniherung
auch die Grenzbelastung des ausgebogenen Balkens dar-
stellen.

Abb. 1

3. Wir beschrinken unsere Untersuchung auf den in
Abb. 1 in verformtem Zustand skizzierten einfachen Balken
mit konstantem I-Querschnitt mit in Balkenaxe angreifen-
der Belastung. Infolge der als klein vorausgesetzten an-
fanglichen seitlichen Ausbiegung y, verursacht die Belastung
Torsionsmomente 7, die eine Verdrehung ¢ der Balken-
querschnitte bewirken: Dadurch liefert das Biegungsmo-
ment A, der Aussern Krifte eine Komponente

= M, sin ¢,
oder, da bei kleiner Ausbiegung auch die Verdrehung klein
bleibt, My =M ¢ . St ()
die dle seitliche Ausbiegung y um den Betrag
Vi=a)Y . . Sriss (2)
vergrossert. War die Form der Ausblegung y(, passend
gewidhlt, n#mlich so, dass y, zu y, ahnlich verlauft, so

muss die durch y, verursachte Vergrosserung der Aus-
biegung den Wert y;, = ay; erreichen. Der Endwert y
kann somit angeschrieben werden zu

y =9 (1 +a -+ a4 a4 ..):yolla, . (3

Das Tragwerk ist unstabil fir a = 1, weil dafiir, auch
bei sehr kleiner anfinglicher Ausbiegung y,, der Endwert y
sehr grosse Werte erreicht. Bei endlichen Werten von 1y,
treten infolge der Torsionsmomente 7 und der Biegungs-
momente M, zusitzliche Beanspruchungen auf, sodass die
Fliessgrenze frither erreicht wird, als wenn nur das Haupt-
biegungsmoment A/, wirksam wire.

5 R, Koechlin: Berechnung eines auf exzentrischen Druck be-
anspruchten Stabes.  SBZ“ Band 33, S. 159% und 171% Mai 1899.

6) Th. v. Kirmdn: V. D. I.-Forschungsheft Nr, 81, 1910.

) M. Ro¥ und J. Brunner: Die Knicksicherheit von an beiden
Eoden gelenkig gelagerten Stiben aus Konstruktionsstahl, T. K.V, S. B,
Ziirich 1926.

8) E. Chwalla: Theorie des aussermittig gedriickten Stabes aus
Baustahl. Der Stahlbau 1934.
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In Abb. 2 ist ein durch
die Schnitte x und x - dx be-
grenztes Balkenelement heraus-
gezeichnet. Unter Vernachlis-
sigung des normalerweise klei-
nen Einflusses der lotrechten
Durchbiegungen?®) und kleiner
Glieder hoherer Ordnung und
unter Beachtung, dass die Kurve
der seitlichen Ausbiegung vor-
aussetzungsgemiss flach ist, liefert eine Momentengleich-
gewichtsbedingung beztiglich der Balkenaxe die bekannte
Beziehung

M, - dx _

My dz

— T+ (T +dT)— M, y" dx = o,

ar "

i — M] y. oS e S A A, T " S (4)
3" setzt sich aus zwei Beitrigen zusammen, einmal aus
der Kriimmung infolge der anfanglichen Ausbiegung und
zweitens aus dem Einfluss des Biegungsmomentes M;, der
sich aus der Differentialgleichung der elastischen Linie
ergibt. Bezeichnen wir die seitliche Biegungssteifigkeit mit

By = E J,, so folgt
M, o M @

3’”23’0”—72:)’0 TR R R (5)

damit

ar MEe "

St =My . .. )
Bei der Verdrehung von Tréigern mit I- Querschnitt

erleiden die beiden Flanschen, je entgegengesetzt oben

und unten, eine zusitzliche Ausbiegung um den Betrag

A il S
-, @ die sie nicht spannungsfrei mitmachen kénnen. Aus

dieser Flanschausbiegung folgt mit Hilfe der Differential-
gleichung der elastischen Linie die Grosse der Flansch-
biegungsmomente zu

kg
MF/.:—BFL—Z“P B T el T e (7)

Bpr;. bedeutet die Biegungssteifigkeit eines Flansches und
kann bei symmetrischen T-Trdgern, um die es sich hier
handelt, mit geniigender Genauigkeit der halben seitlichen
Tragersteifigkeit gleichgesetzt werden. Die Flanschquer-
krafte, d. h. die ersten Ableitungen der Flanschbiegungs-
momente,

/T

bilden zusammen ein Drehmoment QOp,. /%, das zusammen
mit dem auf Torsion aufgenommenen Anteil ¢.¢' des &us-
sern Drehmomentes 7" mit 7 im Gleichgewicht sein muss.
Diese Gleichgewichtsbedingung zwischen #ussern und in-
nern Torsionsmomenten fithrt auf die zuerst von Timo-
shenko angegebene Beziehung

, R,
TZ.CfP—BquJ-- SRS R ()
C bedeutet hierbei die Verdrehungssteifigkeit des T-Quer-

schnittes, die nach den Untersuchungen von A.F&ppl und
C. Weber19) mit dem Wert

C:Gsz%EI,z‘sZ? (10)
eingesetzt werden darf. Mit der Abkiirzung
42C
at = B, (11)
geht Gl (9) in die etwas einfachere Form {iber:
, 2y
T=C(¢—7<P)- (9a)

Die Gleichungen (5), (6) und (9) umschreiben die Form-
anderungen des seitlich leicht ausgebogenen Balkens, wih-
rend Gleichungen (1) und (7) daraus die Bestimmung der
zusitzlichen Beanspruchungen erlauben. Ist Gl. (6) homo-

9 Der Einfluss der lotrechten Durchbiegungen auf die kritische
Belastung ist abhingig vom Wert ]/‘-/.v' (th_jy,,),;, er betrigt z. B. bei
einem Triger I 20 rd. 2,89/,

10) C. Weber: Der Verdrehungswinkel von Walzeisentrigern, Féppl-
Festschrift, Berlin 1924.

gen, d. h. die anfingliche Ausbiegung y, gleich null, so
ist durch die Gleichungen (6) und (9) die kritische Be-
lastung (Kipplast) des reinen Stabilitatsproblems festgelegt.

4. Das Stabilitdtsproblem des
Biegungstragers ist nur im in Abb. 3 4 ! Ly
skizzierten Belastungsfall: Beanspru- Q‘ﬁ@ X
chung durch ein konstantes Bie- gl
gungsmoment //; mit bekannten h]mm‘M
elementaren Funktionen lésbar. Die 2R
massgebende Verdrehungskurve ¢ Abb 3
ist eine Sinuskurve :
. T x
® = Pm sin —. (12)

Aus der Differentiation der Gl. (9a) und Einsetzen in Gl. (6)
ergibt sich:
2 2 p 1

W5 o A
Fir y,=o0, 5" =o ergibt sich der Wert des Kipp-
momentes durch Einsetzen der Losung GI. (12) und ihrer
Ableitungen in Gl (13) zu

B, C

3 7’
M, pr, = 72 I (I‘Jl‘*aa) )
By Ci w2
My, k. :nV ; ]/I_l_%z (I4)

Nehmen wir nun eine sinusfé6rmige anfiangliche Aus-
biegung y, an,

Yo =Yo, m sin T2,
d. h. eine Ausbiegung, die der Form der der homogenen
Differentialgleichung entsprechenden Ausbiegung #hnlich
ist, so liefern die Gleichungen (12) und (13) unter Be-
achtung der Gl. (14) den Wert der Querschnittsverdrehung ¢
nach kurzer Zwischenrechnung zu

p b My 9
= B 22 0
e M/:-”,lm (I 5 7 )
. & M2
oder mit der Abkiirzung 0=+ (15)
1 kr
zu Pt e (16)
I— oo (I at a )

Damit kann aus Gl. (5) der Wert von ” und daraus
durch zweimalige Integration y bestimmt werden. Wir
finden durch eine einfache Rechnung

208 I
)’==)’o(l+llaMil::h_):)’ol_a (17)

Gl (17) ist identisch mit Gl. (3); die Bedeutung der
dort eingefiihrten Verhiltniszabl o zweier aufeinander
folgender Forminderungskurven hat sich inzwischen in
Gl. (15) ergeben. Gl. (17) gilt allgemein, fir jeden beliebigen
Belastungsfall, wenn als anfangliche seitliche Ausbiegung y,
eine der Losung der homogenen Differentialgleichung
entsprechende Kurve angenommen wird. Bei beliebiger
Form der Ausbiegungskurve y, gibt Gl (17) einen guten
Néaherungswert.1?)

Es ist bemerkenswert, dass Gl. (14) beim gedriickten
Stab mit anfanglicher Ausbiegung ebenfalls gilt, nur be-
deutet dort ¢ das Verhiltnis der vorhandenen Druckkraft
zur Euler'schen Knicklast.

Durch Einsetzen von ¢ aus Gl (16) in die Glei-
chungen (1) und (7) erhalten wir das seitliche Biegungs-
moment M, und das Flanschbiegungsmoment M, wodurch
die zusitzlichen Beanspruchungen bestimmt sind. Die
grosste Randspannung, die in Balkenmitte auftritt, setzt
sich aus folgenden Beitrigen zusammen:

an—— Ml
0 = 7,
M,y M ¢
G £
5 _Mp.__ Byhg' _ Bihale
LS e A 2 W, 1®

1) Fir den Fall eines konstanten Momentes 47, ergibt sich bei-
spielsweise bei einem Balken mit Rechteckquerschnitt und bei parabel-
férmiger Ausbiegung y, fir @ = 0,5 der Endwert in Balkenmitte zu y =
2,030 1; d. h. einen gegeniiber Gl (17) um 1,5 %/, grosseren Wert.
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Die kritische Belastung ist nach Voraussetzung dadurch
festgelegt, dass unter ihr die grosste Randspannung 6. =
0, + 03 4 o3 die Fliessgrenze of erreicht, d. h. durch die
Bedingung
M, I My 1 By b n?
Tx+y° S mwj(ﬂﬂ —!—7) (19)
Zur numerischen Auswertung dieser Beziehung wer-
den am einfachsten fiir einen bestimmten Trigerquerschnitt
je fiir verschiedene Werte der Spannweite / eine Reihe
von Werten M, angenommen und daraus nach Gl (19)
die zugehorigen anfanglichen Ausbiegungen y, (in Balken-
mitte) berechnet. Interpoliert man aus den so erbaltenen
Werten die zu bestimmten Werten von 3, zugehdrigen
Werte von M;, so lasst sich eine Kurventafel auftragen,
die die Grosse der Grundspannung o; in Abhingigkeit
von Balkenspannweite / und anfinglicher Ausbiegung v
angibt. Bezieht man dabei die Spannweite / auf diejenige
Grenzspannweite /r, fiir welche unter dem nach Gl (14)
bestimmten Kippmoment gerade die Fliessgrenze o =
My, i : W, erreicht wird, so gilt die Kurventafel nicht nur
far denjenigen Querschnitt, fir den sie aufgestellt wurde,
sondern mit guter Anniherung fiir alle einigermassen
sghnlichen Querschnittsformen. Auf diese Weise ist die
Kurventafel Abb. 4 fir Baustahl mit or = 2,7 t/cm? auf-
gestellt worden, die fir die Reihe der I-Normalprofile?)
gilt. Die anfingliche Ausbiegung y, ist bei dieser Dar-
stellung in Bruchteilen der Spannweite auszudriicken. Aus
Abb. 4 ist ersichtlich, dass #hnlich wie bei Druckstében,
schon eine kleine Abweichung von den Voraussetzungen
des reinen Kippens eine recht betrichtliche Abminderung
der kritischen Belastung verursacht. Dieses Resultat war
ibrigens zu erwarten.

OF —

6, Yem?
o O=27 Yem? k97

|
|
|
|
0 05 10 15 20 2551

5. Bei beliebiger Belastungsanordnung ist eine Losung
der Aufgabe in geschlossener Form nicht mehr moglich,
dagegen ist folgender Weg gangbar: Zur Bestimmung der
Kipplast wird fir eine beliebig angenommene Verdrehungs-

kurve ¢ und fiir y," =0 nach GI.(6) die Kurve %T bestimmt.

Durch eine numerische Auflésung der einmal differenzierten
Gl. (9a) erhilt man eine erste Anniherung an die dem
Belastungsfall eigentiimliche Verdrehungskurve ¢ und aus
a =1 eine erste Anniherung an die Kipplast. Wieder-
holungen dieser Berechnung liefern mit guter Konvergenz
rasch geniigend genaue Werte. Mit der ¢-Kurve ist
My = M, ¢ und damit als Seilpolygon zu — M, : By auch
die Form der seitlichen Ausbiegung y bestimmt. Wird
wieder fiir den exzentrischen Kippfall eine zur Eigenlosung y
shnliche anfingliche Ausbiegungskurve y, angenommen,
so liefern die bei der Berechnung der Kipplast erhaltenen
Kurven auch die zur Bestimmung von M, und M, notwendigen
Zahlenwerte. Zu bemerken ist, dass diese Zahlenwerte fir
jeden Wert von a? wieder andere sind, sodass auch aus
diesem Grunde die Berechnung etwas umstindlich wird.
Durchgefiihrte Berechnungen fiir gleichmiassig verteilte
Belastung und fiir verschiedene Werte von a? zeigten
dagegen das bemerkenswerte Resultat, dass die fiir kon-

12) Thre Berechnung wurde fiir I 20 durchgefiihrt.

stantes Biegungsmoment aufgestellte Kurventafel vollstindig
auch fiir diesen Belastungsfall gilt; die feststellbaren Ab-
weichungen lagen durchaus in der Grossenordnung der
Zeichnungsgenauigkeit. Diese Erfahrung darf mit jedenfalls
geniigender Zuverlassigkeit auch auf andere Belastungs-
fille des einfachen Balkens iibertragen werden. Damit
ergibt sich die wertvolle Moglichkeit, auch dort aus der
Kenntnis der Kipplast, bzw. der Grenzspannweite /r mit
Hiilfe der Abb. 4 auf die Abminderung der Tragfibigkeit
infolge einer anfinglichen seitlichen Ausbiegung ¥,
schliessen zu kdénnen. Aus diesem Grunde ist in Abb. 5

Rechteckbalken

. obern
Mmaz | ask 1m Schwerpunk} Flanschbiegung |Last am /emﬁ""”h

e gy 0o k.= Bi= Pz
M, M Y& C 1/—£
(Qt 1:) b & Wel 1557
I
P 12 V& T
10,0
T % 354 ﬁ 112 1/,,%7; s
lP Pl B,C 52 55 - 180
4 425 We-l * 32 1”51 Bl
I
My i VB, ¢ 7
(A&—_‘_ﬁx M 556 Hyl Wa—z

Abb. 5 gilt Fir Gp.= Oppn+ BB, S 6, und fir schmale I- Trager (2.6.1 7

eine fiir schmale I-Trager, z. B. I NP geltende Zusammen-
stellung der Kippspannungen fir die wichtigsten Belastungs-
falle des einfachen Balkens wiedergegeben, die der in
Anmerkung 4 erwihnten Untersuchung entnommen ist.
Die angegebenen Werte gelten im elastischen Bereich und
zwar ist oo,z der fiir schmale Rechteckquerschnitte gultige
Wert, der Faktor B, beriicksichtigt den Einfluss der Flansch-
biegung, wihrend der Faktor f; bei Lastangriff auf Trager-
ober- bzw. unterkante einzufiihren ist. Fiir kritische Span-
nungen oberhalb der Proportionalititsgrenze empfiehlt es
sich, von of bei /F = 0,7 /r auf op geradlinig zu inter-
polieren, wie es in Abb. 4 mit gestrichelter Linie an-
gedeutet ist.

Arbeitsmarkt und Arbeitsbeschaffung fiir die

technischen Berufe.
Bericht von Dipl. Ing. P. SOUTTER, Zentralsekretir des S.I. A., Ziirich.?)

Die im S. 1. A. vertretenen akademischen technischen
Berufe werden immer mehr in die Krisis hineingezogen.
Die wirtschaftliche Depression ist zu einem Dauerzustand
geworden und da in nichster Zeit an eine radikale Besse-
rung nicht zu denken ist, ist es dringend geboten, Mittel
und Wege zu suchen, um unseren Berufen das Durchhalten
zu ermoglichen. Die folgenden Betrachtungen haben nur
den Zweck, einerseits die Mitglieder des S.I. A, tber die
bereits gemachten Ueberlegungen und getroffenen Mass-
nahmen zu orientieren, anderseits zu bewirken, dass ein
besseres Verstindnis fiir die Notlage der technischen Berufe
in der Oeffentlichkeit und bei den Behdrden geweckt werde.
Es wird notig sein, diese Fragen in den Sektionen des
S.1. A. eingehend zu besprechen, um in engem Kontakt
mit den lokalen Behdrden durch Schaffung von Arbeits-
gelegenheiten die katastrophal werdende Lage in unseren
Berufen moglichst zu lindern.

Die Schweiz zihlt gegenwirtig etwa 100 0oo Arbeits-
lose, d. h. rd. 59/, der erwerbstitigen Bevolkerung. An-
dere europiische Lander, wo die wirtschaftliche Lage an-
geblich besser ist, weisen zwar hohere Prozentsitze von
Arbeitslosen zur erwerbstitigen Bevolkerung auf, z. B.
England 10 9/, Holland 10 °/,, Deutschland 8 9/,, Italien
6 °/,, Belgien 5°/,. Einzig einige Nordlinder weisen klei-
nere Zahlen auf, wie Danemark 4 °/, Schweden und Nor-
wegen je 29, — In welchem Masse sind bis jetzt die
technischen gegeniiber andern Berufen von der Arbeits-
losigkeit beriihrt worden? Die Schweizerische Technische
Stellenvermittlung (S. T. S.) und das ,Bundesamt fiir In-
dustrie, Gewerbe und Arbeit* (B. I. G. A.) schitzen die

1) Vorgetragen in der Sitzung des Z. 1. A, vom 6. Mirz 1935.
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