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Beitrag zur Berechnung der Schaufelschwing-
ungen bei Turbinen, Kompressoren u. a. m.
Von Dipl. Ing. W. PETER, A.-G. Brown Boveri & Cie., Baden.

Im Folgenden wird ein praktisches Verfahren zur Ermittelung der Eigen-
frequenzen von Schaufeln verinderlichen Querschnittes angegeben.

Die Berechnung der Schwingungszahlen ist bei den
modernen schnellaufenden Maschinen mit hochbeanspruchten
Schaufeln unerlédsslich geworden, weil sie uns wertvolle
Aufschlisse dariber gibt, wie die Gesamtbeanspruchungen
der Schaufeln berabgesetzt und vor allem, wie die gefahr-
lichen Resonanzerscheinungen beseitigt werden kénnen.

An anderer Stelle!) haben wir eine Berechnungs-
methode verdffentlicht, die in einfacher Weise gestattet,
diese Frequenzen, ob statisch, dynamisch, frei oder ge-
bunden, zu ermitteln. Dabei hatten wir jedoch lediglich
die Schaufeln konstanten Querschnittes betrachtet, was in
der Praxis nur fiir verhaltnisméssig kurze Schaufeln zutnfft.
Lange Schaufeln werden aus Festigkeitsgriinden meist
verjiingt, d. h. ihr Querschnitt wird vom Fuss bis zum
Kopf allm#hlich kleiner. Um die Eigenschwingungszahl
einer solchen Schaufel zu berechnen, beniitzt man gewdhn-
lich die wohl bekannte und allgemein bewihrte Energie-
methode von Rayleigh?). Wir mochten hier eine andere
Methode entwickeln, die, soweit es sich nur darum handelt,
die Eigenschwingungszahl einer beliebig verjiingten Schaufel
zu ermitteln, mit gleicher Genauigkeit und in erheblich
kirzerer Zeit zum Ziele fithrt, Diese Methode stitzt sich
hauptsichlich auf die von Prof. E. Hahn, Nancy (,SBZ“
Band 87, Seite 1, 1926) verdifentlichten Rechnungen.
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Betrachten wir eine schwingende Schaufel. Wir denken
uns die Trigheitskrifte in » ibrer Punkte P,, P, ... P, kon-
zentriert. 7, sei die k-te Trigheitskraft. Es sei a; der
Einflusskoeffizient, d. h. der Ausschlag der elastischen Linie
im 7-ten Punkte unter dem Einflusse der Einheitslast im
k-ten Punkte (Abb. 1). Dann ist der Ausschlag y; des i-ten
Schaufelpunktes unter dem Einfluss aller » Tragheitskrafte
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k
Harmonische und gleichphasige Schwingungen angenom-

men, haben wir

Ve = Yk sin (l t) S e e AT A 1 (2)
Ist u die spezifische Schaufeldichte, Fj der Schaufelquer-
schnitt im A-ten Punkte, so wird

=tk A A s At s e (3)
Demgemiss stellt Abb. 2 den Verlauf der Tragheitskréfte
langs der Schaufel dar. Wir erkennen, dass die elastische
Linie hauptsichlich durch diejenigen Krifte, die am freien
Ende der Schaufel angreifen, bedingt ist.

Die verschiedenen elastischen Linien, welche die
Schaufel annimmt, wenn die Einheitslast an verschiedenen
Schaufelpunkten angebracht wird, dirfen mit hinreichender
Genauigkeit als dhnlich betrachtet werden. Diese Annahme
stimmt n#mlich, sofern die verschiedenen Angriffspunkte
der Einheitslast gegen das Schaufelende zu gelegen sind,

1y ;,i;[;C-Mitteilungen“, Mai 1934, S.179 und Juli 1934, S. 123.
?) Siehe Stodola, ,Dampf- und Gasturbinen, 5. Auflage, S.946 u.f.

mit der Wirklichkeit iberein und schadet, wenn diese
Voraussetzung nicht erfillt ist, wenig, da eine am Schaufel-
fuss angreifende Last, die ohnehin viel kleiner ist (Abb.'2),
nur geringe Ausbiegungen bewirkt und deshalb die aus
der Annahme &hnlicher elastischer Linien entstehenden
Fehler nur die kleineren Einflusskoeffizienten betreffen.
Wir konnen also setzen:
Qi = Cr @i

womit das Gleichungssystem (1) unter
von (3) die Form annimmt:

(4)

Bericksichtigung

yt'zzckail uFe2ypdx, i=1, 2, 3,..., n
k

Setzt man hierin abkiirzend
(skz‘LLFkAx, a’kZZZCk(Sk, SRR B 5 (5)
so wird

yzzzaildkyky Z'=I, 2,..., 1 o e (6)
k

Da nicht alle Ausbiegungen zu verschwinden brauchen,
ist die Determinante dieses Systems

(@ dy — 1), ay ds, o O
|t ot o e 4l
| am i, Qny dy, y (@m dp— 1)

Da in der Determinante | a; .| sdmtliche Unter-
determinanten von hoherer als erster Ordnung verschwinden,
ergibt die Entwicklung der Determinante (7) nach ihrer
Hauptdiagonale:

(— 1y 4 (— 1y Sand;=o
: i
oder, mit Beriicksichtigung von (5) und (4)
I I
& ST T AT ST G (8)

Setzt man, wie es in der Schwingungstheorie tblich ist:
10 14!‘ TG A2

ﬂg,—iJOE el i i (o)

mit /7y = Schaufelquerschnitt am freien Ende, J, = Trag-
heitsmoment des Schaufelquerschnittes am Fuss, £ = Ela-

stizitdtsmodul,
H 4
so wird ﬁ,i:_{T PR e
Jo Edx & 2 ay

a;; wird nach dem Verfahren von Mohr8) wie folgt
bestimmt : Bei konstantem Triagheitsmoment ist die Durch-
biegung im Punkte 7 gleich dem 1//E-fachen Wert des in
i wirksamen Momentes, das durch die zu 7; = 1 gehdrige
M-Fliche als Belastungsfliche der Schaufel erzeugt wiirde.
Da in unserem Fall J verdnderlich ist, werden wir statt
1/JE den Wert 1]/, £ nehmen und statt der gegebenen
M Flache eine Flache, deren Ordinaten = M, J,/J; sind.
Es ist zweckmissig, die Rechnung analytisch durch-
zufithren. Man teilt die Schaufel in # Elemente. Wenn man
8

a;i =a; setzt, bekommt man aus Abb. 3 (S. 238):

nJy E
' i—c\2 /
a,;:Z(n)Tf’_, PRI (x1)
c
MUt =T, 2,
l : ; <
und, da dx = —, vereinfacht sich (10) in
nt
(i ey (12)
e F

8) 0. Mohr,  Abhandlungen aus dem Gebiete der Techn. Mechanik®,
3. Auflage, S. 354. Berlin 1928, W. Ernst & Sohn.
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