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Nr. 23

Ueber einige Methoden der Nicht-linearen
Mechanik in ihren Anwendungen auf die
Theorie der nicht-linearen Resonanz.

Von Prof.Dr. NIKLAUS KRYLOFF u. Dr. NIKLAUS BOGOLIUBOFF, Kieff,
(Schluss von Seite 257.)

§ 7. Beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf
den fir die Anwendungen besonders wichtigen quasi-
linearen Fall und machen wir ausserdem folgende in
praktischen Problemen gewdhnlich erfiillten Voraussetzungen:
Die aussere erregende Kraft und die Reibungskraft sind
so klein (oder dann die Frequenz a/p so gross), dass im
2%p 4.
—= die

24

Grossen O und ¢ sich nur sehr wenig verédndern koénnen,

Laufe einer Zeitspanne von der Grdssenordnung

da ja unter der gemachten Voraussetzung N% auch die

auf der rechten Seite von (32) figurierende Differenz
a? Gt g

w? — o klein ist.

Dank der Quasi-Linearitit haben wir in erster An-
niherung y = a cosw, sodass wir in den Gl. (32)
Yo' Ywd — Vwi Vd = a
setzen koénnen. Mitteln wir nun die GI. (32) iiber den

?

Zeitabschnitt %, indem wir (auf Grund der getroffenen

Annahme) bei der Integration die Grossen a, O, a, O als
konstant behandeln:

277
(3 2 L a a? " o ’ ’
20— 7 {(0)2—?>}'w2 —+ Fcosa t—f(7}'w>}ya dt,
2757
O o
T 2’”’3/{(&) )ywz '+ Fcosat— f( yw)ij dt.
. . g 5 at+ 0O
Tauschen wir die Integrationsvariable # gegen w = T

und beachten wir die folgenden, aus (20) fliessenden Be-
ziehungen:

2L 21y
o% - ” ’ I - " ’
275 fywz Yo' dt :_ﬂfywﬂ Y dw = o,
0 0
) chl
bt Wy = / "y, dw = Vo't dw,
27 p Ywr Ya 27 yw- 4 47rca o
20 b
o ’ BiF _I_ ’ Lot AR
5 fya Fcosatdt= mfya F cos (pw — O) dw
0 0
F gy (a)
7“(194—'303 o,
2027,
o ’ T ¥ ’
i fyw Fcosatdt= ;[f_yw F cos (pw — 0) dw =
0 0

£ g
— 1 &p(a) sin O.

Beriicksichtigen wir noch, dass im Rahmen der quasi-
linearen Theorie

2P
277 ff< ) }T/f(;,iyw) e

ff(—_a sin w) cos w dw =

sin w

Yy G s P

so bekommen wir:

H

00 s h (a)
2ap—2@=(w-—4_ _;Ef‘y gaa cos O l
- (33)
Qa}%d:—ng(a) sin@—@p(a) [
wobei
I ’ ’
@ (@) = % [H(554) 34/ dw (34)

Immer im Rahmen der quasi-linearen Theorie kann man

27T

ausserdem

Yw?dw = a und

27 Oa
@(a):%f]‘(%a sinw)a sinw dw (35)
setzen. Die GI. (32) nehmen dann folgende endgiiltige
Form an:
Q(Zig 6= <0)"i> ﬂ—Ffag”(a) co~ O
? 725 da 6
& o) (36)
2a;aw—A{ng(a) sin O + }1
Da y (w, a) definitionsgemiss Gl. (22) befrledigt, gelten

dabei die oben abgeleiteten Formeln:

& (@) = a, gp(ﬂ) fp(acosw)cospw dw o

7 wa Ry

m = f]) (& cosw)cosp wdw.

Indem wir zur Ermittlung der stationiren Lésungen in
den Gleichungen (36) a = konst, © = konst. setzen, er-

halten wir:
2 a p )
(wﬁ—%) a—F géa(a cos@ = o (37)
Fpg(a) sin®— & (@) =o (38)

Die diesen Lésungen entsprechenden stationdren Schwin-
gungen erscheinen demnach, wie oben angezeigt, in der
Gestalt ungeddmpfter Eigenschwingungen von der Fre-
quenz a/p, deren Amplitude und Phase sich aus (37) und
(38) bestimmen. Wir sehen also, dass die stationidren
Schwingungen mit einem Unterton der erregenden Fre-
quenz synchronisiert sind und demgemiss die Perioden
2 7 p/a besitzen.

Bemerken wir tbrigens, dass in Gl. (38) die Grosse

27T

VV1=—npgstin@szcos(pw—O)yw’(w, a) dw =
227 E27)

%chosat-yw’ (ij, a) dt szcosal-x: dt

die von der erregenden Kraft wihrend der Schwingungs-
periode geleistete Arbeit ist.
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Die Grésse W = 7 @ (a) =
ﬂ

Off(fyw’)yw' dw = %Jf(%yw,)}’w’ dt =fo(x) x dt
aber stellt die in der selben Zeitspanne verbrauchte
Energie dar. Die in der Form W; = I, darstellbare Glei-
chung (38) driickt somit nichts anderes aus als die Energie-

bilans. Ebenso kann die Gl. (37) als die Bedingung der
Phasenbalance angesehen werden.10)

§ 8. Die Wichtigkeit des Studiums der stationiren
Schwingungen wird durch den Umstand verdoppelt, dass
in allen jenen wichtigen Fallen, wo die Charakteristik der
Reibung keine fallenden® Teile hat, d. h. wenn die Rei-
bungswiarme & (a) zusammen mit der Schwingungsamplitude
wachst, jede Schwingung sich der stationdren asympiotisch
ndhert, wie man mathematisch, von den Gl.(36) ausgehend,
beweisen kann. Ausserdem kann man zeigen, dass wenn
das System sich bei Wirkbeginn der erregenden Kraft in
Ruhe befindet, die geweckte Schwingung sich jenem stabilen
stationdren Regime ndhern wird, das die kleinste Amplitude
aufweist. Dies geschieht in grossen Ziigen folgendermassen:
Die Schwingungsamplitude selber fithrt eine Schwing-
bewegung mit einer gewissen ,langsamen® Schlagfrequenz
um ihren stationaren (den kleinstmoglichen stabilen) Betrag
aus, wobei sich die Schwingungsausschlige dank der
dimpfenden Wirkung der Reibung stindig vermindern;
die Schwankung der Amplitude erlischt sozusagen; das
selbe geschieht mit der Phase. In dieser Beziehung vollzieht
sich der Uebergangsprozess qualitativ wie im linearen Fall.

Es ist indessen zu bemerken, dass das soeben Gesagte
nur dann richtig ist, wenn die Reibungscharakteristik keine
fallenden Teile hat; andernfalls konnen die Amplituden-
schwingungen bei der Resonanz iiberhaupt nicht erldschen,
sondern werden im Gegenteil erzeugt. Dieser Umstand
allein gibt eine klare Vorstellung von der Gefihrlichkeit
der Resonanz in Konstruktionsteilen von fallender Rei-
bungscharakteristik. Uebrigens werden in der Radiotechnik,
Akustik und einer Reihe anderer angewandter Disziplinen,
wo die Resonanzerscheinungen als nitzlich angesehen
werden, fallende ,Reibungs“charakteristiken in weitem
Masse ausgeniitzt, wobei in gewissen Amplitudenbereichen
die ,Reibung“ sogar negativ wird.!?)

§ 9. Indem wir uns nun der Betrachtung der Gl.(37)
und (38) zuwenden, bemerken wir, dass
D (a)

7]

sin @ = o (39)
Dem entsprechen zwei Werte fir den cosinus:
cos O = —V F;p::)a) \ = —u(a) und
() L
cos O=—+—l/1—— WJ = —+ u (a), (40)
die, in GI.(37) eingesetzt, zwei Gleichungen liefern:
2 F Ogpl(a)
(3) = or+7 25" @, (41)
2 F Oy,
L laceiton 250 .. (42)

Die Wurzeln dieser beiden Gleichungen sind die stationaren
Amplituden. Ihr Sinn wird sich am leichtesten aus einer
Skizze erschliessen, in der wir ¢ in Funktion von « auf-
tragen. Wir erhalten so die sogenannten ,krummen Re-
sonanzen“, die den Zusammenhang zwischen der statio-
niren Amplitude und der erregenden Frequenz a darstellen
(Abb. 4 und 5).

10) Diese aus der Radiotechnik iibernommene Ausdrucksweise riibrt
davon her, dass @ in den Anwendungen, z. B. in dem unten angefiihrten
Beispiel, gewohnlich als Differenz zweier Winkel auftritt.

11) Die Anwendung der Methoden der Nicht-linearen Mechanik auf
Probleme dieser Art bildet den Gegenstand einer im Technisch-Theoretischen
Staatsverlag, Moskau, erschienenen Abhandlung der Verfasser:  Méthodes
nouvelles de la Mécanique Non-Linéaire dans leur application a I’éludc
du fonctionnement de V'oscillateur 4 lampe, Partie premiére®. 250 S.

Zur  Untersuchung
der Stabilitat irgend
einer bestimmten sta-
tionaren Amplitude ver-
fahren wir wie {iblich.
Sei 0, die a, entspre-
chende Phase, In den
Gl. (36):

Abb. 4

2(11%, @:Q(n, 0), 0O (a 0)= (w2—;~:>a—F%cos®

: (43)
2ap%a=R(a, 0), R (a, O)=— Fgp sin 9= 2
setzen wir a=a,-t¢e, O=0,-}+9,

wo ¢ und § gewisse, von erster Ordnung unendlich kleine
Grossen sind, und erhalten bei Vernachlissigung von
Gliedern hoherer Ordnung:

0, ¢ +Qe'a—2uiga'=o

Ra's—zaZ%s.—Q—Rg'é =o0

Die Stabilititsbedingung fordert, dass die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung
%2 —(Rd + Q¢) x + (Rd Re — O Ry) = o
negative Realteile haben, dass also erstens — (R, + Q4) =
(]i>o ist — was wegen der als steigend vorausgesetzten

Reibungscharakteristik zutrifft — und dass zweitens

R/ 0§ — Q) Ry > o. (44)
Diese Bedingung lédsst sich anders formulieren. Die GI. (43)
besagen namlich fir a =¢ay, und O = O:

O (ay, Op) = o, R (a9, ©p) = o.

In der ersten dieser Gleichungen tritt die unabhéngige
Variable a, der 4, und O, entsprechen, explizite auf. Die
Differentiation der beiden Gleichungen nach a liefert:

, da , 49 ’
Qa _‘—+09 T:_—'Qa
R, a’()_o

do

(R Qe — 0. Ry) =0 Ry =Fgycos0 25"
Die Stabilitatsbedingung (44) ist somit folgender Bedingung
dquivalent:
2 ~o, wenn gpcos @ <o, %> o, wenn g, cos @ >o. (45)

da.
§ r1o0.
(p = 1) genauer.

Betrachten wir den Fall der Hauptresonanz
Setzen wir

k(a) =-

Bei linearer Reibung
f&) = ks
wird £ (a) offenbar der konstante Reibungskoeffizient % sein.
Bemerken wir nun, dass die beiden Gl. (41) und (42)
in eine einzige vereinigt werden konnen:
[(? — @22+ kbt 2] a2 = F (+6)
die formal die selbe Gestalt wie die entsprechende Glei-
chung fiir das bekannte lineare System hat. Der prinzi-
pielle Unterschied wird durch die Abbangigkeit der Fre-
quenz o von der Amplitude ¢ hineingebracht.
Nehmen wir als Beispiel den Fall, wo w?=n241a? i>o.
Dann erhalten wir bei Abwesenheit von Reibung (£=o):

a9=n2+),aﬁ+§cos@=—1
und azznz—%—l(ﬂ—gcos@:—&—l.

Wir haben demgemiss die ,krumme Resonanz“ von Abb. 4;
die dick ausgezogenen Teile entsprechen stabilen Am-
plituden.

Da sich die Schwingung mit der klemstmoghchen
stabilen Amplitude einstellen wird (wenn, wie vorausgesetzt,
das System sich vorher in Ruhe befand), so wird, wie aus
Abb. 4 hervorgeht, die Amplltude sogar bei Abwesenhelt
von Reibung begrenzt sein.
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Abb. 5 Abb. 6

Zur Bestimmung des kritischen Wertes o, haben wir
die Gleichungen

. GO
M—ﬁ:o, akﬂznz—i—laz—l—g.
Aufgelost: a2 =mn2-+4 312 (TIZ)% (47)

Die maximale Amplitude bei Resonanz wird
e o

Was die Reibung betrifft, so beschrinken wir uns darauf,
ibren Einfluss in Abb. 5 anzudeuten.

Derartige Falle, wo die Amplitude sich sogar bei
Abwesenheit von Reibung allein kraft der Nicht-Linearitat
beschrénkt, werden wir Falle aktiver Nicht-Linearitit nennen.
Offenbar ist es bei der Konstruktion nicht-linearer Kupp-
lungen #usserst vorteilhaft, wenn' sich die Nicht-Linearitit
als aktiv erweist, denn dann wird es nicht notig sein, die
Reibung zu vergréssern. Die Fille hingegen, wo die Nicht-
Linearitst fiir sich allein ohne Reibung die Schwingungs-
amplituden nicht zu beschrinken vermag, werden wir
Falle passiver Nicht-Linearitdt nennen.

Passiv-nicht-linear ist z. B. die Feder von Abb. 1 (S. 256).
4 &

In der Tat ist fir sie, wie wir sahen, w?=n2-} = —

7w a'

sodass die Gl (41), (42) liefern:

und

= L B
at — #t (7 h F)
Folglich werden fir F > % h

die krummen Resonanzen die Gestalt von Abb. 6 annehmen,
ganz wie im linearen Fall. Die maximale Amplitude wird
unendlich und bei
at = 2 serreicht.
Untersuchen wir jetzt den Einfluss der Reibung, die
wir der Einfachheit halber linear annehmen wollen. Wir
erhalten auf Grund der Gl. (46)

[(m o) a4 %hJ2+ 2ot g2 = F,

% k(22 — a2) ]/ 72 :;iz 22 (22— a2)2
EL (2% — 0?)% + k2 o2 i (% — a?)? | 22 02 T [((22— a®)?H-£2a2]?
Die krumme Resonanz wird die in Abb.7 schematisch
dargestellte Form haben. Zur Bestimmung von ap und @ ..
haben wir die folgenden Beziehungen:

o=

% Fe2
or ARG e
max Pt E (49)
el Sl g
2 — 92— =
at=n 2—|—ﬂam“ : (50)

Gl. (49), welche die maximale Amplitude bestimmt, ist
tibrigens genau die selbe wie bei den gewdhnlichen linearen
Schwingungen. Aus (49) und (50) folgt:

S O e |
B2V -G o

& \2
(;) =,
so bekommen wir die vereinfachten Formeln:
4
—
F oz \2 /4 =
amaxzﬁx (7:):1"’—* F

7

Ist speziell

Abb. 8

Abb.7

In diesem Fall besteht somit die Rolle der Nicht-Linearitat
bloss in einer Verschiebung der kritischen Resonanzfrequenz
und nicht, wie vorhin, in einer Verminderung der Resonanz-
amplitude.

§ 11. Wie die erhaltenen Ergebnisse anzuwenden
sind, sei etwa am Beispiel der Drehschwingungen der
Kurbelwelle eines Flugmotors kurz angedeutet. Schema-
tisch ist das Schwingungssystem auf Abb. 8 skizziert. Be-
zeichnen I; und I, die Tragheitsmomente der Kurbel-, bzw.
Propellerwelle, 4/ (0®) das von der relativen Verdrehung
O = O, — O, abhingige Drehmoment der Kupplung, y
den Koeffizienten der zu 6 proportional vorausgesetzten
Dampfung, £, (¢) und E, (¢)die stérenden Kréfte, so folgt aus

L6, 470+ M0)=E ()

und LO, —y60—MO) =FE@

mit Z%:/e und %M(@)zp(@):
O+ kEO4p(0)=F cosat,

wenn von ? — 7E3 nur die Grundschwingung F cosat
1 2

beriicksichtigt wird. Fir die ,L.Z. Kupplung® der Luft-
schiffe ,Graf Zeppelin“ hat das Moment 4/ in Abh#ngigkeit
von O den Charakter von Abb. 2 (S. 256). Wir haben also
den Fall der nicht-linearen Feder von Abb. 1, die, wie wir
sahen, den fiir die Arbeit der Welle ungtnstigen Charakter
der passiven Nicht-Linearitit aufweist. Die Einsetzung der
Wellen- und Kupplungsdaten des im Jahre 1929 zu Schaden
gekommenen ,Graf Zeppelin“?) in die Formeln (51) und
(49) wiare von Interesse.

Zum Schlusse weisen wir auf die Moglichkeit hin,
mit Hilfe der dargelegten Methode den passenden Typ einer
nicht-linearen Kupplung zwecks Abschwdchung der Resonanz
rationell aussuwdhlen, was sich als ein sehr aktuelles
Problem der modernen Technik erweist.

Als Arbeiten der Verfasser auf dem Gebiete der
Nicht-linearen Mechanik und ihrer Anwendungen seien im
Anschluss hieran noch folgende erwihnt:

1., Quelgues exemples d'oscillations mon linéaires”., Comptes rendus
des séances de I’Académie des Sciences de Paris, t.194, p. 957 (14/1IL, 1932).

2.  Sur le phénomine de Pentrainement en radiotechnique. Ebenda,
t. 194, p. 1064 (21/III, 1932).

3., Les phénoménes de démultiplication de fréquence en radiotechnique”.
Ebenda, t. 194, p. 1119 (29/III, 1932).

4., Sur quelques proprittés générales des résonances dans la mécanique
non lLnéaire®, Ebenda, t. 197, p. 903 (23/X, 1933)

5. , Problémes fondamentaux de la Mécanique non Linéaire". Revue
générale des Sciences (N°du r15/[, 1933).

6. , Recherches sur la stabilité dynamique des machines synchromes”
(russisch, mit einem franzdsischen Résumé), 100 S., Kieff 1932.

7. Recherches sur la stabilité longitudinale des avioms“ (russisch, mit
einem franzdsischen Vorwort), 6o S., Kieff 1932.

8. | Recherches sur la stabilité statique et la stabilité dynamique des
machines synchrones*. Rapport N°14 a la 3me Section du Congres Inter-
national d’Electricité, Paris, 1932.

9. ,Problemes fondamentaux de la Mécanique non Linéaire* (russisch).
Bulletin de I’Académie des Sciences de I'URSS, N° 4, 1933.

10. , Fundamental Problems of the non linlar méchanics.
International des Mathématiciens, Zurich, 1932.

11, , Méthodes nouvelles de la Mécanique non Linéaire dans leur
application & l'étude du fonctionmement de l'oscillateur & lampe. Fartie pre-
miére. Etude des régimes stationnairves dans le cas de Pabsence des forces
extérieures périodiques®. NO 7 der Sammlung wissenschaftlicher Abhand-

Congreés

12) Vgl. Zeitschrift fir Flugtechnik und Motorluftschiffabrt 1929,
18, Heft, S. 465 fg.
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Abb. 7. Modellansicht der Lorrainhalde mit Viadukt iiber die Talwegmulde (links), geschlossenem Bauwerk (Mitte, vergl. Querschnitt B)

und Aareiibergang (rechts), dahinter die Lorraine-Strassenbriicke.

lungen von Prof. Dr. N. Kryloff und Dr. N. Bogoliliboff (russisch, mit einem
franzdsichen Vorwort), 250 S., Moskau (im Druck).

12, | Méthodes nouvelles de la Mécanique non Linfaive dans leur
application & Vétude de la perturbation des mouvements périodiques et de
divers phénomenes de résonance s’y rapportant”. 100 S. (im Druck).

13. , Les méthodes symboliques de la Mécanique non Linéaire dans
leur application & Uitude de résomance dans Poscillatenr® (russisch, im Druck),
Bulletin de I’Académie des Sciences de I'URSS, 1934.

14. Theory of Vibrations from the standpoint of the Non-linear
Mechanics with Applications to some Engineering Problems (in Vorbereitung).

Die Verlegung der Bahnlinie Wylerfeld-Bern
an die Lorrainehalde.
Von Ing. A. BUHLER, Sektionschef fiir Briickenbau der S.B.B., Bern.

Bei der Abstimmung am 20. November 1932 tiber die
Botschaft des Stadtrates an die Gemeinde Bern, betreffend
die neue Zufahrtslinie der S.B.B. vom Wylerfeld zum
Hauptbahnhof Bern, wurde die Vereinbarung zwischen der
Generaldirektion der S. B. B. und der Einwohnergemeinde
Bern vom 15. Juli 1932 gutgeheissen; der Verwaltungsrat
der S. B. B. hat ihr am 26. Juni 1933 zugestimmt. Darnach
wird der Bau einer neuen viergeleisigen Linie in Aussicht
genommen, die bei der alten Waffenfabrik auf dem Wyler
von der jetzigen Linie abzweigt, sich hierauf gegen den
Rand des aareseitigen Lorraineplateau hinzieht und so-
dann tber die Aare und Schiitzenmatte hinweg zum gegen-
wirtigen Hauptbahnhof fithrt. Dies ist mit wenigen Worten
umschrieben das Ergebnis langjahriger Vorstudien, sowie
der zwischen Bahnverwaltung und stiddtischen Behorden
gepflogenen Verhandlungen. [Vergl. frithere Studien in
,S.BiZ.“ Bd. g6, S. 4 u. S. 288, Juli u. Nov. 1930. Red.]

Im Sinne der genannten Vereinbarung oblag es der
Bahnverwaltung, die Briickenbauten so auszugestalten, dass
sie in stddtebaulicher Beziehung sich méglichst gut in die
gegebenen Verhiltnisse einpassen werden; die Linienver-
legung stellt sich ndmlich in der Hauptsache als eine un-
unterbrochene Folge von Briicken mit einer Linge von
1100 m dar. Mit diesen Studien wurde die Sektion fiir
Briickenbau bei der Generaldirektion der S. B. B. betraut
und ihr als Berater Arch. H. Klauser (Bern) beigegeben.
Zur Abklirung einer Reihe baulicher Fragen und Einzel-

heiten wurden einige Ingenieurbureaux und Stahlbaufirmen
beigezogen, sodass die Voranschlage in kurzer Zeit so ein-
gehend ausgearbeitet werden konnten, wie dies bei der-
artigen Linienverlegungen kaum oft geschehen ist.

Aber auch in #4sthetischer Beziehung sind alle An-
strengungen unternommen worden, um zu einem Ergebnis
zu kommen, das den gestellten Anforderungen gerecht
wird. Aus rund 50 verschiedenen Briickenanordnungen
wurden diejenigen ausgewidhlt und in Bildern und Modellen
dargestellt, bei denen die technischen, wirtschaftlichen und
dsthetischen Forderungen als am besten erfiillt angesehen
werden durften.

Die massgebenden Organe der Bahnverwaltung haben
schliesslich nach eingehenden Erwigungen einem massiven
Bauwerk den Vorzug gegeben. Bei diesem kann das er-
forderliche Schotterbett auf die ganze Briickenlinge ohne
weiteres durchgefiihrt werden, was auch zur Schalldimpfung
notig ist. Diesen Vorschligen haben der Gemeinderat der
Stadt Bern, die Stadtausbau-Kommission und auch der
Baudirektor des Kantons Bern
einhellig beigestimmt. Die als le“! | ”E]"? LLL
beste Losung der Linienverlegung
an die Lorrainehalde angesehene
Anordnung sieht eine kleine Ver-
schiebung des Tracé gegentiiber
dem Vorprojekt der Vereinbarung
mit der Stadt Bern vor, und
zwar in dem Sinne, dass die
Linie von der eigentlichen Steil-
halde weg und etwas mehr auf das
Lorraineplateau gelegt wiirde. Im
Hinblick auf die umfangreichen
Vorarbeiten und die far schwei-
zerische Verhiltnisse grossen
Bauwerke rechtfertigen sich einige
Angaben tber die zu erstellen-
den Briicken. Eine allgemein ge-
haltene Darstellung der Entwiirfe
diirfte ferner darum erwiinscht
sein, weil bei einer spitern Aus-
schreibung der Arbeiten auch
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Querschnitt A

Abb. 2. Querschnitt durch den
Viadukt iiber die Talwegmulde.
Masstab 1 : 500.
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Abb. 1. Projektierter Viadukt iiber die Talwegmulde, Masstab 1 : 2500, mit Terrainlinien je 7,5 m rechts und links der Axe.
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