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Zur Theorie der rotierenden Scheibe mit Trapez-Querschnitt.

Von Ing. K. G. KARLSON, Stockholm.

Es zeigt sich nicht selten, dass eine in geometrischer
Beziehung einfache Form keineswegs auch analytisch leicht
zuganglich ist. Ein Scheibenkdrper, der von symmetrischen
konischen Endflichen begrenzt ist (Abb. 1), hat eine
besonders einfache Gestalt, geh6rt aber in mathematischer
Hinsicht nicht zu den fiigsamen.

Fiar durchlochte Scheiben wird bei Benutzung des
von Stodola!) eingefiihrten hyperboloidischen Profiles ins-
besondere die Ermittlung der Randspannungen sehr ein-
fach, wenn ein fiir allemal fiir die Einheitscheibe (R = 1)
Interpolationskurven berechnet werden. Wird nun, aus Her-
stellungsgriinden, das Profil durch Gerade ersetzt, wer-
den die berechneten Spannungswerte etwas beeinflusst, das
Ersatzprofil lasst sich aber dem vorausgesetzten so nahe
anschliessen, dass diese Abweichungen von der berechneten
Beanspruchung praktisch vollig belanglos sind.

Immerhin hat die analytische Untersuchung der Scheibe
mit Trapez-Querschnitt theoretisches Interesse. Die Aufgabe
wurde schon von Martin®) und von Péschl?) (Niherungs-
methode nach Ritz) behandelt. Verfasser hatte hingegen
anfinglich die (ebenfalls auf hypergeometrischen Reihen
fussenden) Abhandlungen von Fischert) und Honeggers)
ibersehen. Da die Auswertung der bei der Anwendung
zu benutzenden Grossen schon erledigt war, hat vielleicht
ein Vergleich mit den von Honegger berechneten Span-
nungen einiges Interesse.

Die nachfolgende kleine Studie war das Ergebnis
eines Versuches, geschlossene analytische Ausdriicke fiir
die Dehnung und die Spannungen zu finden. , Geschlossen*
bedeutet freilich nicht, dass auch genaue Zahlenwerte
erhiltlich sind; die Anniherung lisst sich mit Hilfe der
Zahlentafeln 3 und 4 und der analytischen Priifung der
Zahlentafel 1 einigermassen beurteilen.

Zu dem genannten Zwecke wurden in die Differential-
gleichung fiir die Dehnung & nach Stodolas),

d2E diny 1\ 42
dx? +( dx +?> &

o

dx
r v d/ny 1 . >
\ (? dx _F) pe T i
\ I 2
=
NN @ wo K = - e nm?,
2 die neuen Verdnderlichen
ﬁ\\\ zzl—l:—k-xundn:% . (2)
‘\ \\\\ Jo Yo 2
M- * eingefihrt. Mit der Abkiirzung
s | Jo\3 2R ¢
. |k Ch1(<k—"), wo k=2tg?
= . K s
% | (Abb. 1) und somit 5, cine fir den
0
b Scheibentypus bezeichnende Konstante

ist, schreibt sich GI. (1):
2 (1 — z)d—zﬂ + &t [(1 4 2n) — (2 + 2 #) 2] o
dz? dz
—Z A — 1 4y — 2" (1 — nt) p=— C #3(1 — 2).
Die Grenzen fiir die unabhingige Veranderliche z sind 1
und o; fiir eine Scheibe gem#ss Abb. 1 ist 1 > 2> o.
Es werde hier » so gewihlt, dass das zweite 7-Glied
verschwindet, also # — -+ 1. Wird die Wurzel 7 — 1 be-.
nutzt, entsteht nach Kiirzung mit 22 die Gleichung
2
2(1—2) 2 +B— 492 — (149)y=— Cs(1—2) (30)

dz

!) Siehe Literaturverzeichnis auf Seite 53.

Die Losung dieser Gleichung ist
7 =10 1,
wo 17 irgend eine g-Funktion, die (3 a) befriedigt, und 7, die
Losung der reduzierten Gleichung ist. Die Struktur der
Gl. (3a) veranlasst, den Ansatz
N =C(a+ bz cs?

zu versuchen. Man findet

e 33+ = 3+ itk I
(142 (5+2) (114-9)’ (5+7) (1149’ B e BN

und also

& = ]((%)s(az—{— b2 ce9)

Auf x als unabhingige Veranderliche zuriickgefiihrt ist dieses
partikulire Integral mit dem schon von Fischer und Hon-
egger angegebenen identisch.

Die reduzierte Gleichung
dy dy
et =8 S+B—48 ——(ti{ig=ol. S3h)
ist eine Gauss’sche Differentialgleichung, die Losung also
unter den hypergeometrischen Reihen zu suchen.”) Das
dritte Element ist y = 3, die iibrigen Parameter gehen aus
a+pf-+1=4 und af =1 +» hervor. Mit
a=1,5-14+ V(,25 —
p=1,5—1]1,25 —» - e (4)
y—3 I
sind nicht-identische Losungen
i =F((1, ﬂy 7y Z)
und e = &7 (1—g) =P F(1—a, 1—-B,y—a—f+1, 1—8),
somit nach Einfihrung der Substitution (2), die Ldsung
der reduzierten Gleichung

G=AsF(o,f,7,9)+ L Fi-a, 1~ y—a—f+1,1-5) I
wo A und B die Integrationskonstanten sind.

Wenn in einer hypergeometrischen Reihe die Be-
dingung y >>pf>>o erfiillt ist, lasst sich ihre Summe durch
ein bestimmtes Integral

F="H [nﬁ*‘ (1 —w)y—F-1 (1 —ug)=* du

ausdriicken?); der Faktor /A ist nur von den Parametern
abhingig. Beide Glieder der GL II geniigen dieser Bedin-
gung und mit den Bezeichnungen

1

= /‘u/:"*' (t—up—+F= (1 —wus)~du . . . (5)
0

wo das Argument = g ist, und
1
Jo = [zt"’/’ (x—up——[1 —u(x—2)]*du . (6)
mit dem Argument (1r— ), kann die vollstindige Losung
der Gl. (1) in geschlossener Form, mit 2 als unabhiingige
Verinderliche,

&= gy Blp 0y ST W

geschrieben werden. Hingegen ist es wohl nur ausnahms-
weise moglich, den Zahlenwert von & genaun zu berechnen.

Diese Losung ldsst sich auch mit Anwendung der
Wurzel #» = — 1 ableiten.
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Zahlentafel 1 Zahlentatel 'z
(fir v =0.3)
z= ’ 0 ‘ o1 | 02 0,3‘ 04 | 05 o,o‘ 0,7 o,s| 0,0‘ 10 il S gty
i 1,1030] 1,1551| 1,2143( 1,2849| 1,3693| 1,4743 1,@103!1,703) 2,0886| 2,6056] O e A y B e S T~
% 0,4780| 0,5485| 0,6399] 0,7615( 09283 1,1710| 1,5495 2,2001 | 3,6020| 8,0410| oo f Gl Hhol = o
b 14286 1,5430| 1,6764] 1,8237| 1,0840| 2,1557| 2,3378| 2,5296| 2,7305| 2,0392] 3,1516 dd/’— : + “I'a) ['f) af—1)=oc0
% 10 | 1,2464(1,4080] 1,5430| 1,6635( 1,7720| 1,8707| 1,0656| 2,0536| 2,1362| 2,2061 1 r
; 2 et ) I'if)
Zwischen den Spannungen und der Dehnung & be- al,
stehen die Beziehungen = [ I'(a) I'\p)
E d
Op o ( T d_) .
= R o auch die Werte der [/ 2 I
und (o — £ . (pi+i‘_> Ableitungen sind mit |5 APETE L0 e
) AR e Fehlern behaftet, wie b-Jpoa
Werden in Gl III die Konstanten A4 und B durch zu erwarten ist und v i
e o S _ C2 ey auch ersichtlich wird, |2 I\\ | —
b E £ wenn man fortlaufend SrEu)
ersetzt, wo nun C; und C, aus vorgeschrlebenen Rand- die Differenzen bil- gl ===t
spannungen, oder Dehnungen, zu ermittelnde Integrations- det. Nach den fol- |2 //" ES S
konstanten sind, nehmen die Spannungsgleichungen bei- genden Beispielen zu ¢ > i
spielsweise folgende Form an: beurteilen, diirfte aber
@ T die Tafel fir prak- % L s 355 s Tn
o =G [([+1)j‘+1 z_:|+x [([_’)J‘=+’ z’*]—k tische Zwecke hin- il w2

+uw?(’°)2[<x+w)n+(t+zw>bs+(n+3r>cs‘tl (7)

O,ZC] [(l +7') jl +~"7:l “*4[([ —1’) _/2
—F,um”—(%) [(142)a - (2+») bz + (3 —l—w') cz?] (8)
Die Ableitungen von /, und j/; sind

it

—IZ' :afn/" (t —auypr—F— (1 —ug)~Ctddu . . (9)

4 1

Tﬁ’- = (a— 1)[1:‘*/’(( —uyr= e [1—u(1—z)]* *du (10)
Die Klammerausdriicke in (7) und (8) sind nur von

z und » abhiangig. Um die Anwendung der Gleichungen

fir praktische Zwecke zu vereinfachen, wird man fir diese

Grossen Interpolationstafeln oder -kurven berechnen.

Die Zuverlassigkeit wird davon abhingen, mit welcher
Genauigkeit die Zahlenwerte der Integrale bestimmt werden.
Es schien somit der Miihe wert, zu untersuchen, ob die
Auswertung derselben mit einer der geschlossenen Form
einigermassen entsprechenden Scharfe ohne zu umstand-
liche Rechnungen sich durchfihren lisst. Bei der Be-
rechnung der Zahlentafel 1 ist durchweg nur ein Rechen-
schieber mit Potenzskala von der doppelten Schieberlange
benutzt worden. Aus Gl (4) erhalt man fiir » = 0,3 mit
leichter Abrundung a = 2,475 und f = 0,525. Der betref-
fende Integrand wurde mit kleinen #Intervallen berechnet
und der Integralwert mit Hilfe der Simpson’'schen Regel
ermittelt. An einer Grenze, wo der Integrand unendlich
gross wird, wurde ein Restglied far A =o0,01 niherungs-
weise bestimmt. Fiir 2 = o und z = 1 konnen die Integral-
werte angegeben werden.8) Mit y =3 = a |- f;, welcher
Sonderfall nach GI. (4) hier vorliegt, erhilt man die Zahlen-

tafel 2. Aus I'(x) ['(1—x) = ;n—;:? ergibt sich in diesem
Falle '@ I'f)=(a—1) (a—2) ;== (1 —¥) ;——.
Die Auswertung liefert die Werte der Zahlentafel 1.

Die Zahlenwerte der Ableitungen iid]—: und {%— in
Tafel 1 sind die berechneten, mit Abrundung in der vierten
Stelle. Mit Hilfe der Tafel konnte nach einigem Probieren
eine (hier weggelassene, weil etwas umfangreiche) Inter-
polationstafel fiir Intervalle 4z = 0,005 aufgestellt werden,
und dabei wurden die in der Tafel aufgenommenen, von
den berechneten etwas abweichenden /- und /,-Werte fest-
gestellt. Diese Ausgleichung ist ja nicht einwandfrei, denn

reichend genau sein.

Die Losung fiir die Scheibe gleicher Dicke liesse
sich als Spezialfall obiger Ableitung beispielsweise dadurch
nachweisen, dass die y-Glieder in GI. (1) mit einem Ko-
effizienten ¢ belegt werden. Dieser Koeffizient erscheint dann
teils in den Parametern « und g, teils in @, 6 und ¢ im
partikularen Integral &. Fir ¢ = 1 erhilt man die oben
abgeleitete Losung; fur g — o bleiben von der 7,-Reihe
nur das erste, von der 7, Reihe die zwei ersten Glieder

tibrig, ferner wird 6 =o0 und c=——;—. Das a Glied in &,

lasst sich nach Einfihrung der Integrationskonstanten mit

dem ersten Gliede in &, einverleiben und die Lésung wird

Vg
Ei—ik & + 2 ? a3, wo /% und ks Integrationskonstanten

sind und K = 3

gemeinerung der Aufgabe sei auf die Abhandlung von
Fischer verwiesen.

Um von der Grossenordnung der bei Anwendung
der Zahlentafel 1 zu erwartenden Fehler einen Begriff zu
bekommen, wurden die Spannungen fir den folgenden
Fall ermittelt: » = 40, R = 494 und y, = 100 mm, Dreh-
zahl = 2970, innen ¢, = o und aussen o, = 0,15 kg/mm?2.
Die Spannungen sind fir einige x-Werte und fir je 4 = go,
80 und 70 mm berechnet worden (Zahlentafel 3 und 4).
Durch graphische Extrapolation konnte dann (Abb. 2) auf
die Spannungskurven fiir 6 =y, = 100 geschlossen werden.
Zum Vergleich wurden danach diese Spannungen mit Hilfe
der genauen Formeln®) fiir die Scheibe gleicher Dicke
bestimmt; die Uebereinstimmung kann, wie aus den Tafeln
hervorgeht, als praktisch befriedigend bezeichnet werden.

Bei diesen Berechnungen wurden Logarithmen benutzt,
um zu vermeiden, dass der Einfluss der in der Inter-
polationstafel enthaltenen Fehler durch neu hinzukommende
getribt werde.

Die Zahlentafel 5 bezieht sich auf eine Scheibe, fir
die Honegger (a. a. O., Abb.7) Spannungskurven berechnet
hat. Zwar kdnnen die Spannungen nicht aus diesen Kurven
so genau abgelesen werden, wie es fir einen Vergleich
zu wiinschen wire, die Rechnung fithrte aber, wie es
scheint, zu Zahlenwerten, die mit den von Honegger
ermittelten sehr nahe {ibereinstimmen.

Einen zweiten Haltepunkt bietet der Vergleich zwischen
einander entsprechenden Faktoren in GL III und in der
& Losung von Honegger, & = & —+ & & + &y &%, Far den

~ uw? — In Bezug auf die Verall-

Quotienten J‘ (der bei #==0 und 2= 1 unbestimmte
1
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Zahlentafel 3

Radialspannung o,

Zahlentafel 5

(Stahlscheibe: » — 200, R = 800, B =48, b= 12, » = 3000)

4= 70 8o 90 190
3 <l | P B e R T
x =60 3,80 | 3,995 4,16 4,31 434
100 5,674 5,936 6,16 6,355 6,39
250 5:397 | 5,556 5,66 5,74 5,78
350 3832 | 389 3,93 3,96 3,97
430 2,00 {1, 12,005 2,01 2,015% 2,017
|
Zahlentafel 4
Tangentialspannung o,
U 70 8o go 1e0
Extrapol. ’ Genau
%= 40 13,85 14,57 15,24 ‘ 15,88 15,87
60 9,98 10,50 10,95 11,36 11,43
100 7,956 8,35 8,70 9,03 9,06
250 6,366 6,62 6,81 6,98 7,03
350 5.368 5,54 5,68 5.81 5,83
430 4,31 4,43 4.53 4,62 4,65
494 3327 3,37 3.45 3,52 3,55

Form annimmt) ergibt sich im Gebiete 5= o,1 bis z= 0,9
7

eine Schwankung zwischen 1,1039 und 1,1124; fiir

(unbestimmt bei z = o) sind im Gebiete 5 = 0,1 bisz =1
die Grenzwerte 3,7511 und 3,1565. Auf das arithmetische
Mittel bezogen, betragt somit die maximale Abweichung 5
bezw. 1 pro mille. Angesichts der oben erwihnten ,Be-
richtigung® von /, und /, und dberhaupt der Methode fiir
ihre Auswertung sind wohl diese Abweichungen als missig
zu bezeichnen; bei erneuter, genauerer Berechnung wiren
in erster Linie die /,-Werte bei 2 = 0,8 und 0,9 nochmals
zu priifen.

Ueberhaupt diirften, nach dem Folgenden zu beurteilen,
die nach der oben angedeuteten Methode errechneten
Zahlenwerte der Integrale (Tafel 1) mit einer einseitigen
Ungenauigkeit behaftet sein, Die Losungen 7, und 7,
miissten ja die Beziehung

’ ’ —fpdz
mns —mm = Ce e

befriedigen?), wo C eine Konstante und
=@+ Bg+1):
b 2 (1 — 2)
ist. (Diese Beziehung wird bekanntlich bei ganzzahligem y
benutzt, um auch fir », eine Loésung mit = als Argument
abzuleiten). Wire die Zahlentafel 1 genau, miisste

R P Y

einen konstanten Wert zeigen. Bei # = o wird aber diese

yKonstante“ numerisch = 3,1515; fir 2 = o,1 bis 0,9
schwankt der Wert zwischen 3,1554 und 3,1605, mit Aus-
nahme von z=0,8, wo 3,1686 herauskommt, — Das Gebiet

um z=0,8 herum erscheint also auch hier als verdachtig.
Fir die volle Scheibe ist B (bezw. C;) = o, weil £ =0
fir x = o (s = o), das zweite Glied in den Gl III, (7) und
(8) scheidet somit aus. Honegger hat (a.a.O., Abb. 6a)
eine der soeben behandelten dhnliche Scheibe ohne Bohrung
und mit der Randspannung oz = 15 kg/mm? untersucht
und dabei fiir einige Punkte auf den Spannungskurven den
Zahlenwert besonders angegeben. Eine zum Vergleich vor-
genommene Berechnung nach GI. (7) und (8) lieferte fol-
gende Werte (die eingeklammerten Zahlen sind die von
Honegger gefundenen): bei » = o: 0, = 0, = 15,28 (15,32);
bei » = 400:0; = 16,66 (16,70), o, = 16,71; bei r =
700G, — 14,80} bel # = 800.: 6; = 15,60.
Nebenbei mége noch eine Lésung der Gl. (3b) erwidhnt
erden, die ein bestimmtes Integral anderer Art enthilt.

T — 200 300 [ 400 ‘ 500 \ 600 700 800
g, o 6,94 8.53 8,19 6,67 4,08 o
a; 29,47 | 20,71 17,82 14,84 12,88 | 1082 8,30

Wird statt z eine Verdnderliche = 1 — 3 eingefihrt,
geht die Gleichung in

: e b . d
(deica) de = (1 — 4.0) TZ—([ =) —io & Siesi(gie)
tiber und gehort in dieser Form zur Gattung
a2y dn

(@s +-6. C-¢:.82) ) —+ (a, + b C)T(‘Fﬂo?]-:o . (a)
Untersucht man zur Lésung dieser Gleichung das be-
stimmte Integral?)

@
= B dy. e (b

2
U — by u—+ ay

@p
wo R, m und die Grenzen ¢ und v aus
SRS % [ (m by + 2ap) u—+ m (m— 1) by + 7 a, AR (C)

G — byu - ay

m (e — 1) ca+mb + ay=0 . = . . (d)

und [R (e 6z ]ii= bR et=bfsilse - peaiie)
u=eq uw=1yp

zu bestimmen sind, liefert Gl. (d) die Wurzeln w; = — a

und my=—f, mit a und f gemiss Gl.(4). Der Wurzel m,

entspricht als Losung in z:

7},*::fuf"*‘ (1 +wuy (1t +u—szFdu . (52)
Bei Auswertung bei z.B. z=o0,9, 0,5 und o,1, wobei
hauptsidchlich mit dem Rechenschieber und graphisch ge-
arbeitet wurde, ergaben sich mit ;; fast ubereinstimmende

L) I'(B) :
Zahlenwerte. TeTh [/ilo;

far 5 = 1:[),*], = I['(0) = [/i}i. — Etwaige andere Lo-
sungen dieser Art wurden nicht gesucht.

Fir z =o0 ist8) [p*=

Literatur.

1) A. Stodola: ,Die Dampfturbine und die Aussichten der Wirme-
kraftmaschinen®, V.D.I, 1903, S. 51.

2) Th Péschl: Ueber die Berechnung der Spannungen in rotierendcn
Scheiben mit verdnderlicher Breite®, Z. f. d. ges. T.-W., 1913, H. 5—6; Le
calcul des tensions dans un disque tournant de scction variable”, Revue
de Mécanique, mai 1913, p. 449.

3) ,Rotating discs of conical profile, Engineering 1923, I, S.1
und 115 (vergl. auch S. 407 und 630).

1) A, Fischer: ,Beitrag zur Berechnung der Dampfturbinenscheiben-
ridder mit verdnderlicher Dicke®, Z. d. Oesterr. Arch.- und Ing.-Vereins,
Jahrg, LXXIV, S. 47 und 71,

%) E. Honegger:  Festigkeitsberechnung von rotierenden konischen
Scheiben®, Z. f. angw. Math. u, Mech., 1927, S. 120 und 247.

8 A. Stodola: ,Dampf- und Gasturbinen*.

7) Riemann-Weber: | Die partiellen Differentialgleichungen der
mathematischen Physik*; A.R. Forsyth:  Theory of differential equations.

8) Siehe z, B.: D. Bierens de Haan:  Nouvelles Tables d'Intégrales
définies”; Jahnke und Emde:  Funktionentafeln®.

9) J. Dienger: , Differential- und Integralrechnung®.

Die Flussbader Aarau und Rheinfelden
aus Eisenbeton-Fertigkonstruktionen.
Von Ing. M. SCHNYDER, Burgdorf.

Die grosse deutsche Literatur iiberBadeanstalten, be-
sonders die Verdffentlichungen der ,Deutschen Gesellschaft
far Volksbdader“, haben wertvolle Grundlagen fiir die Pro-
jektierung von Biddern gegeben. So kdnnen heute die
Forderungen, die in rein technischer Beziehung an Strand-
oder offene Bassinbdder gestellt werden, als bekannt voraus-
gesetzt werden; neuer diirfte jedoch die Aufgabe sein,
Eisenbetonbassins in die fliessenden Gewisser selbst zu
stellen. Als ich bei den hier beschriebenen Werken vor
dieser Aufgabe stand, war ich mir wohl bewusst, dass
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