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Nr. 23

Die Biegungslinie sehr schlanker Stidbe in graphischer Darstellung.

Von Privatdozent Dr. Ing. RICHARD SABATHIEL, Budapest.

Die Formanderung von Stiben, die innerhalb der
Elastizitdtsgrenze iibermissig grosse Durchbiegungen er-
leiden koénnen, kann durch die genaue Erodrterung der
allgemeinen Biegungsgleichung

do 5 L M

o e AR (a)
bestimmt werden, wonach die Winkelinderung da der
Endquerschnittsebenen eines Stabelementes bezogen auf
seine Linge ds proportional mit dem Moment A/ der &us-
seren Krifte auf das Element und umgekehrt proportional
mit dem Trégheitsmoment / des Querschnittes ist und der
Proportionalititsfaktor der reziproke Wert des Elastizitéts-
moduls £ ist; diese Winkelinderung, Kriimmungsmass ge-
nannt, und der Kriimmungshalbmesser des
urspriinglich geraden Stabes sind reziproke
Werte.

Mit den in Abb. 1 angegebenen Bezeich-
nungen wird diese Gleichung, in rechtwink-
lige Koordinaten umgesetzt,

dy 2 3,
il EJ ¥
S R

Tdx
bei kleinen Formanderungen so vereinfacht, dass der Wert

dy \2 : : :
(;:-) — tg?a gegen 1 vernachldssigt wird. Wenn wir nun

bei starken Kriimmungen, wo (tga)? nicht vernachlidssigt
werden kann, die Differentialgleichung (b) in Funktion der
rechtwinkligen Koordinaten auflésen wollen, so kommen
wir im einfachsten Falle auf komplizierte, schwer handliche
sogenannte elliptische Integrale. In folgendem werden wir
eine Konstruktionsmethode einfiihren, mit der die Form
der stark gebogenen Stibe ibersichtlich und sehr genau
gezeichnet werden kann. — Auch wird diese Konstruktion
zu graphischen Lésungen ahnlicher analytischer Funktionen
dienen.

Wir behandeln den einfachsten Fall des stark ge-
bogenen Stabes, wenn am freien Ende des eingespannten
schlanken Stabes eine Kraft P angreift und zwar erstens,
wenn die Kraft P senkrecht auf die Einspannungsebene
ist, und zweitens, wenn sie senkrecht auf die urspriingliche
gerade Axe des Stabes wirkt. (Siehe Abb. 2).

X Abb.2

1. Am freien Ende des eingespannten schlanken Stabes greift
eine Kraft senkrecht zur Einspannungsebene an.

Wir nehmen als Koordinaten- Axenmittelpunkt des
nach Abb. 3 gebogenen Stabes den freien Endpunkt A.
So ist die Grundgleichung der Biegung

do Py 1
GerR e o L) (1)

Die beiden Seiten mit &y multipliziert gibt:

ji’ — E—J dy; da aber % — sin « ist und der Aus-
druck der physikalischen Grossen Tj durch — veremfacht
werden kann, wonach also

B e

ist und p die physikalische Linge genannt werden kann,
so ist die geometrische Form der Differentialgleichung:

sin ado = — %dy
Nach Integration ist
)2
—cosa:—%;—{-rC oder cosa=%—
Im Punkt 4 ist y = o; cos ap = — C also
2
cos a = cos 0y —+ ;_, (3)
In K (Firstpunkt) ist cos a = 1 und y = f wonach
cosa0=1—li— oderpzz-f—f' 5 E()

PZ

Die Form der Biegungslinie ist durch ao, den Nei-
gungswinkel der Endtangente 4 charakterisiert und nach
Gleichung (3) bestimmt.

Diese Gleichung veranschaulichen wir in Abb. 4. Aus
dem Einspannungspunkt K ziehen wir die Linie mit der
Neigung ap; um deren Schnittpunkt mit der Kraftlinie P
zeichnen wir den Halbkreis mit dem Radius » = OK.
Diesen Kreis nennen wir den Richtungskreis. Der innere
Schnittpunkt 7 des Kreises mit der x = P-Axe liegt vom
Fusspunkt B der Vertikalen X BF = (1 — cos a,) entfernt
und nach Gleichung (4) ist

I — cos ao

(1 — cos ap) = L BF = r (1 — cos a)

ra
Zeichnen wir noch die horizontalaxige Parabel mit dem
2
Scheitel B und den Punkt G, wo KG = BF = ;;,

Ist S ein beliebiger Punkt des gebogenen Stabes mit
der Ordinate y und wird der Punkt horizontal auf die
Parabel projiziert, weiter dieser Punkt S, vertikal auf den
Kreis, so wird der Kreispunkt S; die Richtlinie OS; der

HlS G
'/ 4\~ sinot)
///
/
/
Tl Liz/da/g// : \F

Abb.4
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Tangente in S bestimmen. Aus der Abbildung ist klar

abzulesen, dass
2

rcosa:rcosao—kr%

Aus Gleichung (1) mit der Abkirzung (2) ist der
Krimmungshalbmesser

2
o B L T R
Im Scheitelpunkt, wo y = f, wird
ox = — ff . (6) und nach (4)
—20g(r —cosa) =f. . . . . (7)

Wenn wir aus dem &usseren Schnittpunkt des Rich-
tungskreises 7 eine Senkrechte auf O K und von O eine
Senkrechte auf die Sehne 7K ziehen, so schneiden diese
Linien die Vertikale X in dem selben Punkt R, der von
den Punkten 7" und K 2px entfernt ist. Die Schnittpunkte
der Senkrechten #/ und N liegen auf dem Kriimmungskreis
von K. Dies ist aus den #hnlichen Figuren bestimmbar.
Auch kann der Mittelpunkt des Krimmungskreises direkt
bestimmt werden, wenn man aus dem Halbierungspunkt
der Sehne 7K eine Senkrechte auf O K zieht.

Aus dem geometrischen Mittelsatz ist auch festlegbar,
dass der Krimmungskreis die Kraftlinie in einem Punkt P

schneidet, der die Strecke p — PK bestimmt.

2
Wenn wir weiter die Gleichung (5): 0 = — ‘:y in
d . . Sy
der Form d‘z = — ;;'—v schreiben und mit dx multiplizie-
ren, so ist cosa da = — ;i# d %
Nach Integration wird sin ¢ = — pify dx + C,
ap
wenn a = a, ist sin ¢y = C also
sin o = sin ao—p—ifya’x ot m h s (8)

Der zweite Teil der Gleichunganbedeutet die Flache
von 4SS; 4 und wird mit 7, bezeichnet; also ist

p2(sinag — sina) =27, . . . . (9)
eine andere Gleichung der Biegungslinie. Wenn wir Abb. 4
betrachten, so sehen wir, dass

S; S, = r(sin @y — sin a); also 453 S =la T,
Die 7, Flache ist gleich mit einer Dreieck-Flache,
deren Grundlinie S; S; und deren Héhep—:ist, welche

Linge aus Dreieckihnlichkeit mit 7B identisch ist.

Die gesamte Fliche, die die Kurve und die Seiten

f und % umfassen, ist laut (9)
2
T — —p;— Sin do -

(10)
T sinay, /% %
was nach (4) 7" = “- T i 3 cotg > (11)
genauer angegeben werden kann. Klar zu ersehen ist also,
dass die durch den Richtungskreis bestimmte Sehne 7 K

die Ausgleichslinie der Kurve ist.

Die Konstruktion der Biegungskurven mit verschie-
denen «, wird durchgefiihrt wie Abb. 5 zeigt. Den Rich-
tungskreis und die Parabel zu einem f eingezeichnet, nehmen
wir die Ordinate des ersten Punktes 4 an. Der entspre-
chende Punkt A4’ des Richtungskreises ist dadurch auch
gegeben, Die erste Strecke 4 K ist sehr annihernd ein
Kreisbogen (da das Moment sich kaum #ndert). Wenn also
im Richtungskreis K’ 4" halbiert wird durch den Punkt £,
so zieht man K A parallel zu C'E' und schneidet auf der
Ordinaten-Hohenlinie den Punkt 4 genau aus,

Wenn wir weiter die Ordinate eines tiefer liegenden
Punktes B annehmen und den korrespondierenden Punkt
B’ am Richtungskreis mit Hilfe der Parabel bestimmen, so
denken wir annihernd die Kurvenstrecke 4B als Seil-

Abb.5

A -

4
4D

Bf ]
.
H P
L d

polygon kleiner Kriafte in der Richtung 4'B’, die propor-
tional mit y sind; betrachten weiter 4'B'C’ als Kréfte-
polygon. Bestimmen wir noch den Schwerpunkt des seit-
lich eingezeichneten Trapezes und teilen die Strecke 4'B’
proportional mit den durch die Schwerpunktshéhe des
Trapezes bestimmten Abmessungen 40D und DA durch
den Punkt D', so dass 4'D': D'B' = AD: BD ist, so
schneidet nach der Relation der Krafte- und Seilpolygone
die zu C' D’ parallel aus 4 gezogene Gerade den Punkt B
in der Ordinatenhdhe aus. Wenn auch die Tangente in B
gezogen wird, so miissen sich die Tangenten und die in
D zu A' B’ parallel gezogene Linie in dem gemeinsamen
Punkt C treffen. Dies wird bei der Konstruktion das Kri-
terium bilden, ob der Abstand der Punkte 4 und B geni-
gend nahe angenommen wurde.

Den untersten Punkt /A bestimmen wir sehr genau
dadurch, dass wir die Sehne B'KX des Richtungskreises
in drei Teile teilen und den zu K niheren Drittelpunkt
H' mit C' verbinden und mit diesem Strahl parallel eine
Gerade aus B ziehen und die Kraftlinie schneiden. Wir
betrachten so die untere Strecke B H als eine einfache
Parabel dritter Ordnung mit dem Anfangspunkt A und der
Axenrichtung parallel zu B'K. Je mehr Zwischenpunkte
wir bei der Konstruktion beniitzen, umso genauer wird die
Kurve. Bei wiederholter Konstruktion einer Schar Biegungs-
linien wurde erwiesen, dass durch Aufnahme von zwei bis
vier gut gewihlten Zwischenpunkten (d. h. Ordinaten) die
Linienin praktischer
Hinsicht sehr genau !

gezeichnet werden Abbb =7
konnen. P a pizTg/
Nach Konstruk- b
tion einer Anzahl ¢ ‘

Kurven ver- o
und

von
schiedener a,
frei gew#hltem [ :
wurden die Stab- : SIS
langen /, die Seh- ' [
nenlingen % und die ,
Langen p abgemes-
sen und in Abb. 6
die entsprechenden f//, h/l und p?//% als Ordinaten mit
den Abszissen cos ap aufgetragen und die Punkte konti-
nuierlich verbunden. Die Tabelle I gibt die Daten einiger
Kurven in Zahlen an.

Abb. 7 zeigt den Weg des Endpunktes eines langen
Stabes, auf welchen Punkt die Kraft 7 senkrecht auf die
Einspannungsebene angreift. Im Anfang ist dieser Weg
fast identisch mit dem Viertelkreis » = 0,81/. Auf der
rechten Seite sind die mit der Kraft proportionalen Fak-
toren auf die Linien P horizontal aufgetragen. Der An-
fangswert dieser Faktoren féllt mit dem Eulerschen Knik-
kungsfaktor zusammen und es ist auch ersichtlich, dass im
Anfang die kleinsten Steigerungen von P verhaltnismissig
grosse Ausbiegungen verursachen.

Von den vielen Kurven hat eine spezielle Form die
Kurve mit @y = go° d. h. cos @y = o. Die Gleichung (3)

ist vereinfacht cos a = ;q, dementsprechend wird p = /

L !
_— —— X
1 09 08 07 05 05 04 03 02 01 0 -01 039 05 -068\
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________ T¢ 2 S
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Abb.7 = 5ot |
2
und — gz = %; T sz Die Kurve teilt ausserdem die

Fliche zwischen dem Viereck mit der Hohe f und der
Breite # und dem Kriimmungshalbkreis des Scheitelpunktes
in zwei gleiche Teile (siehe Abb. 8).

iem_ 5l

24

cosd,» 065

Abbg Y—3

Eine andere spezielle Form hat die Kurve in Abb. g,
wo /& = o ist; hier ist cos @y = — 0,65. Es handelt sich
um einen gebogenen Stab, dessen Enden verbunden wer-
den. Wenn ein solcher Stab aus Federstahl 100 cm lang
ist, so ist laut Tabelle I:

f = 0,785 — 39,8em; pr =227 — 0,37 50~ * = 925 cms
da £ = 2200000 kg/cm? ist P = LZ::(£]= 4750].

Das Widerstandsmoment eines Stabes von der Dicke &
ist K = idj—; also ist P = 2375Kd. Das Grosstmoment

ist M,, = Pf = 2375 - 39,8 Kd = 95000 Kd. Soll die
grosste Spannung gooo kg/cm? sein, so ist

My
0 = — = 95000} = gooo kg/cm?
und so ist
__ 9000
e 0,095 cm ~’/ I mm.
TABELLE 1.
2263 | S | Wi | eosa
0,81 0,000 1,000 1,000
0,80 0,240 0,970 0,930
0,75 0,470 0,852 0,706
0,70 0,600 0,735 0,485
0,65 0,682 0,623 9,281
0,60 0,740 0,513 0,083
0,58 0,762 0,462 0,000
0,55 0,785 0,372 — 0,106
0,50 0,806 0,272 — 0,287
0,47 0,810 0,200 — 0,390
0,45 0,809 9,154 — 0,448
0,40 0,798 0,700 — 0,580
0,37 0,785 | 0,000 — 0,650

Ein 1 m langer Stab aus Federstahl kann daher nur
mit der Dicke unter 1 mm innerhalb der Elastizitdtsgrenze
mit den Enden zusammengebogen werden.

Wenn der obige Stab 1 cm breit ist, so ist

P = 4750] = 4750-2" —rd. 0,4 kg
Eine andere Art der Konstruktion der Biegungslinie
ist auf Grund der Flichenrelation in Abb. 10 dargestellt.
Aus Gleichung (9) ist in der Figur allgemein

2
2" fsin.
27

ykAx =

Wir fassen die in die Kraftlinie umgelegten
Asin als Momente der horizontalen Krafte A«
in Hohe y, auf und zeichnen erst das Seilpolygon
der Krifte und daraus das Kriftedreieck. So
bestimmen wir zu den Teilungshorizontalen die entspre-
chenden Vertikalen, also Punkte der Biegungslinie. Der
Uebersicht halber haben wir nur wenige Punkte (d. h. Ordi-

Abb.A0 "

naten) aufgenommen; es ist aber klar, dass die Genauig-
keit mit mehreren Punkten gehoben werden kann. Wir be-
merken, dass y; der ersten Lamelle von K im obern Drittel
der Hohenstufe f— y angenommen wird, da die erste
Strecke als Parabel aufgefasst werden soll, damit die Ge-
nauigkeit auch bei grosserer Distanz gewahrt bleibt. Ab-
wirts kann y, immer im Mittel der y-Ordinaten angenom-
men werden.

II. Am freien Ende des eingespannten schlanken Stabes
greift die Kraft senkrecht auf die Einspannungstangente an.

In Abb. 11 ist der Stab horizontal eingespannt und
die Kraft P ist vertikal. Die Koordinatenaxen sind die
urspriingliche Linie des Stabes und die Kraftlinie. Die
Grundgleichung der Bie-
gungslinie ist

do P 1
T = R gy
nach Multiplikation mit dx

und Abkiirzung
P 2
e S b

ist cos a doa = — % +C
und nach Integration ist

v X2 . < 5 g
sin @ = ——; + C; bei x = o wird sin ¢y = C, also ist
s . x3

sing =singg——5 . . . - . (3)

Die Gleichung der Linie ist dhnlich der Gleichung (3) des
Falles I.
Im Scheitelpunkt ist sin @ = o und x = &, woraus
folgt
. h?
sin a9 = —5 o ()
Die Biegungslinie und ihre Eigenschaften sind in
Abb. 12 ersichtlich. Wir ziehen den Richtungskreis mit
dem Radius » = 4, O und zeichnen die vertikalaxige Pa-
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Abb.12

rabel 4, O mit dem Scheitelpunkt 4,. Es ist die Strecke
S; S; in der Vertikalen von S gleich r;—j. Wird S, auf

den Richtungskreis horizontal iibertragen, so wird dieser
Punkt S; mit O verbunden die Richtlinie der Tangente in
S sein.

S So =7sina; S; S, = 7 sin a

e 2
S;S; = 7(sin 0y — sin a) = 7’:7
. 3 o 28
also ist sin ¢ = sin ay — v
Laut Gleichung (1) ist
PQ
0= — 2'] A . . « 5 . (5)
und im Einspannungspunkt
1)2
w=—2-

und mit (4)
—2gsinag =h . . . . .

Ziehen wir aus dem Schnittpunkt des Richtungskrei-
ses B eine Senkrechte auf 4,0, welche die Vertikale P
in D und die Vertikale O in R schneidet. Letztgenannter,
sowie auch der Schnittpunkt der zu einander Senkrechten /7,
liegen auf dem Kriimmungskreis von O. Die Horizontale,
die unter O im Abstand % gezogen wird, schneidet weiter
den Kriimmungskreis in F und OF ist gleich mit der
Linge p.

Die Gleichung 7% — — 2+ mit dy multipliziert kann
umgeformt sin ada = — ;f dy lauten und nach Inte-
gration ist

— cos g = — ;j;»-/xa’y —+ C
wenn o = ay; — cos a = C alslg

a
2
COs o = cos ap -1 4 [xﬂ'_v e 21 K(8)

ay

Abb.14 Abb.15

Das Integral bedeutet die Fliche 4S;S 4 und kann
mit 7. bezeichnet werden; also ist

pr(cos @ — cosim) — 27, . . L)

Die Flachenrelation ist also auch analog zur Glei-
chung (9) des Falles I. Die Strecke S; S, = 7 (cos a —

cos a,) multipliziert mit :;i gibt die Fldache 7,. Die ganze

Fliche, die die X- und Y-Axen und die Biegungslinie um-
fassen, ist durch

P3(1 — cos ap) = 27 . (10)
angegeben. Mit Gleichung (4) ist
_ M (1—cosa) A @
= Y s B (1)

Da in Abb. 12 4D —a = htg % ist, so ist Drei-

eck 4y DO mit 7 gleich und D O ist die Flichenausgleichs-
linie.

Die Kurven des II. Falles konnen #hnlich wie die des
L Falles konstruiert werden. Abb. 13 zeigt die Konstruktion
durch die Sehnen mit nur einem Zwischenpunkt; in Abb. 14
dagegen ist die Konstruktion auf Grund der Flichenrelation

durchgefiibrt. Hier ist nach den Gleichungen (4) und (o)
xdy = m:: 4 cos, welches Verhiltnis in Abb. 14 leicht
0

ersichtlich ist. Die Konstruktion ist auch hier wie im Fall I
durch Zeichnen der Seil- und Kriftepolygone durchgefiihrt.

Die Resultate der Kurven mit verschiedenen sin aqq
sind in Abb. 15 zusammengestellt und auch in Tabelle II
eingetragen.

TABELLE II. -
P2 R/l ¢/l —l sin @,
8,0 0,995 i 0,075 0,117
6,0 0,990 I 0,100 0,160
4,0 0,983 0,160 0,235
3,0 0,975 0,210 0,310
2,0 0,940 0,300 0,450
19 8 0,870 0,450 ‘ 0,650
0,75 0,775 0,575 ! 0,800
0,50 0,670 0,670 0,900

Auf die Kurven des I. Falles zuriickgreifend, waren

. . 22
in dieser Gruppe solche Kurven, wo ay > -~ war. Der

. . .. . T .
Teil dieser Linien, der zwischen @, und « = Thegt,

ist identisch mit einer Linie von Gruppe II, wo a/ = 7 —
a’ ist.

Der allgemeine Fall, wo die Kraft 2 einen schiefen
Winkel mit der Einspannungsebene bildet, kann aus den
zwei Fiéllen behandelt werden, jedoch miissen aus den
konstruierten Linienscharen mehr Daten bestimmt werden.
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