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Graphische Analysis vermittelst des Linienbildes einer Funktion.')

Von Prof. Dr. E. MEISSNER, E.T.H., Zirich.

5. Integration der totalen Differentialgleichungen
erster und zweiter Ordnung.

Die meisten Probleme der Mechanik und Physik mit
einem Freiheitsgrad und einer unabhangigen Veranderlichen
fithren auf totale Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
die daher im Mittelpunkte des Interesses stehen. Solche
Gleichungen geben eine Beziehung zwischen der gesuchten
Funktion, ihren ersten Ableitungen und dem Argument,
sind also von der Form

R(w, p,p'\p") =0 o (4)

Wenn eine Gleichung nur von der ersten Ordnung
vorliegt, oder, wie es gerade in der Mechanik oft vor-
kommt, wenn sich ein Integral dieser Gleichung angeben
lasst (Energie-Integral), so hat man es zu tun mit einer
Relation von der Form

Repif)—o oo

Wenn man diese Relation nach » differentiiert, so
geht sie in eine solche von der Form (4) tiber, sodass wir
uns auf diese letzte beschrinken koénnen. Man ldse sie
nach p” auf:

}"” :f(”»P,P’)-
Es ist dann auch
G— P —FWpp ) i e (8

ein bekannter Ausdruck in den Grossen #,p und p'. In
gewissen einfachen Fillen werden auf der rechten Seite
nicht alle drei Argumente auftreten; wenn z. B. ein Inte-
gral (5) bekannt ist, kann immer eine der drei Grossen
eliminiert werden. Dann vereinfacht sich die Losung.

Statt die Funktion p(u) zu finden, die der Gleichung
(4) bezw. (6) geniigt, stellen wir uns jetzt die gleichwertige
Aufgabe, ihr Linienbild C zu konstruieren. Dabei bhat man
sich fiir die Losung bestimmte Anfangsbedingungen vor-
geschrieben zu denken, etwa

po)=po  plO)=p .« . . (7

Die Differentialgleichung (6) gibt nun fiir jede Stelle
P, des Linienbildes C den sugehirigen Kriimmungsradius o,,.
In infinitesimaler Nihe von P, kann C ersetzt werden
durch den dreipunktig berithrenden Kriimmungskreis vom
Zentrum P, und dem Halbmesser P P, = p, (Abb. 5 auf
Seite 289). Mit Anniherung kann dieser Ersatz auch auf
ein endliches Bogenstiick ausgedehnt werden, und zwar
umso genauer, je kleiner der dazu gehorige Zentriwinkel a
ist. Unsere Annéherungsmethode besteht darin, die Kurve C
durch solche kleine oskulierende Kreisbogenstiicke zu
ersetzen.

Man beginnt die Konstruktion bei dem durch (7)
gegebenen Punkte Py, indem man die Punkte Q,, Py, Q'
auftragt, sodass OQy = py, QoPy == p,’ = 0Q," wird (Abb.8).
Die Differentialgleichung (6) gibt jetzt den Krimmungs-
radius gy = PPy’ = F (0, po, po’), welche Strecke von P,
aus auf der Normalen gy’ bis P,’ abgetragen wird. Wenn
0o positiv ist, geht das Auftragen von P, aus in positivem
Sinn, dem Pfeilsinn von gy, im entgegengesetzten Sinn
aber, wenn g, negativ ist. Es ist jetzt Py’ der Kriimmungs-
mittelpunkt von C in P,. Man wihlt nup, je nach der
verlangten Genauigkeit, einen kleinen Winkel «; und
schligt um P," den Kreisbogen PyP; mit diesem Zentri-
winkel und dem Halbmesser g,. Dieser in P, oskulierende
Bogen wird niherungsweise als das erste Stiick des Linien-
bildes C betrachtet. Es konnen jetzt fiir P, die entspre-

1) Diese Artikelfolge wird als Sonderdruck erscheinen. Red.

(Fortsetzung von Seite 290.)

chenden Punkte Q,, Q," gezeichnet und damit die Werte
b= pla) = 0Q, = P,Q," und p,"= p'(a;) = OQ," aus der
Zeichnung entnommen werden. Sie sind natiirlich nur
angenahert richtig, werden aber bei kleinem ¢, geniigend
genau, insbesondere wenn der Krimmungsradius im Inter-
vall o bis ¢, nicht stark schwankt. Mit diesen Werten
berechnet man jetzt den Kriimmungsradius g, in P;, der
durch den Wert
. o= F (a1, pu, p)

gegeben ist, und wiederholt nun die fiir P, beschriebene
Konstruktion an P, indem man P,P,’ =, macht und um
P,” durch P; wieder einen kleinen Kreisbogen P;P, von
beliebigem aber kleinem Zentriwinkel ag schlagt, der ein
weiteres Bogenstiick von C approximiert. Wenn nicht
wegen starker Schwankung der Kriimmung ein kleinerer
Wert als «, angemessen ist, wird man zweckmissig a =
a; = a setzen, also mit gleichen Intervallen arbeiten. So
fahrt man weiter und erbalt fir C die Folge von Kreis-
bogenstiicken Py P, P, P . ..
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Es ist klar, dass dieser Konstruktion ein Nachteil
anhaftet, der aber in der Natur der Sache liegt. Jeder
Punkt P; wird aus dem vorhergehenden P; , konstruiert
und in der Lage von P;_, enthaltene Ungenauigkeit tiber-
tragt sich daher auf P;. Im ungiinstigsten Fall hat man
daher eine Haufung der Fehler mit wachsender Zahl von
Kreisbogenintervallen zu erwarten. Diese Haufung macht
sich praktisch ganz besonders fiir die p° Werte bemerkbar.

Die Interpolation.

Man kann das besprochene Verfahren wesentlich ver-
bessern, indem man ecine einfache Interpolation hinzufiigt. Da
der Kriimmungsradius p sich mit # im allgemeinen andert,
hat der ersetzende Kreisbogen PyP; nur im Anfangspunkt
P, den durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen
richtigen Radius; fir den Radius im Endpunkte P; wirde
die Differentialgleichung einen andern Wert, ndmlich

or = F(ai; piy by )it o 5 E B (8)
ergeben., Man wird im allgemeinen eine bessere Annahe-
rung an den wahren Mittelwert erzielen, wenn dem Kreis-
bogen nachtriglich statt mit g, mit dem arithmetischen
Mittel o* = (py -+ p.)/2 geschlagen wird. Dieser neue Bogen
PoP,* hat als Endpunkt einen Punkt P,*, der etwas ver-
schieden von P; sein wird. Demgemiss ergeben sich an
Stelle von p, und p,’ neue, korrigierte Werte p,* und p,'*,
wobei sich zeigt, dass die Korrektur in p’ viel betrécht-
licher ist, als in p.

Praktisch ist die neue Konstruktion folgendermassen
auszufithren (Abb. 9):

Nachdem P, wie frither konstruiert und o, aus For-
mel (8) gefunden worden ist, trage man von P, aus auf
der Normalen PyQ," bis nach B,’ die Lange o, ab, und

coreenon
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halbiere nun Py"B, durch 7’. Dann ist Py a," = o¢¥, und
man hat jetzt um 7," den Bogen vom Zentriwinkel «, zu
schlagen. Sein Endpunkt P;* gibt die korrigierte Lage
von P;. Genau genommen ergibt sich jetzt auch durch P;*
ein neuer, verbesserter Wert von o, aus der Formel
Qx* = F(auf’lﬁ') lel'(")

sodass die Konstruktion eigentlich jetzt mit diesem neuen
Wert an Stelle von g, zu wiederholen wire. Wenn aber
a, einigermassen klein gewahlt wird, so ist die zweite
Korrektion, die von P;* zu einem neuen Punkte P,*¥
fahren wiirde, so klein, dass sie schon innerhalb der
Genauigkeit der Zeichnung liegt und weggelassen wer-
den kann.

Wenn von der Differentialgleichung ein erstes Inte-
gral (5) bekannt ist, so wird das besprochene Interpolations-
Verfahren durch folgendes ersetzt:

Man konstruiert wie friher zuniachst den Punkt P,
und entnimmt daraus den Wert von p,, der ja durch das
Interpolationsverfahren nur sehr wenig korrigiert wiirde.
Mit diesem berechnet man jetzt aus der Relation (5) den
Wert von p," und hat damit eme Korrektur g,"* der Ge-
raden g,". Diese schneidet gy in einem Punkte s, der
nachtraglich als Zentrum des Niherungsbogens verwendet
wird. Der Endpunkt des neuen Bogens P,* ergibt die
korrigierte Lage von P;.

Bemerkungen zur Ausfiihrung der graph. Integration.

Die Anwendung der graphischen Methode kann noch
wesentlich vereinfacht werden, wenn man eine Reihe von
Dingen beobachtet.

Zunichst ist es am Platze, fiir die beiden verénder-
lichen # und p dimensionslose Zahlen einzufiihren, indem
man das Verhiltnis der urspriinglichen Verdnderlichen zu
Standardgréssen bildet, die durch das Problem selbst
gegeben sind. Ferner wird man jedesmal zu iiberlegen
haben, ob es gelingt, der Differentialgleichung eine fiir
die Integration einfachere Form zu geben. Man hat dabei
insbesondere zwei Moglichkeiten zur Verfiigung, von denen
man haufig Gebrauch machen wird:

Einmal kann man von der zu suchenden Funktion
einen Faktor abspalten, sodass fiir den verbleibenden
Rest eine neue einfachere Gleichung resultiert. Wenn die
Differentialgleichung z. B. linear ist, so kann man auf

diese Weise etwa das Glied mit p’' entfernen; oder man
kann den Koeffizienten der Gleichung eine Form erteilen,
die der Konstruktion zuginglicher ist.

Als zweites kann man auch fir die unabhingige
Verinderliche selbst eine neue Funktion substituieren.

Beispiel : Die Gleichung

dﬁ + a2 [t —q cos(w t)] =

geht durch dle Substxtutlon y = ¢ *!p iiber in
- —{—p[aﬂ— 22— a?q cos(w)]

und durch Einfihrung von u = Va?—l ¢ als neuer Ver-

anderlicher in
1) \
u)] =o0
TR

azp a
du? =2 [I SR
was fiir die Konstruktion wesentlich einfacher ist, da ja jetzt

o=—Ap cos(x?)

a? ®

Man wird weiter zu entscheiden haben, welcher
Lingenmasstab in der Zeichnung fiir p zu wéahlen ist. Im
allgemeinen ist ein grosser Masstab im Interesse der Ge-
nauigkeit; jedoch ist durch die Art der Zeichenmittel
natiirlich hierfir eine obere Schranke gegeben. Alsdann
hat man die Grosse der Intervalle a; zu wihlen. Man wird
sich dabei vorbehalten, im Laufe der Konstruktion die
a; zu verkleinern, wenn die Ungenauigkeit zu gross wird,
zu vergréssern im Interesse der Kirze des Verfahrens,
wenn es die Genauigkeit erlaubt. Als Mass dafiir wird
man die Grosse der Korrektur ansehen diirfen, die das
Interpolationsverfahren liefert.

Das Verkleinern der Intervalle ist nur oberhalb einer
gewissen Grenze zweckmissig; denn mit zu kleinen
Winkeln zu operieren wird wegen der Zeichenfehler un-
genau und ist auch sehr mihsam. In den ausgefiihrten
Beispielen ist nie unter 5° hinabgegangen worden; der
grosste verwendete Wert von a ist 15°. Wenn die mit
a = 59 erzielte Genauigkeit nicht geniigt, so transformiert
man zweckmissig die zu integrierende Differentialgleichung
p'=f(u,p,p'), indem man statt # die neue veranderliche
v = ku einfahrt. Hier bedeutet # eine geniigend grosse,

=4 cos(

wobei
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zweckmissigerweise ganze Zahl p(u) geht tber in eine

Funktion ¢(v), fir die die Differentiaigleichung gilt

¢ = if(% 0, kq)

Schwankt # in einem bestimmten Intervall, so schwankt
v in einem Intervall von A-facher Grosse, und einer Winkel-
differenz ¢ von # entspricht eine solche 2a von v.

Der Erwihnung wert ist auch noch der Fall, wo
wihrend der Konstruktion der Kriimmungsradius o durch
Null geht. Die Kurve C hat an jener Stelle im allgemeinen
eine Spitze. Allerdings kann dies stets vermieden werden,
indem man statt p(#) die Funktion ¢(u)= p(u)+ a ein-

fahrt, wo @ gentgend gross

BN gewihlt wird. Denn das Linien-
A’i’ bild von ¢ hat einen Kriim-
s mungsradius ¢ + ¢ =p -+ p"
~+a=o0-a, der bei passen-
der Wahl von @ in einem ge-
gebenen Intervall von # nicht
Null wird. Aber selbst wenn
an einer Stelle P, der Kriim-
mungsradius durch Null geht,
versagt die Konstruktion keines-
wegs. Die Spitze der Kurve C
ist dann in unmittelbarer Nihe
von P, mit einer Kreisevolvente identisch; und zwar ist
der zugehorige Kreis der Kriimmungskreis der Evolute C'
von C an jener Stelle, also ein Kreis vom Radius o' =p"p".

Wenn auch der Radius dieses Kreises wieder Null
ist, dann hat man zu hohern Evoluten tberzugehen. Ein
Beispiel dieser Art gibt die in Abschnitt 12 und in Ab-
bildung 32 behandelte Differentialgleichung.

Eine Abinderung der Konstruktion ist auch erfor-
derlich, wenn die Zentra der Kreisbogen P, P,, P, Py usw.
ausserhalb des Zeichnungsblattes fallen. Ist z. B. g, der
Bogenradius von PyP;, @, der Zentriwinkel, so tragt man
etwa (Abb. 10) von P, aus auf der Tangente g, nach S

o
s = /\\

0 [

(S

Abb.10

die Strecke Py S = g, tg a;/2 auf, und von S aus die selbe
Strecke unter dem Winkel «,/2; ihr Endpunkt ist dann der
zweite Endpunkt P; des Bogens P, P;.

Wenn endlich an einer Stelle die Losung eine we-
sentliche Singularitit hat, sodass dort etwa p oder die
Ableitungen von p unendlich werden, so wird man fiir
diese eine Stelle das graphische Verfahren durch eine
analytische Untersuchung ergénzen miissen, in welcher
der Charakter der Singularitit und das Verhalten der
Losung festgestellt wird. (Forts. folgt.)

Zu den Zeichnungen
von Kantonsbaumeister Hermann Fietz +.

Die Wirksamkeit des anfangs dieses Jahres verstor-
benen Zircher Kantonsbaumeisters Dr. h. c. Hermann Fietz
ist bereits friher in dieser Zeitschrift gewiirdigt worden.
Dank dem Entgegenkommen seiner Erben sind wir heute
in der Lage, einige seiner Skizzen in originalgetreuen
Reproduktionen hinzuzufiigen. Die beiden ersten, die
Kyburg von der Siidost-Seite, zeigen den Entwicklungs-
gang einer 3o0jihrigen Zeichentitigkeit, von der zierlichen,
etwas zaghaften Fassung von 1886 zur straffen, malerischen
Haltung von 1918. Die iibrigen Blatter sind aus dem
reichen Schatz des an die 1000 Blatter enthaltenden Nach-
lasses des Verstorbenen ausgewihlt und legen Zeugnis ab
fir sein Bemihen, treu und ehrlich, in liebevoller Nach-
empfindung das Objekt selbst sprechen zu lassen, ohne
sich durch eine gewollte oder gar gespreizte Stilisierung
selbst in den Vordergrund zu dringen. Es sind Ferien-
friichte, Erholungsarbeiten eines Mannes, dem nur selten
die Musse vergdnnt war, mit dem Stift in der Hand seine
Umwelt zu schildern. Und etwas wie Feiertagstimmung
liegt auch iiber den sicher hingesetzten Skizzen, die als
freundliches Andenken an ihren Schopfer in dieser Weih-
nachtsnummer der ,S. B. Z.“ Aufnahme gefunden haben.

Dr.’R. B,
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